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AVANT-PROPOS 


L'analyse fonctionnelle, une discipline relativement jeune, est 
la plus marquante manifestation du tournant radical qui s’est opéré 
en mathématiques, un tournant qui par sa portée est comparable 
à celui qu'a entrainé l'introduction de la variable réelle (XVITe siècle), 
d’où naïîtra le calcul différentiel et intégral. 

Ce tournant s’est traduit tout d'abord par une modification de 
l'approche des divers problèmes d'analyse mathématique. L'étude 
individuelle des fonctions et des relations et équations qui les lient 
a fait place à une étude globale de ces objets, c’est-à-dire à une étude 
des espaces fonctionnels et de leurs transformations (opérations 
fonctionnelles). Ainsi, un opérateur différentiel ou une transformation 
intégrale sont envisagés non pas pour une fonction, mais pour toute 
une classe, cette étude portant sur l’image de cette classe de fonctions 
par ces transformations, la continuité des opérations dans tel ou 
tel sens, etc. 

L'analyse fonctionnelle se caractérise par la forme abstraite 
générale d'étude de problèmes d'analyse, qui permet de grouper et 
d'envisager simultanément des problèmes, dont l'affinité est loin 
d’être évidente. Ainsi, l'étude des équations fonctionnelles F(x) = y, 
où z et y sont des éléments appartenant à des domaines plus ou moins 
arbitraires, permet de grouper des problèmes aussi distincts que la 
résolution des équations différentielles, des équations intégrales, 
des problèmes aux limites, des systèmes infinis d'équations algébri- 
ques ou des problèmes des moments. Le passage de fonctions isolées 
aux espaces de fonctions, même si parfois il est difficile à discerner, 
est aussi important que le fut le passage des équations et relations 
algébriques à des quantités variables et à une dépendance fonction- 
nelle. 

Ce nouveau point de vue n'est pas le résultat d’un simple désir 
de généralisation. Le besoin de gravir les marches de l’abstraction 
est dû à l'apparition de nouveaux problèmes posés par l'essor naturel 
de l'analyse, tels la complétude d’un système, la solubilité des 
problèmes aux limites dans une classe déterminée de. fonctions, 
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l'étude simultanée de toute une classe de problèmes, par exemple, 
lors de l’étude de la dépendance de la solution d’un problème aux 
limites par rapport au second membre de l’équation ou aux condi- 
tions aux limites. Les méthodes de l’analyse fonctionnelle se sont 
avérées les plus fécondes pour l'étude de ces problèmes. Il est remar- 
quable que dans nombre de cas cette approche commune a permis 
de mettre en exergue des lois et relations plus générales, plus concrè- 
tes et plus profondes, dans la mesure où les aspects de moindre 
importance ont été négligés. 

L'analyse fonctionnelle a été préparée par des études embrassant 
de nombreux domaines de l'analyse mathématique: calcul des 
variations, équations intégrales, théorie des fonctions orthogonales, 
théorie des approximations de Tchébychev, problème des moments, 
et nécessitant l'application d'une nouvelle méthode. Certains pro- 
blèmes d'analyse fonctionnelle plongent leurs racines dans ces 
domaines mêmes, telle la notion de fonctionnelle en calcul des 
variations. D'autre part, le développement des disciplines liées 
à la théorie des ensembles: topologie, théorie des fonctions d'une 
variable réelle, algèbre abstraite, ont fourni l’appareil indispensable 
à la mise en œuvre de cette nouvelle orientation dans une forme 
abstraite. En particulier, la théorie des espaces abstraits a été vitale 
pour l'analyse fonctionnelle. 

L'analyse fonctionnelle s'est érigée en discipline depuis la cons- 
truction systématique de la théorie des opérateurs dans les espaces 
unitaires de dimension infinie (par Hilbert et autres), et le dévelop- 
pement de la théorie générale des espaces vectoriels normés (1918- 
1923) dans les travaux du mathématicien hongrois F. Riesz et surtout 
du mathématicien polonais S. Banach. 

L'analyse fonctionnelle est aujourd’hui le langage universel des 
mathématiques. Aucune étude sérieuse que ce soit en théorie des 
fonctions, en équations différentielles, en physique mathématique, 
en analyse numérique, en économie mathématique ou en théorie 
de la commande n'est concevable sans une large sollicitation des 
résultats et méthodes de l’analyse fonctionnelle. Ceci explique d'une 
part son essor impétueux en tant que science mathématique, et 
d'autre part le rôle croissant que ses méthodes assument dans les 
applications. 

L'ouvrage en deux tomes que nous proposons n'a pas l'ambition 
de couvrir tous les domaines de l’analyse fonctionnelle et son champ 
d'applications. L’exposé se fonde sur les espaces vectoriels topologi- 
ques conformément à la logique du développement de l'analyse 
fonctionnelle. L'ouvrage traite de la théorie des espaces normés, 
de la théorie des opérateurs et des équations fonctionnelles. Les opé- 
rateurs et équations non linéaires tiennent une place aussi impor- 
tante que les équations et opérateurs linéaires. Une grande attention 
a été attachée à des opérateurs et espaces fonctionnels concrets. 
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On étudie en particulier les espaces de fonctions différentiables de 
plusieurs variables, introduits par S. Sobolev. Ces questions sont 
reliées à l'étude générale des opérateurs intégraux. 

La deuxième édition de cet ouvrage à partir de laquelle a été faite 
la présente traduction a été considérablement remaniée par rapport 
à la première. L’exposé est fondé non plus sur les espaces normés 
mais sur les espaces vectoriels topologiques. Un chapitre supplé- 
mentaire est consacré aux espaces (vectoriels) ordonnés. La place 
traditionnelle faite aux applications de l’analyse fonctionnelle est 
une caractéristique essentieile de cet ouvrage qui a inspiré de nom- 
breux travaux aussi bien en U.R.S.S. que dans d’autres pays. Cer- 
tains problèmes d’analyse liés aux applications de l'analyse fonc- 
tionnelle à l’économie mathématique et à la théorie de la gestion 
sont abordés pour la première fois quoique d'une manière assez peu 
approfondie. 

Le chapitre I est introductif. On y expose les fondements de la 
théorie des espaces topologiques et métriques et des espaces abstraits 
mesurés. De nombreux résultats sont exhibés sans démonstration. 
On suppose au lecteur la connaissance d'éléments de la théorie des 
fonctions d’une variable réelle et de la topologie de l’espace euclidien 
de dimension nr. Les problèmes spéciaux et délicats de la théorie et 
les applications (en petits caractères) peuvent être omis en première 
lecture. Le lecteur s'intéressant spécialement aux applications 
de l’analyse fonctionnelle peut également sauter d’autres chapitres 
plus abstraits se rapportant aux espaces topologiques et vectoriels 
topologiques ou, si les éléments de la théorie des espaces normés lui 
sont familiers, passer directement aux chapitres correspondants 
consacrés aux applications. 

Les auteurs tiennent à remercier toutes les personnes qui ont pris 
une part active à la préparation de la seconde édition russe. En 
premier lieu A. Boukhvalov qui, outre qu'il est rédacteur de ce livre, 
est l’auteur du chapitre X sur les espaces normés ordonnés, ainsi 
que du paragraphe 3 du chapitre IV, du paragraphe 1 du chapitre 
VI et du paragraphe 1 du chapitre XI. V. Démianov, A. Roubinov 
qui ont amélioré l'exposé de la méthode de plus forte pente (cha- 
pitre XV, tome 2) et écrit les $$ 4 et 5. I. Daougavet qui a complété 
et apporté des corrections aux chapitres XIV, XVet XVIII du tome 
2. V. Ilyne qui a grandement amélioré les $$ 3 et 4 du chapitre XI 
et en particulier la démonstration du lemme 2 et du théorème 1 
($ 3, chapitre XI, tome 1). G. Rubinstein qui a écrit le $ 8 du 


chapitre IX (tome 1). Enfin |B. Voulikh|, Y. Abramovitch, 


A. Verchik, S. Kisliakov, S. Koutatéladzé, | G- Lozanovski 


A. Mekler, B. Poliak et V. Havine pour leurs précieuses remarques. 
La bibliographie est divisée en deux parties. Les chiffres romains 
qui suivent les noms d’auteurs renvoient à la première partie. 


+ 
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Cet ouvrage de deux tomes est composé de 18 chapitres, divisés 
en paragraphes, les paragraphes en numéros, et de deux annexes. 
La référence XI.4.2, par exemple, renvoie au chapitre XI, para- 
graphe 4, numéro 2. Le théorème XI.1.2 représente le théorème 2 du 
paragraphe 1 du chapitre XI. Dans le cas d'une référence à 
l'intérieur d’un paragraphe, on n'indique ni le numéro du chapitre 
ni celui du paragraphe. 


L. Kantorovitch, G. Akilov 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES MÉTRIQUES ET TOPOLOGIQUES 


La notion d'espace, c’est-à-dire un ensemble entre les éléments 
duquel sont définies axiomatiquement certaines relations, joue un 
rôle très important en mathématique. On dit alors que cet ensemble 
est muni de la structure de l’espace considéré. Le principal objet 
de ce chapitre sera l'étude des espaces topologiques et métriques, 
c'est-à-dire des ensembles pour les éléments desquels est définie la 
notion de voisinage. Les espaces topologiques ont été introduits par 
Hausdorff en 1910 (cf. Hausdorff), les espaces métriques un peu avant 
par Fréchet [1]. 


$ 1. Généralités sur les ensembles. Ensembles ordonnés 


1.1. On rappelle quelques notions fondamentales de la théorie 
générale des ensembles et les notations *) généralement utilisées. 
On adoptera le point de vue non formel, c'est-à-dire on considérera 
que la notion d'ensemble ou de collection est intuitivement claire 
et ne nécessite pas de définition rigoureuse. On appellera éléments 
d’un ensemble les objets dont il est constitué. 

On désigne par N l’ensemble des entiers naturels, par ? l'en- 
semble des nombres réels et par € l’ensemble des nombres complexes. 

Soient À, B des ensembles. a€ À signifie que l'élément a appar- 
tient à l’ensemble À ; a É À, que a n'appartient pas à À. On dit 
que l'ensemble À est sous-ensemble de l’ensemble B et l'on note 
AC B (ou B = À) si chaque élément de l'ensemble À appartient 
à l'ensemble B. Si AC Bet BC A, on dit que À et B sont égaux 
et l’on note À — B. L'ensemble vide (c'est-à-dire un ensemble ne 
renfermant aucun élément) est désigné par le symbole @. Si (P) 
est une assertion valable pour les éléments de À, le sous-ensemble 
composé de tous les a € À, pour lesquels (P) est réalisée, se note 
{a E A: (P)a} ou plus brièvement {a:(P)a}. 


*) Les fondements de la théorie générale des ensembles ont été jetés par 
le mathématicien allemand G. Cantor à la deuxième moitié du XIX£® siecle. 
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Soient À, B des ensembles. Si à chaque élément a € À on associe 
un élément unique f (a) € B d’après une loi bien déterminée, on dit 
qu'est définie une application f de l’ensemble À dans l’ensemble B 
et l’on note f: À —>B. On définit l’image f (X) de tout ensemble 
XCA:f(X)= {bEB:3a€ X tel que b =f(a)}, et l'image 
réciproque f”! (X°) de tout ensemble YE B:f"1(Y) = {a € A:f(a) € 
€ Y}. Une application f: À —+ B est injective si f (a) = f (a:). &, 
a: € À, entraîne a, = a, ; surjective si f (À) = B ; bijective si injective 
et surjective. Si f est une bijection, l’application g: B —+ À définie 
par la relation g (f (a)) = a, a € À, est dite application inverse de f 
et se note f”!. 

Définissons maintenant les principales opérations de la théorie 
des ensembles. Si à chaque élément & d’un ensemble non vide À 
est associé un ensemble, on dit qu'est donnée une famille d'ensembles 
{X,} (x € A). On appelle réunion d’une famille d’ensembles {X, } 
l'ensemble |} X, composé de tous les éléments x tels que z € X, 

GE A 
au moins pour un & € À. On appelle intersection d’une famille d’en- 
sembles {X,} l’ensemble fM ZX, constitué de tous les éléments x 
GEA 
tels que x € X,, Va € A. On appelle produit direct d'une famille 
d’ensembles {X,} l’ensemble [| X, de toutes les applications f: 


REA 
À — U, X, telles que f(a)E X,, Va € A. Si A est composé 


des nombres entiers 1, 2, ., A, pour désigner respectivement la 
réunion, l'intersection et le produit direct on écrira 


ÜÙ Xi=XUXU. UXn; 


> 2 
(es À 


An AN AN. NA. 


Il Xn=\iX X: X XX X »- 
k=1 


A remarquer qu’il est possible d'identifier le produit fini [| X, 
kæi 


avec l’ensemble de toutes les collections ordonnées (x,, Ze, . . ., Zn), 
où zh € XL. 

Si À est l’ensemble des entiers naturels N, on écrira respective- 
ment 


U Xx, NXx [IX 
k=1 k=1 kh=œ 


Deux ensembles À, B sont disjoints si À B = . On dit L que 
les ensembles X, (a € A) sont deux à deux disjoints si X,. {AN Xe. = © 
pour y 5 Uo. On appelle partition d'un ensemble T une famille 
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d’ensembles deux à deux disjoirts {X,} (œ € A) telle que T = 
= | X à 


GEA 

On appelle différence de deux ensembles À et B, et l'on note 
A NX B, le sous-ensemble de l’ensemble À composé de tous les 
a € B. Cette définition n'implique pas que BE 4. Si BCAÀ, 
on dit que l’ensemble À X B est le complémentaire de l'ensemble B 
(relativement à l’ensemble À). On appelle différence symétrique des 
ensembles À et B l’ensemble 


AB = (4 X B)U (BK 4)=(AU B)X (AN B). 


Si AG X, la fonction caractéristique 7, de l’ensemble À est 
définie par la formule 


{ si z € À, 
Xa (x) = O si x € XNA. 


1.2. Un ensemble X est ordonné *) si pour certains couples de 
ses éléments x et y est définie une relation d'ordre x > y (x est supé- 
rieur ou égal à y), telle que: 

1)z2zzx, VrE X (réflexivité); 

2) z> y et y > z impliquent x > z (transitivité); 

3) z > y et y > x impliquent x = y (antisymétrie). 

L'écriture z < y signifie quey > x; > yquez>yetz<Æy; 
z > y, zquex > yetz > z. L'ensemble * des réels est un ensemble 
ordonné dont deux éléments quelconques sont liés par la relation 
< (sont comparables). L'ensemble de toutes les parties-de N, ordon- 
né par l'inclusion (c'est-à-dire À > B <> À = B **)), contient 
également des éléments non comparables. 

Soit À un ensemble ordonné. Un sous-ensemble À € X est 
majoré si existe x € À tel que a x, Va À; x est appelé majo- 
rant de À. On définit de même un sous-ensemble minoré et un mino- 
rant. Un sous-ensemble À € ZX est borné s'il est à la fois majoré 
et minoré. Un élément x de À € ZX est 

1) maximum si x >a, Va À; 

2) mazimal si x < a pour a € À entraîne x = a. On remarquera 
que tout élément maximum sera maximal, mais qu’en général la 
réciproque n'est pas vraie. On définit de façon analogue élément 
minimum et élément minimal. Si À est sous-ensemble majoré de À, 
son plus petit majorant (s’il existe) est appelé suprémum (ou borne 
supérieure) de À et noté sup À. Si À est un sous-ensemble minoré 


*) On utilise souvent le terme ensemble partiellement ordonné pour souli- 
gner que la relation « supérieur ou égal » ne s'étend pas à tous les couples d’élé- 
ments de cet ensemble. 


**) Le symbole <= signifie «est équivalent », le symbole = «entraîne », 
« implique ». 
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de À, son plus grand minorant (s'il existe) est appelé infimum (ou 
borne inférieure) de l’ensemble À et noté inf 4. Si les éléments de l’en- 
semble À sont affectés d’indices quelconques, À = {xz;} (B € B), 
au lieu de sup À et inf À on écrit respectivement 


sup z$ ou sup 78 et inf xzg ou inf zg. 
BEB BEB 


Si l'ensemble À est composé d’un nombre fini d'éléments z,,%2+, 4. . 
-, Tn, au lieu de sup À et inf À on écrit respectivement : 


n 


n 
sup Zx OÙ Zi V TV ... V x, et inf x, ou x, À > À ... /\zh 
h=1 Rh=1 


On notera que dans le deuxième exemple de ce point, la borne 
supérieure est visiblement la réunion d’'ensembles, la borne infé- 
rieure, l'intersection. 

Un ensemble ordonné X est totalement ordonné (ou encore est 
une chaîne) si pour des éléments x, y quelconques de Â ona x > y 
ou æz< y, c’est-à-dire tous les éléments sont comparables. 

La proposition suivante qui est équivalente à l’axiome de choix 
et au principe de l'induction transfinie, est souvent utile dans de 
nombreux problèmes (on pourra en trouver une démonstration par 
exemple dans Dunford et Schwartz [I] (théorème 1.2.7) et dans 
Kelley). 


LEMME DE ZoRN. Si tout sous-ensemble totalement\ ordonné d’un 
ensemble tobelement ordonné X est majoré, alors À admet au moins 
un élément mazimal. 


Pour étudier les espaces topologiques et ensuite les espaces 
vectoriels topologiques, on aura besoin de la notion de suite géné- 
ralisée. Soient X un ensemble, À un ensemble filtrant supérieurement, 
c'est-à-dire un ensemble tel que pour tout couple «,, &2 € À il 
existe &« € À tel que « > &, et &œ > 2 L'application « —+zx, 
de l’ensemble À dans ZX est appelée suite généralisée et se note 
{x} (& € À) ou simplement {x,}. Si A = N, où N est l’ensemble 
des entiers naturels ordonné de la manière habituelle, alors {x,} 
(n E N) est une suite ordinaire. On indiciera les suites généralisées 
avec des lettres grecques: {zQ}, {xs}, {z,}, et les suites ordinaires 
avec des lettres latines: {z,}, {rm}, {x,}. 

Un exemple non trivial de suite généralisée est l’ensemble de 
toutes les parties finies de N, ordonné par l'inclusion. 

La notion de sous-suite ou suite partielle s’étend à la suite géné- 
ralisée de la manière suivante. Une suite {ys} (B € B) est suite par- 
tielle d’une suite généralisée {r.} (& € A) si pour tout & € A il 
existe un indice B (œ) € B, tel que pour tout BE B vérifiant l'iné- 
galité PB > B(«) il existe «’E A, x’ > «a, vérifiant l'égalité 
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Zu —= Yp. À signaler qu'une suite admet toujours des suites partielles 
généralisées qui ne sont pas elles-mêmes des suites. 

Dans ce chapitre nous aurons affaire à divers exemples d’ensembles 
ordonnés. Le sujet exposé dans ce paragraphe est approfondi dans 
Bourbaki [11] et Kelley; on en trouvera des notions élémentaires 
dans Voulikh {111}, Kolmogorov et Fomine, Natanson [11]. L'ouvrage 
de Birkhoff étudie en détail les diverses classes d’ensembles ordonnés. 


$ 2. Espaces topologiques 


2.1. Il existe plusieurs procédés pour munir un ensemble d’une 
structure d'espace topologique. L'un des plus commodes et des plus 
couramment utilisés consiste à exhiber une collection d’ouverts 
de cet espace. 

Un ensemble X est un espace topologique si l’on peut en extraire 
un système G de sous-ensembles dit ouverts vérifiant les trois condi- 
tions suivantes (axiomes de l'espace topologique): 

1) l’ensemble vide @ et l’ensemble X appartiennent à G; 

2) GEB(EEE) = U G:EG, c'est-à-dire la réunion d'un nombre 

$c= 


quelconque d'’ouverts est un ouvert; 

3) G, Ge EG => G/NG:E€G, c'est-à-dire l'intersection d'un 
nombre fini d’ouverts est un ouvert. 

Si l’ensemble X se transforme en espace topologique on dit que 
X est muni d'une topologie. 

Deux espaces topologiques X, et X, sont hkoméomorphes si entre 
leurs éléments on peut établir une correspondance biunivoque asso- 
ciant aux ouverts de X, des ouverts de X.. Du point de vue de la 
théorie des espaces topologiques, on pourra de toute évidence identi- 
fier des espaces homéomorphes. 

Supposons qu'on ait muni un ensemble X d’une topologie de 
deux manières différentes. Soient X, et X, les deux espaces topolo- 
giques obtenus (ces espaces coïncident par la composition de leurs 
éléments). Désignons respectivement par @, et @, les systèmes 
des ouverts de X, et X:. On dit que la topologie de X, est plus 
forte que la topologie de X, (ou la topologie de X, est plus faible 
que la topologie de X,) si 6, = @, et l’on note t (X,) > t (X;) 
(ou + (X:) < T (Xi))- 

Soient X un espace topologique, @ un système d’ouverts dans X. 
Soit par ailleurs X, € X un ensemble quelconque. On vérifie aisé- 
ment que le système G constitué des ensembles de la forme Gf 
N Xos (GE G) satisfait aux axiomes de l'espace topologique (par 
rapport à X,); donc X, est un espace topologique. On dit que la 
topologie de X, est induite par celle de X et que X, est un sous-espace 
de l'espace topologique X. 
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2.2. Üne partie F d'un espace topologique X est un ensemble 
fermé si son complémentaire G = X X F est ouvert. Le système ;ÿ 
de tous les ensembles fermés dans X possède les propriétés suivantes : 


1) D; XES; 


2) FL ER(ÈEE) = 1 F:€%, c'est-à-dire l'intersection d'un nom- 


bre quelconque de fermés est un fermé; 

3) F,, FES = FU F: € %, c'est-à-dire l’union d'un nombre 
fini de fermés est un fermé. 

Vu que le système ?ÿ définit de façon unique le système G d'’en- 
sembles ouverts, on peut munir X d’une topologie en se donnant 
d’abord un système ÿÿ vérifiant les trois conditions indiquées et en 
appelant les ensembles de ?ÿ ensembles fermés. Les ensembles ouverts 
se définissent alors comme les complémentaires des ensembles fermés. 

Si X, € X est un fermé, en munissant X, de la topologie induite 
par celle de l’espace X, on constate que le système ;;, des fermés 
de l’espace X, est constitué des fermés de X entièrement contenus 
dans Xo- 

2.3. Soit X un espace topologique. Un point x € X est un point 
intérieur d'un ensemble Æ de X si existe un ouvert G de X,telque 
zCGŒCE. On appelle voisinage d’un point EX un ensemble 
V & X pour lequel le point x est intérieur. Un système %, de voisi- 
nages d’un point x est fondamental ou est une base de voisinages 
du point x si pour tout voisinage V du point zx il existe un voisinage 
V, € 5. tel que V, € V. L'ensemble $ des bases #, de voisinages 
de tous les points de l’espace est appelé base de l’espace. La base de 
l'espace possède les propriétés suivantes: 

1) VEB; re"; 

2) si V,, PV, E M, il existe VEN, tel que VE V,f\ V:; 

3) pour tout voisinage V, € M, il existe V, € S, tel que Ve 
€ V.et de plus pour tout y É V. il existe V, € , tel que V, € V. 

Expliquons la dernière propriété. Comme V, est un voisinage 
de zx, il existe un ouvert G € V. contenant zx. L'ensemble G étant 
un voisinage de x, il existe V. € $. tel que V. € G et a fortiori 
Vi V.. Si y E V:, alors y E G, et l’ensemble G, qui est ouvert, 
est voisinage du point y, par suite il existe V, = G(V,E %,). 
À plus forte raison VyS Ve 

Les propriétés 1) à 3) caractérisent la base de l’espace. On a no- 
tamment le 


TH£ORÊÈME 1. Supposons qu'à chaque point x d'un ensemble X 
est lié un système ®. de sous-ensembles de X, tels que soient vérifiées 
les conditions 1) à 3). On dira qu'un ensemble G € X est ouvert si pour 
tout EG existe VE G (VE B.). Le système d'ensembles ouverts 
vérifie les axiomes de l'espace topologique, et dans l'espace topologique 
ainsi obtenu chaque système M. est une base de voisinages du point x. 
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DEMOxSTRATION. La validité des axiomes de l'espace topologique 
découle manifestement des conditions 1) et 2). Vérifions que pour 
tout x € X le système %, est un système fondamental de voisinages 
du point z. Soit VE B x. Considérons l’ensemble G composé de tous 
les points y € V tels qu'existe V, € V (V, € 5,). Montrons que G 
est un ouvert. Prenons un point quelconque z EG. Il existe un 
ensemble V,CS. tel que V, € V. D'après la condition 3) il existe 
VE B tel que V: € V,et pour tout yE V'ilexisteV, € V,(V,€%,). 
Ce qui veut dire que yEGet V: CG, c 'est-à-dire G est un ouvert 
et par suite V est un voisinage de x. Il reste à vérifier que &. est 
un système fondamental de voisinages. Soit U un voisinage quel- 
conque de zx. Il existe un ouvert G € U contenant le point zx. Par 
définition, on peut trouver donc V,. € 5. tel que V, € Get a fortiori 
v,ce U. 

Le théorème prouvé permet d'introduire une topologie en exhibant 
des systèmes fondamentaux de voisinages pour chaque point de 
l'espace. Il se trouve que cette méthode est en principe la plus com- 
mode, car pour voisinages on peut prendre généralement des ensem- 
bles possédant une structure relativement simple. Par exemple, on 
peut définir une topologie dans l’espace euclidien avec l’ensemble 
de toutes les boules (on vérifie sans peine qu'elles forment une base). 
Traduisons en termes de base les notions fondamentales introduites 
dans l’espace topologique. 

Soient données dans un ensemble X deux bases *): {$,} (x € X) 
et {U,} (x E X).j Chacune d'elles définit une topologie dans X en 
vertu du théorème 1. Notons X et X, les espaces topologiques cons- 
truits respectivement d'après la première et la deuxième base. 

Pour que la topologie de X, soit plus faible que celle de X, il 
est nécessaire et suffisant que pour tout x € X et tout V € %, il 
existe un voisinage U € UÜ, contenu dans . 

La démonstration peu compliquée de ce fait est laissée au soin 
du lecteur. 

De la proposition formulée il résulte que deux bases définissent 
une même topologie si et seulement si, outre la condition indiquée, 
est réalisée la condition symétrique : Vz € X et VU E VU. il existe 
VE S. contenu dans ÜU. On dit alors que les bases sont équivalentes. 

Si X, est une partie d'un espace topologique X muni d’une 
base {%.} (x € X), on peut définir la topologie induite dans X, 
à partir de la base {BH} (x € X0), où M2 est composée de tous les 
ensembles de la forme V f\ X, (VE 8). Nous laissons au lecteur 
le soin de démontrer que la collection {®£?’} construite vérifie les 
conditions du théorème 1 et que la topologie définie par cette base 
est confondue avec la topologie induite. 


*) Dans la suite par base de X on entendra une collection d'ensembles 
vérifiant les conditions 1) à 3). 


2—0996 
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2.4. Avant d'indiquer les conditions de fermeture d’un ensemble 
en termes de voisinages nous allons introduire une notion importante. 
Un point x d’un espace topologique X est point d'adhérence d’un 
ensemble E € X si l'intersection V f\ Æ n'est pas vide quel que 
soit le voisinage V de zx. Si de plus cette intersection ne se réduit 
jamais au seul point zx, le point x est appelé point limite de l’ensemble 
E (ou point d'accumulation). 

Dans la définition du point d’adhérence (resp. du point limite) 
on peut ne pas tenir compte de tous les voisinages du point zx, mais 
seulement de ceux qui figurent dans un système fondamental de 
voisinages de ce point. 

L'ensemble de tous les points d’adhérence d’un ensemble donné 


E s'appelle adhérence de l’ensemble E et se note Ë. On établit sans 
peine les propriétés suivantes de l’adhérence : 


1) = 

2) ECE; 

3) EC E: - É, E;; 
4) E,UE:=E UE; 
5) EÉ—E. 


Vérifions les deux dernières propriétés qui sont les moins éviden- 
tes. Soit E = E, U E2. Comme E;c E, alors É,GE (i = 1, 2) : 
d'où E,U £:c Ë. Inversement, siz€ E, en supposant que zé E, 
on trouve un voisinage V, du point zx tel que V,f\ £, = ©. Soit 
V un voisinage quelconque du point z. On peut admettre que V & V, 
(le cas échéant on considère l'intersection V f] V,). Comme V f\ ÆE Æ 
Z @, on doit avoir Vf\ E, > @ et par suite EE, CE, E. 

Pour vérifier la dernière propriété il faut simplement montrer 
que ÉG E. Soit z € E. Considérons un voisinage quelconque V du 
point x. On peut admettre que V est un ouvert et par conséquent 
est un voisinage de tous ses points. L'intersection V{ E Æ G. 
Soit y € V MN E. Comme y € E et que Ÿ est un voisinage du point y, 
alors VAN £ ©, ce qui exprime que zE E. : 

Un ensemble F € X est fermé si et seulement si F — F. En effet, 
sixzé F — Fil existe un voisinage Ÿ de x qui ne rencontre pas. 
Cela signifie que l’ensemble G — X X Fest ouvert et par consé- 
quent F' est fermé. WMutatis mutandis on démontre la réciproque. 

Signalons le fait évident que l’adhérence de l’ensemble £ est la 
réunion de Æ et de tous ses points limites, donc on peut définir un 
ensemble fermé comme un ensemble contenant tous ses points limites. 


Soit E € X. On désigne par E et on appelle intérieur de E l’en- 
semble de tous les points intérieurs de Æ. On laisse au lecteur le 


soin de vérifier que E est le plus grand des ouverts de E. 
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Soit À un espace topologique. Un ensemble E € X est par défi- 
nition dense dans une partie X,C X si E = X,. Si £ = X, on dit 
que E est partout dense. Un ensemble E € X n’est nulle part dense 
si l'intérieur de son adhérence est vide (il est équivalent de dire, 


si X X E est partout dense). Un ensemble Æ£ € X s’appelle ensemble 
de première catégorie si E peut être représenté comme la réunion 
d’une famille dénombrable d’ensembles nulle part denses. Dans X, 
un ensemble £ qui n’est pas ensemble de première catégorie s'appelle 
ensemble de deuxième catégorie. 

Un espace topologique X est dit séparable s'il contient un ensemble 
dénombrable partout dense. Nous développerons cette notion plus 
bas. 

2.5. Soient X et Y des espaces topologiques. Une application j: 
X — Y est par définition continue si l’image réciproque de chaque 
ouvert est un ouvert. L'application f : X —+ Ÿ est dite continue en un 
point xE X si l’image réciproque d’un voisinage quelconque du 
point f (x) est voisinage du point zx (il est évident que cette défini- 
tion ne change pas si au lieu d’un voisinage quelconque de f (x) on 
considère un voisinage d’une base de voisinages du point f (x)). 
Le théorème suivant exprime des conditions équivalentes à la con- 
tinuité. 

THÉOREME 2. Soient X et YŸ des espaces topologiques, f une appli- 
cation de X dans Y. Les propositions suivantes sont équivalentes : 

1) l'application f est continue; 

2) l'image réciproque de chaque fermé est un fermé; 

3) l'application f est continue en chaque point zx E X; 

4) pour tout point x € X et tout voisinage U du point f (x) il existe 
un voisinage V du point x tel que f(V) a U. 


DEMONSTRATION. Les propositions 1) et 2) sont équivalentes en 
vertu de la relation X Xf-?(B) =f"1(Y X B), VB Y. L'’équi- 
valence de 3) et de 4) est évidente. Comme 3) découle visiblement 
de 1) il nous reste à prouver que 3) entraîne 1). Soit G une partie 
ouverte de Y. Prouvons que f-! (G) est un ouvert. Si x € f-1(G) 
il existe y € G tel que y = f (x). Vu que G est voisinage du point y, 
l’ensemble f-! (G) est voisinage de x par définition de la continuité 
en x. Donc, z est point intérieur et l’ensemble f-! (G), un ouvert. 

Soit f une bijection de X sur Y. Si les applications f et f-! sont 
continues, on dit que l'application f est un hkoméomorphisme. Il 
est évident que les espaces X et Y sont homéomorphes si et seulement 
si existe un homéomorphisme de l’un sur l’autre. 

2.6. Dans la suite il nous sera souvent commode de décrire la 
topologie d'un espace et de nombreuses notions topologiques en 
termes de convergence de suites généralisées (convergence au sens 
de Moore-Smith). 


9% 
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Une suite {z.} (&œ € A) d'éléments d’un espace topologique X 
converge vers z € X si pour tout voisinage ŸV de zx il existe «y € A 
tel que x, € V pour &« > a. Ce qu'on note: x, zx ou x = lim Ta 

À 


(dans la suite nous omettrons souvent d'écrire l’ensemble des indices). 
Le point x s'appelle limite de la suite {zx}. 
Voici quelques propriétés des suites convergentes. 


PROPRIÉTÉ 4. Si x, —> zx el {ye} (BE B) est une sous-suite de {x}, 
alors yg TZ 


PROPRIETE 2. Soit EC X. Pour que x € E il est nécessaire et suf- 
fisant qu'existe une suite généralisée {x,} telle que x, —zetx € E. 


En effet, si une telle suite existe, alors quel que soit le voisinage 
Y du point zx, l’intersection V f\ £  @, puisqu'elle contient des 
éléments de cette suite. Donc, x € E. 


Supposons maintenant que x € E ; Best un système fondamental 
de voisinages du point z. Pour U, V € $., on admettra que U < V 
si U= V.Ilest clair qu'’ainsi ordonné le système %. est une suite 
généralisée. Choisissons un point zu dans l'intersection U f\ E qui 
n’est pas vide, puisque par hypothèse x € E. En procédant de même 
pour chaque U € $. on obtient une suite généralisée {x y} (U € 5.) 
convergeant vers le point x. 

D'où la 

PROPRIÊTE 3. Pour qu'un ensemble F soit fermé dans X, il faut et il 
suffit que pour toute suite généralisée {x,} (a € A) telle que x, —+x 
et za EF (œE A) l’on aitzeF 


Les espaces topologiques vérifiant seulement les trois axiomes 
de l’espace topologique peuvent admettre une structure des plus 
compliquées ou au contraire tellement primitive qu'ils sont impro- 
pres à l’étude par les méthodes de la topologie. C’est le cas notam- 
ment de l’espace composé de deux ouverts en tout: la partie vide 
@ et cet espace lui-même. 

Pour cette raison, on introduit généralement des axiomes supplé- 
mentaires qui distinguent des classes plus étroites d'espaces topolo- 
giques, par exemple, l’axiome de séparation de Hausdorff suivant 
qui assure l’importante propriété de l’unicité de la limite d’une suite 
généralisée. 

Un espace topologique X est séparé (on dit encore espace de Haus- 
dorff) si pour un couple quelconque zx, y € X il existe un voisinage 
U de x et un voisinage V de y tels que UN V = G. 


PROPRIÉTE 4. Pour que chaque suite généralisée convergente admette 
une seule limite il est nécessaire et suffisant que l’espace X soit séparé. 
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L'unicité de la limite sous l’hypothèse que l’espace X est séparé 
découle immédiatement de la définition de cette limite. 

Prouvons la condition suffisante. Supposons que l’espace X 
n'est pas séparé. Il existe alors un couple de points distincts x, 
y EX, tels que quels que soient les voisinages U et Ÿ des points 
x et y l’intersection U N] V = @. Notons A la collection des couples 
(U, V), où U est un voisinage du point zx, et V un voisinage du point 
y. Si «= (U', V') et «” = (U”, V”) sont des éléments de A, on 
admettra que &«’ << &” dans le cas où U” = U”, V' = V” simultané- 
ment. Soit « = (U, V)E À. Puisque UM V:£ @ on peut choisir 
ze EU/MN Ÿ. Alors z, > Z et partant zx, —> y. Vérifions par exemple 


la première relation. Pour tout voisinage U, du point zx il existe 
Ze € Uo. On peut admettre que &o — (Vo, Vo), où V, est un voisi- 
nage du point y. Vu que &« = (U, V) > «, signifie en particulier 
que UE U,, il vient que zx EU U,, c'est-à-dire 2 > Z. 


La notion de convergence nous permet de formuler la condition 
de continuité d’une application f d’un espace topologique X dans 
un espace topologique Y de la manière suivante. 


PROPRIÉTÉ 5. Pour que f soit continue il est nécessaire et suffisant 
que pour tout x € X et toute suite généralisée {x,} (æ« € A) telle que 
Ta > Z l’on ait f (to) —> f (x). 


Démontrons la condition suffisante. Soit D € YŸ un fermé et 
F = f"1 (®). Considérons une suite {z.} (x € A) d'éléments de l’en- 
semble F, convergeant vers x € X. Par hypothèse Î Ga) — Îf (x) 


et f(r)E UD (œE A), donc f (x) E D; par suite z E F. L'ensemble 
F est donc fermé et l’application f continue. 

Supposons que f est une application continue. Considérons un 
point quelconque zx EX et une suite {x,} (&æ € À) convergeant vers x. 
Soit U un voisinage du point y = f (x). Il existe un voisinage V 
du point x tel que f (V) U. Par ailleurs, il existe un ay € À 
tel que x, E V pour &œ > «y. Pour ces mêmes « on a f(x) EU, 
d'où il résulte que f (x,) — Îf (x) *). 


PROPRIETE 6. Si l'espace X est tel que chacun de ses points possède 
un système fondamental dénombrable de voisinages, alors dans les 
propriétés 2) à 5) on peut remplacer les suites généralisées par des 
suites ordinaires. 


En effet, supposons que #, — {V,} (7 € N) est une base de 
voisinages du point zx. Posons U, = V,f} V:f...f Va. Si la 
suite {a} — 2, alors pour chaque r EN choisissons &, € A tel 


*) Si cette condition est réalisée pour un point donné z. alors, de la démons- 
tration, il suit que l’application / est continue en ce point. 
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que Yn —= Tan € U. Alors y, — x. À l’aide de cette suite on déduit 
sans peine à partir des propriétés 2) à 5) des propriétés analogues 
pour les suites. 

. La propriété 3 de convergence des suites généralisées permet 
d'introduire une topologie à partir d'une convergence donnée a priori. 
Plus exactement, soient définies dans un ensemble X une convergen- 
ce, c'est-à-dire une classe de suites généralisées dites convergentes, 
et une limite (que nous supposerons unique pour la simplicité) 
pour chaque suite. On admettra par ailleurs que la convergence possè- 
de la propriété 1. Un ensemble F € X est fermé s’il contient la 
limite de toute suite convergente de ses éléments. Il est immédiat 
de vérifier que le système d'ensembles fermés ainsi définis satisfait 
aux conditions 1) à 3) de 2.2, de sorte que X est bien un espace topo- 
logique et en tant que tel on peut le munir d’une convergence comme 
on le fait ordinairement pour un espace topologique. On remarquera 
que la convergence a priori et la convergence topologique qu'elle 
induit sont généralement distinctes. 

2.7. La notion d'espace compact introduite au début des années 
1920 par P. Alexandrov et P. Urysohn est l’une des plus importantes 
notions de topologie générale. 

Un espace topologique X est compact (ou bicompact) si quelle 
que soit {G:} (EE =), famille d’ouverts recouvrant l'espace X, 
c'est-à-dire telle que 


U G;=X, 


gnt 
mm 
(rl 


il existe un nombre fini d'ensembles G+,, 
également l’espace X. 

On dira qu'une famille d'ensembles {A:} (8 € ©) forme un 
système centré si l'intersection d'un nombre fini quelconque d'en- 
sembles de cette famille n'est pas vide. 

Etant donné qu'affirmer que la famille d'ensembles {G:} (£ € =) 
forme un recouvrement de l’espace X équivaut à affirmer que l’inter- 
section des complémentaires #: des ensembles G+: est vide, il suit 
que l'espace X est compact si et seulement si l'intersection de chaque 
système centré d’ensembles fermés n'est pas vide. 

Soit {z.} (& € A) une suite généralisée quelconque d éléments 
d'un espace topologique X. On dira que la suite {x,} rencontre sou- 
vent une partie E€ X si pour tout & € À il existe un indice «a € À 
tel que «” > « et za € E. Un point x € X est point limite de la 
suite {z.} (&œ € À) si {x} rencontre souvent chaque voisinage du 
point x (à ne pas confondre avec les points limites de l’ensemble 
{x,: « E A}!). Une suite généralisée peut posséder un ou plusieurs 
points limites, ou pas un seul. Par exemple la suite x, = n(nE€N) 
n’admet pas de point limite dans R. Cependant si l’on range d'une 
façon arbitraire tous les nombres rationnels en suite, alors tout 


Gz,, + - -, GE?, recouvrant 
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nombre réel sera point limite de cette suite. Si une suite généralisée 
converge vers un point, celui-ci en sera un point limite (unique dans le 
cas d'un espace séparé). 


LEMME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point x 
d'un espace topologique X soit point limite d'une suite {x,} (&« € A) 
est qu'il existe une sous-suite {ygs} (B € B) convergeant vers x. 


DEMONSTRATION. Soient zx point limite de la suite {z,}, %. la 
famille de tous les voisinages du point x. Considérons l’ensemble B 
des couples (&«, U) tels que a € À, U € Bet x, E U. Si nous ordon- 
nons B de la manière suivante: (&œ, ÜU) > (æ&;, U) si et seulement 
sia >aet UC U,, alors B est filtrant supérieurement. En effet, 
si (œ, U), (&, U;,) € B, il existe U, € 8. tel que VU, UN U.. 
Comme A est filtrant supérieurement, il existe &, > &, &,. Puisque 
{x} rencontre souvent U., il existe &., > &, et de plus za, € Un. 
Alors (&s, Us) Z (@. U), (&1, Uni). 

Posons Yçœ.u) = Tar Où (&, U)E B. Alors {yw.u} ((& V)E 
€ B) est une sous-suite de la suite {x,}. En effet, pour un & € A 
quelconque prenons (&œ, U), où le voisinage U € 8. vérifie x, € U 
(par exemple ÜU — X). Par suite, si (&, U,) > (&, U), alors &, > «a 
et Yça,.u) — Za,. Montrons que la suite {y«.u)} est convergente 
vers z. Prenons U € $.. Puisque x est point limite pour {x}, 
il existe &« € A tel que x, € U.Si (a, U;) > (&, U), alors y, u,) — 
= Zu E VU, € U, ce qui prouve la convergence. 

Inversement, supposons que la sous-suite ys—>zx. Pour tout 
a € À il existe un P (&«) E B tel que pour tous les B > 6 (œ) l’on 
a YB —= Le’, avec &’ > &. Si U est un voisinage quelconque du point 
z, il existe $, € B tel que pour B >, l'on a ys E U. Prenons 
B > B (&), Bo. Il existe alors &’ > & pour lequel xs = yg € U, 
ce qui prouve que zx est point limite de la suite {z,} (& € A). 


LEMME 2. Üne condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace 
topologique X soit compact est que chaque suite généralisée de X possède 
un point limite. 


DÉMONSTRATION. Soit {x,} (& € A) une suite quelconque dans un 
espace topologique compact X. L'ensemble A étant filtrant supé- 
rieurement, la famille d’ensembles B, — {xs: «' > a} est centrée, 


et a fortiori la famille de leurs adhérences B,. Alors en vertu de la 


compacité de X, l'intersection de tous les PB, contient un point x. 
Montrons que ce point x est point limite de la suite {x, }. 

Désignons par $, la famille de tous les voisinages du point x. 
Il faut vérifier que pour tout voisinage U € . et tout a € À il 
existe «, € À tel que «, > « et za, € U. En effet, la relation x € BP, 
étant réalisée pour tout & € À, il résulte que pour :U € $, existe 
& > «à pour lequel za, € U. 


24 ESPACES METRIQUES ET TOPOLOGIQUES (CH. 1 


Prouvons maintenant la réciproque. Soit X un espace topologique 
dans lequel chaque suite généralisée possède un point limite. Pour 
prouver la compacité de X nous allons vérifier que l'intersection de 
toute famille centrée ?ÿ, de sous-ensembles fermés de X n'est pas 
Me Soit À la famille de toutes les intersections finies des éléments 

e )0° 

De toute évidence il suffit de montrer que l'intersection de tous 
les ensembles de A n'est pas vide. La famille 5ÿ, étant centrée, si 
nous ordonnons À par l'inclusion (&œ; < Ga Si Œj, Go € À, Œiy D Ge), 
alors A est filtrant supérieurement. Si pour tout & € A on prend 
un élément quelconque x, € «, on obtient la suite {z,} (æ& € A). 
Par hypothèse, cette suite admet x pour point limite. Considérons 
un ensemble quelconque & € À et montrons que zx est point d’adhé- 
rence de «& d'où il suivra que z € «& puisque « est fermé. Comme a est 
arbitraire, le point x appartiendra à l'intersection de tous les en- 
sembles de À et cette intersection ne sera donc pas vide. 

Ainsi donc, prenons un voisinage quelconque ÜU du point x. 
Il existe alors a’ E À, «> a, pour lequel za E U d'où zv € 
Ex € « et za E U f\ &, ce qui prouve que le point x est point 
d'adhérence de l’ensemble «&. 


COROLLAIRE. Si dans un espace compact X une suite {x} possède 
un point limite x unique, alors x, — x. 


DEMOXSTRATION. Si {x, } ne converge pas vers zx, il existe un voisi- 
nage Ü du point x tel que l’ensemble {x, : x, & U} est une sous- 
suite de {xr,} qui, en vertu du lemme 2, doit posséder un point limite. 
Or, ce point ne peut être x. 

Les lemmes 1 et 2 entraînent le 


THÉORÈME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace 
topologique X soit compact est que chaque suite généralisée de X renferme 
une sous-suile convergeant vers un point de X. 


Un espace séparé compact est appelé compact. 

Un ensemble ÆE d’un espace topologique X est un compact si 
traité comme un espace topologique (avec une topologie induite par 
la topologie de l’espace X) il est compact. Etant donné que les ouverts 
de £ sont de la forme G f] £, où G est un ouvert de X, on peut formu- 
ler la définition de la compacité de l’ensemble Æ comme suit: quel 
que soit le système {G:} d’ouverts (dans X) recouvrant E, c'est-à-dire 
un système tel que [JG = E, il existe un nombre fini d'ensembles 


& 
G:,, G:,, . .., Gen recouvrant également E. 


THÉOREME 4. Si X est un espace séparé, tout ensemble compact 
E € X est fermé. 
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DEMONSTRATION. Supposons que l’ensemble Æ possède un point 
d'adhérence zx,  E. Pour chaque x € E trouvons des voisinages 
ouverts disjoints V. du point x et V® du point x. Îl est clair que 
le système {V,} (x € E) recouvre l'ensemble E, et par conséquent 


il existe un nombre fini de points 2, Ze, . .., 4 € E tels que 
n 
G = U Vx, = E. 
h=1 
L’intersection 
ñn 
7 (xp) 
W=n Lex 


est de toute évidence voisinage du point x,. Cependant, V,A EC 
C Vofi G = ©, ce qui contredit le fait que x, est point d'adhérence 


de l’ensemble E. 
REMARQUE. Si X est un espace compact et E un fermé de X, alors E 


est compact. 

En effet, les fermés de E seront fermés dans X. Donc, si {F%;} 
(E € Æ) est un système centré de fermés dans £E, son intersection 
n’est pas vide et est contenue dans E. 

On dira qu’un ensemble E d’un espace topologique X est rela- 
tivement compact si son adhérence est compacte. Il est clair que tout 
ensemble d'un espace compact est relativement compact. 

Soient X un espace compact, f une application continue de X 
dans un espace topologique YŸ. On a le 


THÉORÈME 5. L'ensemble f (X) est compact dans l'espace Y. 


DEMONSTRATION. Posons À = f(X) et soit {G:}(ÈEË) un système 
d’ouverts recouvrant À. Supposons que Gi — f"1(G;). Les ensembles 
GK; (EEE) sont ouverts et de plus U G;=X. Donc, il existe des 

EE 


indices E,,E2, ...,EA tels que U Gt, = X. Or, U, G:, = À. Ce qui 
kæ! k= 
prouve le théorème. 


COROLLAIRE 1. Si E est un ensemble compact de X, alors f (E} 
est un ensemble compact de Y. 


Le théorème 4 nous donne le 


COROLLAIRE 2. Si Y est un espace séparé, alors l'image j (E) d'un 
compact E € X est fermée. 


COROLLAIRE 3. Si l’espace X est compact, Ÿ séparé et f une bijection 
continue de X sur Y, alors l'application inverse f"* est continue, c'est-à- 
dire f est un homéomorphisme. 
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En effet, tout ensemble fermé F € X est compact. L'image réci- 
proque de cet ensemble par l’application f-! est f (F), un ensemble 
fermé en vertu du corollaire 2. L'image réciproque de tout fermé 
étant un fermé, l’application f-! est continue. 

Signalons par ailleurs la propriété importante suivante des fonc- 
tions continues sur un compact, généralisant le théorème de Weier- 
strass pour les fonctions d'une variable réelle. 


THEORÈME 6. Toute fonction réelle continue f définie sur un compact 
X présente son suprémum et son infimum sur X. 


DEMONSTRATION. Nous la ferons pour le suprémum. Soit M — 
= sup {f(z):z EX}. Le nombre M est fini en vertu du théorè- 
me ». Pour tout nr € N posons 


Fr = {7EX:f(2z) > M — Ain}. 


Il est clair que les ensembles F, sont fermés et non vides. On a de 
plus, FC Fn pour n>m. Donc, {F,} est un système centré 


de fermés et ñ Fr ÆQ.Size A. F,, alors f(z}>M, d'où 
1 


n= n= 
f (x) = M, c'est-à-dire la fonction f prend sa valeur maximale au 
point x. 
Nous aurons encore besoin de deux propriétés étroitement liées 
à la notion de compacité. Soit X un espace topologique. Un ensem- 
ble £E € X est appelé séquentiellement compact si toute suite de Æ 
contient une suite convergeant vers un point de Æ (comparer avec 
le théorème 3). Un ensemble E € X est relativement séquentiellement 
compact si toute suite de Æ contient une suite partielle convergeant 
vers un point de X. On dit qu’un ensemble E € X est dénombrable- 
ment compact si toute suite de E possède un point limite EE 
(comparer avec le lemme 2). On dit qu’un ensemble E € X est 
relativement dénombrablement compact si toute suite de E£ admet 
un point limite x € X. On notera que d'une façon générale la com- 
pacité n'entraîne pas la compacité séquentielle et inversement. 
Si un ensemble est compact, il est de toute évidence dénombrable- 
ment compact. On examinera plus bas des relations entre les notions 
introduites dans divers cas particuliers. 
2.8. Soit {X,} (&œ € A) une famille d'espaces topologiques ; con- 
sidérons le produit direct X — Il X, (voir $ 1). Munissons X 
aEA 


d'une topologie en prenant pour base de voisinages d’un point jf € X 
tout ensemble de la forme || U,, où chaque ensemble U, est le 
ae A 


€ Le 
voisinage d’un point f (œ) de l’espace X, ; ceci étant, U, est distinct 
de X, au plus pour un nombre fini d’indices « € À. On laisse au 
lecteur le soin de vérifier que la collection d'ensembles introduite 
est bien une base. On démontre sans peine que la suite {f5} (B € B) 
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dans X convergera vers le point f € X si et seulement si fs (@) re Î (œ) 


dans l’espace topologique X, pour chaque &. Donc, la convergence 
de la suite {fs} d'éléments de l'espace X est une convergence en 
coordonnées, c’est-à-dire une convergence de chaque « coordonnée » 
fe (&) vers la « coordonnée » correspondante du point limite f de 
l'espace X,. 

Pour la suite, nous aurons besoin du théorème de Tikhonov 
suivant dont on pourra trouver la démonstration, par exemple, dans 
le livre de Kelley (chapitre 5, théorème 13). 


THÉOREME 7. Si X, est un espace compact pour tout &€ À, alors 
l'espace X= [| X4 est compact. 

aEA 

Les sujets exposés dans ce paragraphe sont traités de manière 
plus approfondie dans Bourbaki [VT et Kelley. 

Remarque terminologique. Puisque nous aurons à considérer 
simultanément plusieurs topologies sur un même espace X, nous 
conviendrons des abréviations suivantes afin d'éviter toute confu- 
sion. Si t est une topologie dans l’espace X, les termes t-adhérence, 
ensemble t-compact, etc., désigneront respectivement adhérence pour 
la topologie T, ensemble compact pour la topologie t, etc. 


$ 3. Espaces métriques 


3.1. Les espaces métriques constituent une importante classe 
d'espaces topologiques. Un ensemble X est un espace métrique si 
à tout couple d'éléments x, y € X est associé un nombre réel p (x, y), 
distance de x à y, vérifiant les conditions: 

l)p(x, y) Z 0; p (x, y) —0 si et seulement si z — y; 

2) p (x, y) =p (y, x); 

3) p (x, y) L'p (x, z) + p (z, y) pour tout z E X (inégalité trian- 
gulaire). 

La fonction p: X X X — R s'appelle métrique. Comme exemples 
simples d'espaces métriques citons l’espace euclidien à nr dimensions 
R”" *), un segment de droite, le cercle sous réserve que pour distance 
l’on prenne la longueur du plus petit arc reliant deux points. 

Soit X un espace métrique de métrique p. On appelle boule ouverte 
de rayon eg > 0 et de centre le point x € X, l’ensemble 


Ke (to) = {7 EX: p (x, ro) < E}. 


On appelle boule fermée (dans la suite on dira simplement boule) 
de rayon € >> 0 et de centre x, E X, l’ensemble 


B, (to) = & EX: p (x, &o) < e}. 


*) Par R? on désignera l’espace réel à r dimensions et par C? l’espace com- 
plexe. 
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THEOREME 1. La collection d'ensembles K;y, (4) (:EN, xE X) 
vérifie les conditions 1) à 3) du n° 2.3, c'est-à-dire forme une base dans 
l’ensemble X. 

DEMONSTRATION. La condition 1) est immédiate, puisque p (x, x) — 
— 0. Si r,mENet p — max (n, m), alors K,,, (4) € Kin (2) f 
N Kim (x). Donc, la condition 2) est réalisée. Si V, — Kiyn (x), 
on pose V, — Ki j@n) (x), d’où V; V,. En outre, si yE V. et 
V, = Ken) (Y), alors V,€ V,, puisque en vertu de l'inégalité 
triangulaire pour tout z € V, on a p (x, z) < p (x, y) + p (y, 2) < 
<< 1/(2n) + 1/(2n) = 1/n. La condition 3) est donc réalisée. 

La construction du théorème 2.1 transforme canoniquement 
l’espace métrique X en espace topologique muni d’une base de boules 
ouvertes. Le théorème 1 montre également que chaque point de X 
admet une base dénombrable. Donc, pour décrire une topologie 
dans X, il suffit de se limiter aux suites convergentes (cf. 2.6, pro- 
priété 6). A noter que dans l’espace topologique obtenu, x, — zx 
si et seulement si p (xz,, x) —+ 

Un espace topologique dont la topologie est engendrée par une 
métrique est dit métrisable (tout espace topologique n’est pas forcé- 
ment métrisable ; nous verrons plus loin des exemples de tel espace). 
À signaler qu’une même topologie peut être engendrée par différen- 
tes métriques. 


THÉORÈME 2. 1) p (x, y) est une fonction continue en ses arguments, 
c'est-à-dire Si Zn —+ Lo, Yn —> Yo, AÏOrS P (Zn, Yn) — P (To, Yo): 
2) Un espace métrique est séparé (donc, toute suite convergente 
ne possède qu'une limite). 
DEMONSTRATION. 1) L’inégalité triangulaire entraîne la relation 
pa; y)—p(x y) <eG%, y) +p (x, x). 


En permutant x, y et x’, y’, on obtient une inégalité de signe 
contraire, d'où 
lp, y)—p( y 1<p (x, x) + p (y, y’). (1) 
Ceci nous donne 


FE (ns Yn) — P (Go Yo) | < P (En, To) + P (Yn» Yo) + 0. 

2) Si z to, alors e —p (x, zo)/2 >> 0, et de l'inégalité du 
triangle il résulte que les boules ouvertes K, (x) et Æ, (x) sont 
disjointes. 

Plus bas, on aura besoin de la notion de distance d’un point 
à un ensemble £ € X. Comme dans le cas d’un espace euclidien 
on entendra par distance la quantité 


P (to, E) — inf p (to, à). 
x€eE 


On voit sans peine que p (x, E) —0 équivaut à 4 € E. 
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Soit X, une partie d'un espace métrique X. La distance étant 
définie pour chaque couple d'éléments de l'ensemble X elle l’est par 
conséquent dans X,. Il est clair que sont réalisés les axiomes 1) à 3) 
de l’espace métrique, si bien que X, est naturellement un espace 
métrique. On dit que la métrique de X, est induite par la métrique 
de l’espace X ou que l'espace X, est un sous-espace de l’espace métri- 
que X. 

Supposons qu'entre les éléments de deux espaces métriques X et Ÿ 
on puisse établir une correspondance biunivoque telle que les distan- 
ces entre les couples correspondants d'éléments des espaces X et Ÿ 
soient égales. De tels espaces sont dits isométriques. 11 est clair que 
toutes les relations métriques valables dans un des espaces isométri- 
ques le sont également dans l’autre, donc de tels espaces ne se distin- 
gueront que par la nature de leurs éléments et non par les propriétés 
essentielles de ces espaces, c'est-à-dire celles liées à la distance. Cette 
circonstance nous permet d'identifier les espaces isométriques. 

3.2. Voici quelques exemples plus complexes d'espaces métri- 
ques. Dans cet ouvrage, on étudie essentiellement des espaces dont 
les éléments sont des fonctions. Ici et dans la suite lorsqu'on intro- 
duira un espace X dont les éléments sont des fonctions numériques, 
sauf mention du contraire on entendra simultanément deux espaces: 
l'espace réel X de toutes les fonctions réelles vérifiant les conditions 
données et l’espace complexe X de toutes les fonctions complexes 
vérifiant les mêmes conditions. En principe, on ne fera aucune dis- 
tinction dans la notation de ces espaces. Si une proposition ne men- 
tionne pas l'espace envisagé c'est que cette proposition est valable 
dans les deux cas. 

1) Soit À un compact. L'espace C (X) est l’ensemble de toutes 
les fonctions continues sur X, dans lequel la distance entre les fonc- 
tions z et y est définie comme suit: 


px, y) = sup |z(é) — y (6) |. 
tEK 


On omettra la vérification des conditions 1) à 3) car elle ne 
présente aucune difficulté. Etant donné qu'une fonction continue 
sur un Compact atteint son maximum (cf. théorème 2.6), on peut 
écrire aussi 

px, y) = max |z(t) — y) |. 
tEK 

La convergence de la suite {x,} d'éléments de l'espace C (X) 
vers le point x, équivaut à la convergence uniforme de la suite de 
fonctions zx, (t) vers la fonction zx, (t). En effet, si pour tout € >> 0 
on peut prendre V tel que p (x, xs) << e pour r > N, c’est que pour 
les mêmes nr 


SUP | Zn (£) — To (#) | < E£; 
tEK 
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de sorte que pour tous lestEKona 
[Zn )— ro (I<e (RZ>N), 


d’où suit la convergence uniforme. 

La réciproque est évidente : la convergence uniforme d'une suite 
de fonctions continues vers une fonction continue entraîne la con- 
vergence des éléments correspondants de l’espace C (K). Si X — 
— |a, b], on écrit C[a, bl]. 

2) L'espace s est l’ensemble de toutes les suites numériques dans 
lequel la distance de la suite x — (E1, Ë+, . . ., En, . . .) à y — 
= (My, Mes + +, Mn, - - .) est définie par la formule 


S 1 JE 
p(z,y)= À TE 


La vérification des axiomes 1) et 2) de l’espace métrique ne pré- 
sente aucune difficulté. La condition 3) découle de ce que la fonc- 


tion œ (À) — en est croissante pour À > 0, et par conséquent 
on a l'inégalité 


la+6l læ|+1 6] la] [B] 9 

Tla+Bl SThlaltiB STial THE: (2) 

Si la suite {tn} (tn = (8, 82, ..., Ex, ...), = 1,2, ...) con- 
verge vers l'élément x, — (Es, E®, ..., ES, ...) cela signifie que 
limEf'—=Ef (k—1,2,...), (3) 


c'est-à-dire la convergence d’une suite de points dans s est une con- 
vergence en coordonnées (chaque coordonnée du point zx, converge 
vers la coordonnée correspondante du point limite x). 

En effet, l'inégalité 


4 EE 
28 141880) 
pour z, zx, entraîne Es — EN (k = 1, 2, 
Au contraire, si la condition (3) est réalisée, le passage à la limite 
terme à terme est licite, puisque la série 
© 1 | EG) — E00 


SE AE CE] 


<P(Tns To) (k=1,2,...) (4) 


— p (Zn ? Lo) 


est uniformément convergente en n# (elle est majorée par la série 


œ 


© 1/2*), et comme chaque terme de la série tend vers 0 il vient 
msi 


p (Zn; To) ma 0. 
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D'où il suit que l’espace s est un produit topologique d'une famille 
dénombrable de droites. 

Citons encore l’espace C( [a, b] (pour éviter de le confondre avec 
l’espace des nombres complexes C” on mettra l'indice entre parenthe- 
ses) dont les éléments sont des fonctions définies sur l'intervalle 
[a, b] et possédant sur cet intervalle des dérivées continues jusqu'à 
l'ordre / compris. On peut définir la distance entre x, y € C® [a. b] 
comme suit : 


p(z,y)= D max |24 (4) — y (6) 
h=-0Ù <b 


(ao (8) —z (8), yO (EE) = y ()). 


La convergence dans C( [a, b]l signifie la convergence uniforme 
aussi bien de la suite des fonctions que de celle de leurs dérivées 
k-ièmes (1 LA < Î). 

On peut envisager aussi l’espace C( (D) composé de fonctions. 
continues avec toutes leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre 
compris, dans un domaine D d'un espace multidimensionnel (cf. IV, 
4.4). 

ignelons que, si l’on munit C (X) de la relation d'ordre: x > y 
si et seulement si x (4) > y (t) pour tout # € K, et dans s on con- 


vient que x — (Es)r=1 > y = (nn)n-1 si et seulement si E, > 
pour tout ÆÀE N, alors C (X) et s seront des ensembles ordonnés 
(mais pas totalement ordonnés). 


$ 4. Complétude et séparabilité. 
Ensembles de première et deuxième catégories *) 


Les axiomes de l’espace métrique entrainent une série d'autres 
propriétés de la distance et de la limite, analogues aux propriétés 
classiques des nombres réels; par exemple, si x) — x,, x, — xo, 

R 00 

on a la suite zAn) — zo. Cependant, certaines propositions importan- 
tes sur la limite, valables pour un ensemble de nombres réels, ne 
peuvent être déduites à partir des axiomes de l’espace métrique et 
généralement ne sont pas vérifiées dans un espace métrique quel- 
conque. Il semble donc naturel de distinguer parmi les espaces 
métriques des classes d'espaces dans lesquelles la métrique satisfait 
à des conditions supplémentaires généralisant les autres propriétés 
fondamentales de la distance et de la convergence dans l'espace des 
réels. 

4.1. La plus importante de ces propriétés est la complétude. 
S'agissant des nombres réels, le principe de complétude peut être 


B) Les ensembles de première et deuxième catégories ont été introduits par 
R. Baire. 
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énoncé sous diverses formes (principe de Dedekind, l’existence d’une 
borne d’un ensemble borné, etc.), mais l’une d'elles seulement — 
le critère de convergence de Cauchy — ne fait pas intervenir dans 
l'énoncé des notions autres que les notions métriques. Nous adopterons 
le critère général de Cauchy pour définition de la complétude d’un 
espace métrique quelconque. Plus exactement, soit la définition 
suivante. 

On dit qu'une suite {x,} de points d'un espace métrique X est 
suite de Cauchy *) si p (tm: Zn) > 0 (m, n —+ co), c'est-à-dire pour 
tout € >> 0 il existe V, pour lequel p (zh, z,) << e pour m, n > N+. 

On dit qu’un espace métrique X est complet si chaque suite de 
Cauchy {r,} est convergente, c’est-à-dire il existe un point x, € X 
tel que x, — xo. 

Il est évident que dans tout espace métrique chaque suite con- 
vergente est suite de Cauchy. 

Donc, dans un espace complet on a le 


CRITERE DE CONVERGENCE DE CAUCHY : une condition nécessaire 


et suffisante pour qu'une suite {x,} soit convergente est qu'elle soit 
de Cauchy. 


La propriété de complétude reste en vigueur lorsqu'on passe 
de l'espace X à l’un de ses sous-espaces fermés X,. En effet, si {z,} 
est une suite de Cauchy de X,, en vertu de la complétude de l'espace 
Xilexistez,s — lim zx, € X. L'espace X, étant fermé, on a xo € Xo, 

n 0 
c'est-à-dire la suite {x,} est convergente dans X4. 

Il est aisé de voir que, si l’espace X, n’est pas fermé, notre asser- 
tion n'est plus valable. Il suffit par exemple de prendre pour X 
l’espace des réels et pour X, l’espace des nombres rationnels de X. 

Le lemme suivant facilite souvent la vérification de la complé- 
tude d’un espace métrique. 


LEMME 1. Si une suite de Cauchy {x,} contient une suite partielle 
{z, L} convergeant en x, alors x, x. 


DEMOXSTRATION. {r,} étant une suite de Cauchy, pour tout & > 0 
il existe NV tel que p (z,, Zm) < e pour n, m > N. Pour nr, > N, 
on a 


P (Zn, Tny) LE. (1) 
Vu que z,, — x, le passage à la limite dans (1) donne p (x,, x) < 
< &, ce qui prouve que Zn —> Z. 


4.2. On se propose de vérifier que tous les espaces métriques 
mentionnés dans le $ 3 sont complets. 


*) Ou suite convergeant en soi ou encore suile fondamentale. 
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1) L'ESPACE C (K). Soit {x,} une suite de Cauchy d'éléments 
de C (Æ). Si e >> 0, alors pour met n (m, nr > N°.) assez grands on a 


P (Cm: Zn) — Max | Tm (£) — Tn (£) | < 
1EK 
Donc 
| Tm (£) — Tn (£) | < €, Ve € X. (2) 


Si l’on fixe { € X, on constate que la suite numérique {x, (t)} est 

une suite de Cauchy et par conséquent existe lim zx, (t), que nous 
n—+00 

noterons x, (té). [Il reste encore à prouver que x, appartient à C (K) 

et que x, converge vers z, pour la métrique de cet espace. Dans (2), 

le passage à la limite pour m—- c donne 


[Zo () — zn ()1<Ee, 


d'où il résulte que la suite de fonctions {x, (t)} converge uniformé- 
ment vers une fonction x, (f), ce qui entraîne la continuité de la 
fonction x, (£) et la convergence de la suite {x,} vers x, dans l’es- 
pace C (K). 
On vérifie de façon analogue la complétude de l’espace co, 
2) L'ESPACE s. La complétude de l’espace s s'établit de façon 


très simple. Si za—(#",E,. k :..-) est une suite de 
Cauchy, en utilisant une inégalité de type (4) $3, on s'assure 
sans peine que chacune des suites numériques Ëj,8;?,...,85, ..., 


est également de Cauchy, et de ce fait il existe la limite Eh — 

= lim Ej" (k=1,2,...). En supposant que zx, —(8i", 5°, ... 
0 

..., ER, ...), On Constate que z, 2, dans s (puisque la conver- 

gence dans s est une convergence en coordonnées). 

4.3. De même que l’ensemble des nombres rationnels est inclus 
dans celui des réels, de même un espace métrique quelconque peut 
être inclus dans un espace métrique complet. 

On appelle complétion d'un espace X le plus petit espace métrique 
complet contenant l’espace X. (Le terme « plus petit » est compris 
au sens que la complétion est contenue dans tout autre espace com- 


plet renfermant X. On rappelle que les espaces isométriques sont 
identifiés (voir 3.1).) 


THÉOREME Â. Tout espace métrique admet une complétion. 


DEMOXSTRATION *). Soit X un espace métrique. On dira que deux 
suites de Cauchy {x,} et {r.} sont équivalentes si p (x,, zh) —+ 0. 
Il est clair que, si l’une des suites équivalentes est convergente, 


*) Cf. Hausdorff. En fait la démonstration est calquée sur le processus 
de Cantor-Méray d'introduction des réels. 
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l’autre l’est également vers le même point. En effet, si par exemple 
Zn —+ Z, alors 


P (£n 2) <P (tn, Zn) + P (£n, t) —+ 0, 


donc Th — ZT. 

Partitionnons l'ensemble de toutes les suites de Cauchy en 
classes de suites équivalentes. Soit £ l’ensemble de toutes ces classes. 
Il est évident que deux suites équivalentes à une troisième sont 
équivalentes, donc une suite ne peut appartenir à deux classes 
différentes. 

Soient E et n des classes de Æ. Choisissons de façon arbitraire 
une suite {x,} dans la classe & et une suite {y,} dans la classe n. 
L'inégalité (1) $ 3 donne 

| P (mr Ym) — P (ns Yn) | LP (Em En) + P (Ymr Un). 


Les suites {r,} et {y,} étant de Cauchy, le second membre tend 
vers 0, et la série numérique {p (x,, y,)} est convergente. Posons 


p (E, n) — lim P (Zn: Un). 


p (£, n) est définie de façon unique par les classes E et n. En effet, 
si une suite {r,} est équivalente à {x,} et {y} à {y,}, en passant 
à la limite dans l'inégalité 
LP tn; Yn) — p (&n, Yn) | << P (En, Zn) + P (Yns Yn): 
on obtient 
lim p(zh:, Yn) — lim p(rn Yn)- 
n — 00 Ti — CO 
Vérifions maintenant que p (£, n) satisfait aux axiomes 1) à 3) 
de l’espace métrique. 
Pour vérifier la condition 1) il faut prouver que p (£, n) = 0 
entraîne Ë — n. En conservant les notations précédentes, on voit que 
lim p (Zn: Un) — 0, 
ñn--00 
c'est-à-dire les suites {r,} et {y,} sont équivalentes, et les classes 
E et n sont alors confondues. 
La condition 2) est évidente. 
La condition 3) s'obtient par passage à la limite à partir de 
l'inégalité 
P (Zns Yn) < P (Æns Zn) + P (Un: Zn): 
{x,}, {ÿn}. {z} sont des suites appartenant respectivement aux 


classes E, n, £. 
Donc, l'ensemble Æ des classes de suites équivalentes est un 


espace métrique. 
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Montrons que l’espace initial X peut être considéré comme un 
sous-espace de à. 

Prenons un point x € X et désignons par Ex € E la classe des 
suites contenant la suite (x, x, ..., x, .), c'est-à-dire la classe 
des suites convergeant en z. De toute évidence, Ex — £ équivaut 
à x = y. D'autre part, p (E.. E,) — p (x, y). ce qui est le plus 
facile à établir si l’on considère les suites (x, x, ..., x, . ..) 
et (y, y, - . ., y. .) comme représentants des classes E, et E.. 

De ce qui précède il est clair qu'en identifiant l'élément rx € X 
à la classe Ë, € Æ, nous plongeons X isométriquement dans l’espace 
métrique &. 

Dorénavant, on peut considérer X comme un sous-espace de 
l'espace € et se servir de l’ancienne notation x pour les éléments 
de £.. Signalons encore le fait suivant. Soit {x,} une suite détermi- 
nante de la classe E. On a alors £., = x, — ë (dans €). En effet, 
D(zn. Im) Le pour n,mZN, mais alors pi(x,, E) — 
= im p(z,, Zm) Le pour nr > N,, d'où il est clair que x, — Ë 


m — 00 
(dans E). D'après ce qui vient d'être démontré, pour tout EE R 
on peut trouver zx € X tel que p (x, Ë) << € (pour x on peut prendre 
un x, quelconque, avec n > iV,). 
Prouvons maintenant que l’espace E est complet. Soit Ett), EU), ... 
., Et), ... une suite fondamentale de classes. Soit une suite 
e, — 0. D'après ce qu'on a démontré plus haut, pour chaque nr 
existe 2€ X, tel que p (rt), EU) L'e,. De l'inégalité 


p (at, 2m) p (at, EU) Ep (EU, EM) + 
+ p (EM, 0) en + Em + p (EM, EP) 


il est clair que la suite {2} est de Cauchy. Elle définit donc une 
classe E, de telle sorte que p (2t"), £) 0. Mais 


p (6, E)<p (89, 29) + p (20, 8) en + p (2°, 8), 


d'où Et ŸE£ dans €, ce qui prouve que l’espace est complet. 

Si H est un autre espace complet renfermant X, alors en identi- 
fiant les éléments de H qui sont limites de suites fondamentales de 
points de X avec les classes de suites équivalentes, il vient, en vertu 
de la complétude de H, que E € H. 

Nous avons donc construit la complétion de l’ensemble X. 

4.4. Nous allons étudier les propriétés de la densité et de la 
séparabilité, introduites au 2.4 pour des espaces topologiques quel- 
conques. 

Soit X un espace métrique. Il est évident qu’un ensemble £ & X 
est dense dans une partie X, € X si pour tout zx € X, et tout e >> 0 
il existe un point z € E satisfaisant p (x, z) << e, ou ce qui revient 
au même, pour tout x € X, existe une suite {z,) & E telle que 
In ZT. 
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On voit sans peine que tout espace X est un ensemble dense 
dans sa complétion. 


En effet si z,, Ze, . . ., Zn, . . . est une suite de la class EE €, 
alors comme on l’a montré en prouvant le théorème 1, lim x, = E, 
ñn—+0 


d'où suit notre assertion. 
On rappelle qu’un espace métrique X est séparable, s'il contient 
une partie dense dénombrable. 


Si un espace métrique X, est sous-espace d'un espace métrique 
séparable X, il est lui-même séparable. 


Soient X, une partie de l’espace X et D = {xr,} un ensemble 
dénombrable dense dans X. Considérons une suite numérique €, — 0 
(e, >> 0) et pour chaque # = 1, 2, . .. cherchons dans X, un élé- 
ment Zyn tel que 


P (zh, Zhn) < p (Tr X0) + En- 


Soient x E X, et e > 0; il existe un élément zx, € D tel que 
p (x, x) <e. Si l’on prend x assez grand pour que €, << €, on 
obtient 


P (z, Zhn) < p (x, Th) + P (Th Zhn) < & + p (za, Xo) + En < 
< € + P (th; x) + En L dE, 


d’où il suit que l’ensemble D, — {z,,} est dense dans X,. 

4.5. Les espaces R', C la, b], C(), s sont séparables *). Pour R" 
cette affirmation est évidente. Pour ensemble dense dénombrable 
on peut prendre par exemple l’ensemble des points à coordonnées 
rationnelles. 

Pour ensemble dénombrable dense dans C [a, b] on peut prendre 
l'ensemble de tous les polynômes algébriques à coefficients ration- 
nels. En effet, le théorème classique de Weierstrass (cf. IV, 4.1) 
dit que toute fonction continue peut être uniformément (c’est-à-dire 
dans la distance de Cfa, b]l) approximée par un polynôme avec 
n'importe quelle précision donnée à l'avance. Par ailleurs, il est 
clair que par une variation aussi petite que l’on veut du polynôme 
on peut en rendre rationnels tous les coefficients. Donc, pour toute 
fonction continue zx (t), il existe un polynôme à coefficients ration- 
nels, aussi proche que l’on veut de x (t) pour la métrique de C [a, bl. 

Dans l'espace C [a, bl, pour ensemble dénombrable dense, on 
peut prendre également l’ensemble de toutes les fonctions linéaires 
par morceaux dont les graphes sont des lignes polygonales ayant 
leurs sommets en des points rationnels. 


*) Nous donnons la démonstration seulement dans le cas d'espaces réels: 
le cas complexe se ramène facilement au cas réel. 
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On laisse au soin du lecteur la démonstration de la séparabilité 
de l’espace C( [a, b]. 

Un ensemble dénombrable dense dans l'espace s est l’ensemble 
r, de toutes les suites de nombres rationnels à nombre fini de termes 
non nuls. En effet, si dans la suite (E,, E2, . .., En-1, En» - - .) 
déterminant l'élément x de s, on remplace par des zéros tous les 
termes de rang >n+ 1, on obtient la suite (E,, . . ., Ën-1, En: 0, .. .) = 
— [x],, qui en tant qu'élément de l’espace s présente un écart <<1/2° 
par rapport à la précédente. 

La convergence dans s étant une convergence en coordonnées, 
on peut de toute évidence approcher aussi près que l’on veut la suite 
obtenue (en tant qu’élément de s) par une suite d’éléments de ro. 

4.6. Tout espace métrique n'est pas séparable. Pour construire 
un exemple d'espace non séparable nous allons considérer un ensemble 
infini Z et l'ensemble 1® (7) de toutes les fonctions réelles bornées 
définies sur T. Si pour zx, y El® (T) on pose 


p (x, y) = SUP |z (@) — y) |, 


alors on fait de 1 (7) un espace métrique complet dans lequel la 
convergence est la convergence uniforme de la suite correspondante 
de fonctions. 

Ces assertions se vérifient comme pour l’espace C (X). Prouvons 
que l’espace 1® (T7) n'est pas séparable. 

Soit l’ensemble M, € 1® (T) de toutes les fonctions caractéristi- 
ques, c’est-à-dire des fonctions prenant seulement la valeur zéro 
et un. Cet ensemble n'est pas dénombrable *). Soit D un ensemble 
dense dans 1® (7). A chaque x € M, associons z € D tel que 


p (x, z) << 1/2. 


A deux éléments zx et x’ distincts de 7, sont associés deux éléments 
z et z’ distincts de D. En effet, si 


px, z}<1/2 et o(x, z) < 1/2, 
on aurait 

p (x, z') & P (x, z) + P (z', 2) < 1, 
alors qu’on doit avoir 

p (x, z') = 1. 
Donc, l’ensemble non dénombrable M, est mis en correspondance 

biunivoque avec une partie de l’ensemble D. Par suite, D n'est 
pas dénombrable. 


4.7. Il est aisé de voir qu'une partie Æ d’un espace métrique X 
n’est nulle part dense si elle n’est dense dans aucune boule, c’est-à-dire 


*) Natanson [II], chapitre 1, $ 4, théorème 8. 
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si pour une boule X, (x) quelconque il existe une boule X,, (x) € 
€ K, (x) qui ne contient aucun point de Æ (cf. 2.4). 

Un exemple d'ensemble nulle part dense dans un espace eucli- 
dien à deux dimensions (un plan) est l’ensemble des points d’une 
droite. L'ensemble des points dont les deux coordonnées sont ration- 
nelles est un ensemble de première catégorie: c’est la somme d’un 
ensemble dénombrable d’ensembles ponctuels. Cet ensemble est 
dense dans R° bien qu'il soit de première catégorie. 

La réponse au problème de l’existence d’ensembles de deuxième 
catégorie est fournie par le théorème suivant. 


THÉOREME 2. Un espace métrique complet X est un ensemble de 
deuxième catégorie (dans soi). 


DÉMOXSTRATION. Supposons le contraire, c’est-à-dire que X est 
00 

un ensemble de première catégorie, de sorte que X = {|J Æ;, 
h==1 


où £, ne sont nulle part denses. Æ, n'étant nulle part dense, il existe 
une boule X,, (x) ne contenant pas de points de l'ensemble E:. 
L'ensemble E, n’étant nulle part dense, la boule X4,,2 (x,) contient 
une boule X,, (r.) ne renfermant pas de points de £E.. Ceci étant, 
on peut considérer que £: < e3/2. 

En poursuivant ce raisonnement, on obtient une suite de boules 
{Ke (Zr)} telles que 


Ke. (Zn) CC Ke (Zn-1): Ke. (Zn) N E, == @, 


En-1 
2 


(n—2,3,...). 


En < 


La boule Ke /2 (x) contenant toutes les boules suivantes, on aura 
p (&ntpr n) € En/2. (3) 


Comme de toute évidence e, —>0, la suite {r,} est de Cauchy et 
par suite, la complétude de l’espace X entraîne l'existence de 
lim x, = zx. 

nr00 


En passant à la limite dans (3) (pour p —), on obtient 
p (x, Tn) < En/2 < En) 
de sorte que x € Ke, (A) et par suite x 6 E, pour aucun n — 1, 2, ... 
Par ailleurs,z EX — |) E,, donczest contenu au moins dans un Æ,. 
k=1 
REMARQUE. En modifiant un peu la démonstration, on obtient 


un résultat plus puissant, savoir que dans un espace complet, tout 
ouvert non vide est de deuxième catégorie. 
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CoROLLAIRE. Dans un espace complet, le complémentaire d'un ensem- 
ble de première catégorie est toujours un ensemble de deuxième catégorie. 


Les ensembles de cette nature sont appelés résidus. Signalons le 
fait suivant: l'intersection d’un ensemble dénombrable de résidus 
est un résidu. En effet, si À, sont des résidus, alors 4, = X XX E,, 


où E, sont des ensembles de première catégorie. Vu que f A4;— 
k= 1! 


© O0 
—XS U EÆ, et que de toute évidence U E, est de première ca- 
k=1 Rk= 
tégorie, alors il s'ensuit que n, A, est un résidu. 
k== 

Il est clair également qu'un ouvert dense dans un espace métri- 
que complet est un résidu, puisque de toute évidence son complé- 
mentaire n'est nulle part dense. 

On laisse au lecteur le soin de s'assurer à titre d'exercice que 
l'ensemble des nombres réels dont la décomposition en fraction 
k-adique ne contient, à partir d'un certain rang, plus un chiffre 
choisi, est un ensemble de première catégorie dans l’espace des réels, 
et d'en déduire qu'il existe des nombres dont la décomposition 
en fraction k-adique (pour tous les #) contient chaque chiffre signi- 
ficatif une infinité de fois (l’ensemble de tels nombres est un résidu). 


$ 5. Compacité dans les espaces métriques 


5.1. Dans 2.7, nous avons introduit les notions de compacité 
et de compacité séquentielle ct nous avons signalé que ces notions 
n'étaient pas en général identiques. Cependant, il apparaît important 
de distinguer les classes d’ensembles où ces notions sont confondues. 
Nous allons montrer que tel est le cas dans la classe des espaces 
métriques. Du reste, la condition de métrisabilité n’est pas néces- 
saire (voir chapitre VIII). 


LEMME 1. Un point x d'un espace métrique X est limite d'une 
suite {r,} si et seulement si existe une suite partielle {x,, } convergeant 
vers z. 


DÉMONSTRATION. Soit x limite de la suite {x,}. Notons U, la 
boule X,,, (x). Considérons un point quelconque x,, € U,. Suppo- 
sons qu'on ait construit Zn,, Zn,, - -., Zn, OÙ ML LL... CN 
et Zn, EU; (i=1,2,..., k). Le point x étant point limite, il 
existe m>n, pour lequel x, € U,:,. Posons n::, = m. Alors 
la suite partielle construite z,, —x. La réciproque découle du 
lemme 2.1. 

La condition de compacité d'un espace est une condition assez 
forte qui distingue une classe relativement étroite d'espaces, notam- 
ment plus étroite que celle des espaces complets et séparables. On a le 
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THÉORÈME 1. Un espace métrique compact est complet. 


DÉMONSTRATION. Soit {x,} une suite de Cauchy dans un espace 
métrique compact X. En vertu du lemme 2.2, la suite {2} possède 
un point limite x. D’après le lemme 1, il existe une suite partielle 


Zn, >Z. Donc, en vertu du lemme 41, il vient que z, —x. 


Introduisons la définition importante suivante. 

Soient € >> 0 un nombre positif donné, M un ensemble de l’espace 
métrique X. On dit que l'ensemble M est un e-réseau pour un ensem- 
ble £ € X si pour chaque point x € E, il existe dans M un point z 
tel que p (x, z) << e. 


THÉORÊME 2. Soit X un espace métrique. Les assertions suivantes 
sont équivalentes: 

1) X est compact; 

2) X est séquentiellement compact; 

3) X est dénombrablement compact: 

4) X est complet et pour tout e >> 0 il existe dans X un e-réseau 
fini (pour X). 


DÉMONSTRAT i0N. 2) = 3) est vraie dans tout espace topologique ; 
3) = 2) en vertu du lemme 1; 1) = 3) dans tout espace topolo- 
gique (voir lemme 2 du $ 2). Prouvons maintenant que 2) = 4) = 
= 2) = 1). 

2) = 4). On démontre la complétude de X comme le théo- 
rème 1. Supposons que la condition 4) n’est pas réalisée, c'est-à-dire 
supposons que pour un € >> 0 il n'existe pas de e-réseau fini. Prenons 
un point quelconque x, € X. L'ensemble constitué du seul point 
z, ne forme pas d’e-réseau pour X, donc il existe x, € X tel que 
p (ze, 2) > €. L'ensemble {z,, z,} ne peut pas non plus être e-réseau 
pour X. Par suite, il existe x; € X, et de plus p (x:, z3) > € (i = 
— 1, 2). En poursuivant ce raisonnement on arrive à une suite 
{x,} de points de X, telle que p (tn, mn) > e (mn, m, n — 
= 1, 2, .). Il'est évident que de cette suite l’on ne peut extraire 
aucune suite partielle convergente, ce qui contredit la compacité 
séquentielle de X. 

&) = 2). Supposons que la condition 4) est réalisée. Prenons 
une suite quelconque {x,} d'éléments de X et montrons qu'on peut 
en extraire une suite partielle convergente. À cet effet donnons- 
nous une suite numérique En —>0 (en >> 0) et considérons le €,-ré- 
seau qui existe par hypothèse. Si l’on construit des boules de rayons 
e, centrées aux points du €,-réseau, chaque point de X sera contenu 
au moins dans l’une de ces boules. Comme les boules sont en nombre 
fini, l’une d'elle contiendra une infinité d'éléments de la suite 
{x,}. Désignons cette dernière par X:, (2). Prenons ensuite un 
e.-réseau et considérons les boules de rayon &, centrées en ses points. 
Comme précédemment l’une de ces boules contiendra une infinité 
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d'éléments de la suite {z,}, appartenant à K%, (z). Supposons que 
c'est la boule X:, (z:). En poursuivant cette procédure on obtient 
une suite de boules Ke, (2), Ke, (22), .- . -, Ke, (2n), - . - telles que 
l'intersection d'un nombre fini d'entre elles renfermera une infinité 
de points de cette suite. On peut donc choisir 


Zn, CKe,(Z1), Zn, CE Ke, (2) Ke, (z1) (> ri) 
et d’une façon générale 


k 
Zng EN Ke,(zi) (m>Rmi>... >). 


Les éléments z,, et z,, appartenant à la boule Xe, (2) (k<1), 
il vient 
P (Zn, Tn) < P (Znz zh) + P (Zn: 2h) € 2er. 


Donc la suite {tn, } est de Cauchy et, par suite de la complétude de 


l’espace X, converge vers un élément x, € X. Ceci démontre la com- 
pacité séquentielle de X. 
Nous avons prouvé que 2) <> 4). Déduisons maintenant 1) à par- 
tir de 2) et 4), ce qui achèvera la démonstration du théorème 2. 
Signalons tout d’abord qu'un espace possédant la propriété 4) est 
séparable. En effet, si e, —0 et M, (k € N) est un e,-réseau fini, 


alors M = |] M, sera visiblement un ensemble dénombrable dense 
k= 
dans l’espace donné *). 


LEMME 2. Soient X un espace séparable métrique quelconque, 
{G;} (EE E) un système) d'ouverts recouvrant l'espace X. On peut 
alors extraire du système {G:} un recouvrement dénombrable de l’espa- 
ce X 


DEMONSTRATION. Appelons D un ensemble dénombrable dense 
dans X et considérons toutes les boules de rayons rationnels centrées 
en les points de D. L'ensemble de ces boules est visiblement dénom- 
brable. Numérotons les boules indiquées : S,, S:,..., Sh,... Pour 
chaque zEXet EE E il existe de toute évidence une boule S,,, :) 


telle que 
TESntx.p € G- (1) 


*) Eu égard à ces raisonnements, nous voudrions attirer l’attention sur la 
différence existant entre les notions d’espace compact et d'espace séparable. 
Dans un espace séparable on a vu qu’il existait un ensemble dénombrable avec 
les éléments duquel il était possible d'approcher aussi près que l’on veut tout 
élément de cet espace. Dans un espace compact on a également cette possibilité 
en construisant un ensemble M, réunion d'e,-réseaux. Cependant ici, avec un 
e-réseau, c’est-à-dire un nombre fini d'éléments, on peut simultanément appro- 
cher chaque élément de l’espace, ce qui en général n'est pas possible dans un 
espace séparable. 
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Lorsque z parcourt X, et E, €, les indices 7 (x, Ë) parcourent un 
ensemble dénombrable n,, n:, . . ., nn, . . ., et de plus les boules 
San, Sn, + + +» Snyr + - + recouvrent l'espace X. Pour chaque k — 
— 4, 2,... choisissons E, € € tel que n (x,, Ex) = nr, pour un 
zx EX. En vertu de (1) 


U Ge, = U Sn (ps En) = Ü Sn, = X: 
k=—=1 k=1 Rk=1 

Achevons la démonstration du théorème 2. Supposons encore 
que X est séquentiellement compact. Considérons un recouvrement 
{G:} de l’espace X par des ouverts. L'espace X étant séparable, en 
vertu du lemme 2 on peut considérer que le recouvrement {G:} 
est dénombrable, c'est-à-dire £ parcourt l’ensemble des entiers natu- 
rels. Supposons que les ensembles 


ne sont vides pour aucun nr € N. Prenons un point x, dans l’ensem- 
ble F,. De la suite {x,} on peut extraire une suite partielle conver- 
gente {x,,}. Supposons par exemple que x,, —zx. Du fait que pour 
fx Z RON AZ, € F, et que F, est fermé, il vient que z € F, (n € N). 
Autrement dit 


ce qui est impossible puisque U G:— X. 
= 


LL 
Donc, pour un #7 on aura X — |] G: et l’espace X est compact. 
=! 


Ceci achève la démonstration du théorème 2. 
Nous avons incidemment établi le 


COROLLAIRE 1. Un espace métrique compact est séparable. 


CoROLLAIRE 2. Soit E un ensemble d'un espace métrique X. Les 
propositions suivantes sont équivalentes: 

1) E est relativement compact; 

2) E est relativement séquentiellement compact ; 

3) E est relativement dénombrablement compact. 


DEMONSTRATION. 4) => 2) en vertu du théorème 2; 2) = 3) est 
évident ; prouvons que 3) = 1) . En vertu du théorème 2, il suffit 


de montrer que l’adhérence E est dénombrablement compacte. Soit 
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{x, } une suite de E. Pour chaque» prenons y, EE tel que Pp (Tr, Un) < 
<< {/n. E étant relativement dénombrablement compact, la suite 


{y,} admet un point limite x € Ë. De toute évidence, x est aussi 
limite de {x, }. 


LEMME 3. Soit E un ensemble d’un espace métrique X. Si dans X 
existe un e-réseau fini pour E, alors il existe un (2e)-réseau fini dans E. 


DEMOXSTRATION. Soit M € X un e-réseau fini pour E. Pour 
chaque x € M, fixons y, € E tel que p (x, y;) <'e (si un tel y. 
existe). L'ensemble M, = {y.: x € M} E est alors un (2e)-réseau 
fini. 

Le théorème 2 et le lemme 3 nous donnent un important critère 
de compacité de Hausdorff. 


THÉOREME 3 (Hausdorff). Pour qu'un ensemble E soit relativement 
compact dans un espace métrique X il est nécessaire, et si X est complet, 
suffisant, que pour tout e >> 0 il existe dans X un e-réseau fini pour E. 


REMARQUE. Pour que E soit relativement compact il suffit aussi 
(si X est complet) qu'existe un e-réseau relativement compact pour 
tout e >> 0. 

En effet, pour ce e-réseau relativement compact il existera un 
e-réseau fini qui, de toute évidence, sera un (2e)-réseau pour l’en- 
semble initial, ce qui établit sa compacité relative. 

5.2. Etudions maintenant les conditions de compacité d'espaces 
concrets. Le théorème classique de Bolzano-Weierstrass affirme qu’une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de R'" (ou 
de C') soit compact est qu’il soit borné et fermé. 

Indiquons maintenant les conditions de compacité d'un ensemble 
de l’espace s. Il est aisé de voir qu’une condition nécessaire et suf- 
fisante pour qu'un ensemble Es soit relativement compact dans s 
est que l'ensemble numérique des k-ièmes coordonnées des points de 
E soit borné pour tout À EN, c'est-à-dire 


ll < ln pour z = (E, Eos ++. Ehs +.) CE. 


En d'autres termes, l’ensemble Æ est contenu dans un parallélépi- 
pède de s. 

La condition nécessaire est évidente, car si nous prenons une suite 
d'éléments dont, pour fixer les idées, la première coordonnée croît 
indéfiniment, il est manifeste qu’on ne peut en extraire une suite 
partielle convergente (en coordonnées). 

Pour prouver la condition suffisante nous allons construire un 
e-réseau pour E. Prenons k# aussi grand pour que 1/2* € et consi- 
dérons l'ensemble H des points de la forme [xl, — (E,, E,, ... 


..., En 0, ...), où x = (E,, Eo, . . ., En, Ent .'..) CE. _L'en- 
semble H est relativement compact (comme ensemble borné dans 
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un espace de dimension ). H est aussi e-réseau pour Æ, puisque 
de toute évidence 


S à 11 
p (x, [x}:) — >» On. KE < >» Sn “5% <E 


n=h+i n=h+1! 


[xl, représente toujours la suite (E,, E., . .., E,, O0, . ..). 

L'existence d'un e-réseau relativement compact, on l’a signalé 
plus haut, est suffisante pour que Æ soit relativement compact. 

REMARQUE. La compacité du parallélépipède dans s entraîne 
le fait suivant. D'une collection de suites bornées par un même 
nombre, on peut toujours extraire une suite convergente en coordon- 
nées, c’est-à-dire une suite {x,}, zn = {E;"”};=1, telle qu'existent 
simultanément les limites 

lim EME (KEN). 


?7t > 00 


Dans la suite, nous utiliserons souvent cette circonstance. 
Définissons maintenant les conditions de compacité d’un ensem- 
ble dans l’espace C (Æ), où X est un compact métrique de métrique r. 


THÉOREME 4 (Arzelä-Ascoli). Pour qu'un ensemble E de fonctions 
continues soit relativement compact dans C (K), il faut et il suffit que 
soient réalisées les conditions suivantes: 

1) Les fonctions de E sont bornées dans leur ensemble, c'est-à-dire 
il existe une constante M telle que 


Iz(t)I< M (GEE,tEKk); 


2) les fonctions de E sont équicontinues, c'est-à-dire pour tout 
e >> 0 il existe Ô > 0 tel que r (t, t”) < 6 entraîne | x (t) — x (t') | < 
<< e pour tous les x€£E. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Supposons que E est relati- 
vement compact dans C (Æ). Le théorème 2 affirme l'existence d’un 
e-réseau fini pour l’ensemble Æ. Supposons que ce réseau est consti- 
tué par les fonctions continues z,, Ze, . . ., zh. Etant donné que 
chacune de ces fonctions est bornée et que pour un zx € E il existe zx, 
tel que p (x, z;) < e, il vient 


TOI Ta O IT TzE — ee GTS max La OT 
+ p (x, 2) << max |æ ()|+e, 
tEK 


et par suite la condition 1) est réalisée si pour constante M on prend 
la somme de e et du suprémum commun des fonctions |x4 (t)| (4 = 
= 1,...,n; 1€ K). 
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D'autre part, pour chaque fonction zx, il existe un Ô4 tel que 
[tr É)— 2 É)1<e pour r(t”, t) < ôx. 


Soit Ô — min (Ôô,, Ô», - .., Ôn). Prenons une fonction quelconque 
zx de £. Supposons que z, est l’élément pour lequel p (x, x;) € €. 
Alors 


IzE)—zOI< 1x (6) — 2 6) 1 + zx €) — zx () 1 + 
+ Im —z (IS pe, 2) + Lan (7) — 2x (1 + 
+ pt, 2) 2e + | zx (7) — zx (6) |. 
Si r (t,t')<<Ô, le deuxième terme sera inférieur à € et l’on aura alors 
Iz(t)—z(t) | << 3e. 
Donc, les fonctions de Æ sont équicontinues. 
Condition suffisante. C (K) étant un sous-espace fermé de l’espace 


1” (Æ) de toutes les fonctions bornées sur X, il suffit de prouver que 


E est relativement compact dans 1” (X}). L'espace 1° (X) étant 
complet, d’après la remarque qui suit le théorème 3 il suffit de mon- 
trer que pour tout € >> 0 l'ensemble Æ possède un e-réseau relative- 
ment compact. Pour € > 0 prenons 6 > 0 à partir de la condition 
d’équicontinuité de Æ£. Vu que X est un compact métrique, en vertu 
du théorème de Hausdorff il existe un Ô/3-réseau {t,};-1 pour X. 
Posons 


Ci = Ke (ti), 
n—1 
Ca = Koys (te) K Cu 0 Cn = Koy3 (fn) N LU Cr. 


Comme X — Ü, Keys (tr), alors K — Ü Cr, et de plus 


Cf Cm = © pour km, et pour tout k si t, L' EC», alors 
r {e, ty 26/3. Donc, en vertu du choix de 6, sit,t" € C;,, alors 
|z(t) —zx(t) |<e pour tous les z € E. Soit x, la fonction caracté- 
ristique de l’ensemble C’,, c’est-à-dire x, (t) = 1sit EC,,etzxs (t) = 
= 0 sité C,. Considérons l’ensemble Æ des fonctions de la forme 


D un (t), où À, sont tels que [A | & M (k = 1, 2, ..., n). 
= 


L'ensemble H est compact dans 1” (X), puisque la convergence 
d’une suite de telles fonctions équivaut à la convergence des suites 
de nombres À, correspondants. 

Notre démonstration s’achèvera lorsqu'on aura prouvé que H est 
(2e)-réseau pour £. Soit z€ E . Figeons un point f,; dans chaque ensem- 


ble C,. (Si C, = @, on l’omet). La fonction y (t) — D zx(t,)x, (t) 
Rk=1 
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appartient à H, puisque | zx (t:) | < M en vertu de la condition 1). 


Prenons un point quelconque ? € X. Comme K = |] C3, t ap- 
k=1 


* 


partient à un ensemble C,;. On a alors 
Iz(t)—y(@l=1rz0 —-z(tn)1<e, - 


puisque px (t, tm) << 26/3 << 6 d’après la construction de C, et 
la condition 2 


t étant arbitraire, on obtient 
p (x, y) — Sup It) —y(OI< E < 2e, 


ce qui veut dire que À est (2e)-réseau pour E. 
Iilustrons le théorème qu’on vient de prouver par des exemples. 
Considérons sur l'intervalle [0, x} l’ensemble des fonctions E£ — 
— {sin nt} (n = 1, 2, ...). E est borné. Cependant, du fait que 


e IT .* ., « e. LE e . . L 
sinrs— — 4, la deuxième condition, c'est-à-dire l’équicontinuité, 


est violée. L'ensemble Æ n’est pas compact dans C [0, 2x]. 
Soit maintenant un ensemble Æ de fonctions vérifiant la condi- 
tion de Hülder 


Ixt)—rbIi<SMIt —tR@(xEeE,t'Ela, dl 0<a< 1)*). 
Si les fonctions de E sont bornées dans leur ensemble, E est compact. 


1/ 9 . . .. ? . 
En effet, Ô — (5) * assure l'équicontinuité des fonctions de E, 


et, par conséquent, les deux conditions du théorème d'Arzelä-Ascoli 
sont satisfaites. 

De facon plus générale: soit E un ensemble horné de fonctions 
continues. et supposons qu'existe une fonction « (ô) telle que 
o (ô) —+ 0 pour ô — 0. et de plus le module de continuité @ (x; ) **) 
de toute fonction x € E vérifie l'inégalité w (x; 6) « (6); alors E 
est compact dans l’espace C [a. bl. 

On laisse au lecteur le soin de formuler le critère de compacité 
d'un ensemble dans l’espace C [a, bl]. 


*) Pour &« — 1 on obtient la condition de Lipchitz 
lrt)—r(I<MIT —t]. 


On dit souvent d'une fonction vérifiant la condition de Hôlder qu'elle vérifie 
la condition de Lipchitz dans le rapport æ&. La classe de ces fonctions est notée 
Lip «. 

*+*) On rappelle que le module de continuité d'une fonction z E Ca, b] 
est la quantité 


@(r; 6)}= max f|r(t’)—zx(t)| (0<8<b—a). 
Lis” 
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$ 6. Espaces mesurés 


6.1. La définition classique de Riemann a permis de définir 
l'intégrale sur une classe de fonctions un peu plus large que celle 
des fonctions continues sur un intervalle fermé borné. Les besoins de 
l'analyse (en premier lieu la théorie des séries trigonométriques) ont 
conduit H. Lebesgue à introduire en 1902 la notion de mesure et la 
notion d'intégrales de fonctions sur un intervalle fermé borné, plus 
générale que celle de l'intégrale de Riemann. Les généralisations 
réalisées par I. Radon, M. Fréchet, C. Caratheodory ont abouti à 
l'élaboration de la théorie de la mesure sur un ensemble arbitraire 
et à la construction de l'intégrale par rapport à cette mesure. Les 
espaces mesurés abstraits se sont avérés très féconds en analyse, en 
théorie des équations, ainsi qu'en théorie des probabilités où ils ont 
permis à A. Kolmogorov de développer l'approche axiomatique mo- 
derne de cette discipline (1932). 

Dans ce paragraphe on énoncera sans les démontrer les principaux 
faits de Ja théorie de la mesure et de l'intégrale. On exige cependant 
du lecteur la connaissance au moins de l'intégrale de H. Lebesgue 
sur un intervalle fermé borné (cf. Natanson [II]. Le lecteur qui 
s'intéresse essentiellement aux applications de l'analyse fonction- 
nelle exposées dans le tome 2 peut considérer un espace abstrait me- 
suré comme un domaine de R”" ou comme un intervalle fermé borné 
d'une droite munie de la mesure de Lebesgue. Les notions exposées 
dans ce paragraphe sont développées de manière approfondie dans 
les ouvrages suivants: Akilov, Makarov et Havine; Bourbaki [VII]; 
Voulikh [III]; Dunford, Schwartz [1]; Zaanen [11|; Kolmogorov et 
Fomine; Halmos:; Chilov et Hurewicz. Notre exposé est proche de 
celui de Voulikh [III]. 

6.2. Soit T un ensemble quelconque. On dit qu'un ensemble non 
vide Z de parties de T est une algèbre s'il possède les propriétés sui- 
vantes : 

1)4,BEE = AUBEZ; 

2AE5 = TXAEZS. 

De la définition on déduit sans peine qu'une algèbre contient 
deux ensembles quelconques À et B avec leur intersection À N\ B 
et leur différence AB. Par récurrence on établit qu'une algèbre 
est stable pour la réunion et l'intersection d'un nombre fini d'en- 
sembles. À noter également que GES et TES. 

Un ensemble non vide À de parties de 7 est une o-algèbre ou une 
tribu si Z est une algèbre stable pour la réunion non seulement d'un 
nombre fini mais aussi d’un nombre dénombrable d'ensembles, 
c'est-à-dire si 


3) A ES MEN)= 4— U A,€Z: 
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Il est évident qu'une tribu est stable pour une intersection dénom- 
brable d'ensembles. 

Soient R — ]— oo, + ol, Z une algèbre de parties de T. On dit 
qu’une fonction æ: 2 —æ BR est une fonction additive d'ensemble si 
pour toute collection finie d’ensembles deux à deux disjoints 4, € 
£ Zona 


? (U An) = 2 @ (An). (1) 


On suppose toujours que ® (G)= 0. On dira que œ est positive 
et l’on écrira @ > 0 si æ (4) > 0 pour tout À € SZ. 

On dit qu'une fonction additive d'ensemble pm: 2 —R définie 
sur une tribu est o-additive si l'égalité (1) est réalisée aussi pour tou- 
te collection dénombrable d’ensembles À, deux à deux disjoints. 

On appelle mesure sur une tribu Z une fonction d'ensemble pu 
positive o-additive, définie sur Z. 

On dit qu'une mesure est finie si u (T) << oc, et o-finie si 
l'ensemble 7 est représenté sous la forme d’une réunion d'un ensem- 
ble dénombrable d'ensembles À, € Z, tels que u (4,) << oc. On dit 
qu'une mesure u est complète si AC BEZ,u(B) —0 entraînent 
A € Z (et bien sûr u (4) — 0). On peut « compléter » une mesure 
quelconque u. En effet, désignons par Z2* l'ensemble de tous les 
ensembles de la forme A] N,où AEZeNCBEËZ,u(B) = 0. 
Z* est une tribu, et de plus, si le domaine de définition de u est 
élargi à Z*, en posant u (4 |) N) = u (A), la fonction prolongée se- 
ra une mesure sur Z*. 

Cette construction nous montre qu'on peut généralement considé- 
rer que la mesure u est complète. 

On dira que le triplet (T, Z, u) est un espace mesuré *) si T est 
un ensemble, À est une tribu de ses parties, L une mesure complète 
sur À, et de plus: 

1) si l’ensemble À € T est tel que pour tout ensemble BE SZ, 
u (B)<< œ,ona AN BEZ, alors AEZ; 

2) la mesure u est localement finie, c’est-à-dire pour tout À € Z, 
u (4) > 0, il existe B € Z tel que BE AetO<u(B) < co. 

Ces conditions ne sont pas restrictives. En effet, on peut satis- 
faire à la condition 1) en élargissant la tribu Z par l’adjonction d’en- 
sembles À vérifiant 1). Si la condition 2) n’est pas réalisée pour un 
ensemble À, avec u (4) = + oc, on redéfinit la mesure de l’en- 
semble À en posant u (4) = 0. 

A noter que les conditions 1) et 2) sont automatiquement réali- 
sées pour une mesure o-finie. Désignons par Z (u) l'ensemble de 


*) En général on n’impose aucune restriction sur Z et u dans la définition 
d’un espace mesuré, mais ceci conduit souvent à des pathologies (surtout dans 
le cas d’une mesure non 0o-finie). 
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toutes les parties de Z possédant une mesure finie. De 1) et 2) on 
déduit la propriété suivante pour (T, », H): 

si À € T est tel que pour tout BE> à (H) ona AABEZe 

u(4fN B) =0, alors À € Z et un (4) — 

6.3. Soient Z une algèbre de parties a un ensemble T, @: 2 —+ 
—+ ®R une fonction additive d'ensemble. On appelle respectivement 
variation positive, négative et totale d'une fonction œ les fonctions 
suivantes 


p+ (4) = cube PB), g-(4)=, sup {—®(8)}, 
el = 0 (4) +9. 4) (4€ 2). 


Les fonctions @;, ®- et | ® | sont des fonctions d'ensemble additives 
positives. La variation totale de la fonction peut être définie éga- 
lement par 


lpl(4)=sup À 1p(4i)l, 


où le suprémum est pris sur toutes les partitions possibles de l’en- 
semble À en un nombre fini d’ensembles deux à deux disjoints 
A; € Z. Si y (À) est finie pour À € Z, alors 


Ipl(4)= sup {p(B8:)—œ(B2)}. 
Are 


THÉORÊME 1. l'oute fonction d'ensemble q additive finie, définie 
sur une algèbre Z admet la décomposition de Jordan 


P=P+— p— 


On remarquera que, si Z est une tribu et la fonction œ est o-ad- 
ditive, ses variations 4, œ-_ et | | sont aussi o-additives. Les 
fonctions o-additives sont justiciables du théorème plus fort suivant. 


THÉOREME 2 (de décomposition de Hahn). Soit q@ une fonction 
o-additive d'ensemble sur une tribu Z. Il existe A, € ZX tel que @ (4) > 
>0sSAEZ,AC As, et p(A)<O0si AEX, AZ TXA,. 

On remarquera que sous l'hypothèse du théorème 2, pour tout 
AEËS on a @+(4) =(AN 40), p- (4) = —@ (4 N (TK Ao)). 

6.4. Soient T un ensemble, Z une tribu de ses parties. On dira 
que les ensembles de À sont mesurables. On dit qu'une fonction réelle 
z (t) définie sur T est mesurable relativement à la tribu Z si pour 
tout nombre a € R sont mesurables ses ensembles de Lebesgue 


{ET:2() >a}, {tET: z(t) <a}, 


{tET:z(t>a}, {tET:z()<a}. (2) 
h —-0996 
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On appelle fonction à valeurs finies mesurable relativement à © 
ou Z-mesurable une fonction de la forme 
| k 


y (t) — à hix4, (4), 


où A ER, A;EZ (i —1, 2, ..., k), les ensembles À; (i — 1! 
2, ..., k) étant deux à deux disjoints. 

On dira qu une suite de fonctions zx, (t) sur T est croissante (x, {) 
Si Zn(£) LTm (t) (ET), pour m>n. On écrira x, Î x si la suite 
{x,} est croissante et x, (t) — x ({) pour tout 1€ T. 


THÉOREME 3. Pour toute fonction x bornée Z-mesurable, il existe 
une suite {x,} de fonctions mesurables à valeurs finies, convergeant 
uniformément vers x sur T. Si x(t)>0 (tE€ T), on peut considérer 
en outre que x, fx, I ()>O0(tET,nEN 


DÉMONSTRATION. Supposons que z(t)>0 (tE€ T). Soit M — 
— sup z(t). Pour —%(kEN) et Ti =0, 1,...,n—1 
teT 


posons 
— {tET: iMIn<z(t) <(i + 1) M/n}. 


* 


De toute évidence A? € Z. Considérons la fonction à valeurs 
finies 

So 

Zn (t)= Ÿ 

1=0 


iM 
X y (4). 


Il est aisé de voir que x, À. En effet, sim> nettET,onaou 
bien x (t) —0 et alors x, (f) — zm (t) — 0, ou bien { appartient à 
un ensemble 4% et alors A7 € AF, puisque m et n sont des puissan- 
ces de 2 et par suite à > j. Donc z» (&) = iM/m > jM/n = zx, (t). 

Si 1€ A?, 

Iz(t)—2, (| =1zxz(t) — iMin|< M/n. 
d’où 
|xz()— zx, (| < Min, VtET. 

Donc, la suite {x,} converre vers x uniforméme:t. Si la fonction 
x est arbitraire, en supposant zx; (f) — max (x (t), O0) et x_(t) — 
— max (—zx (4), 0) il vient que x, et x_ sont des fonctions bornées 
mesurables positives et x — x; — x_. On achève la démonstration 
du théorème en appliquant à x. et x_ le résultat prouvé. 


COROLLAIRE. Pour toute fonction mesurable x il existe une suite 
{x,} de fonctions mesurables à valeurs finies, telle que x, (t) — x (t) 
et | za () | < | x ()| pour tous lest ET. Siz() Z0(1ET) on peut 
admettre que x, x, ()>0 (ET, rEN). 
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DEMOXSTRATION. Considérons les fonctions {x}, (r € N) définies par 


z() si Ir()|<n, 
Isle 0 = | O si z(t)l>n ee 
Les fonctions [xl, sont mesurables et bornées, donc si x (t) > 
> 0 (1€ T) alors, en vertu du théorème 3, pour chaque n EN il 
existe une fonction mesurable à valeurs finies y, (t) telle que 
xl, (4) — y, (O1 < 1/n, 0 << y, () LÎxls (4) pour tous les 1€ T. 
La suite de fonctions 


Zn (t) — Max U (4) 


est bien la suite cherchée. Dans le cas général posons x = x; — x 
comme dans la démonstration du théorème 3. Si 0O<z,tz., et 
O<yntz-, où zx, yA sont des fonctions à valeurs finies, alors 
Zn (t) :- zh (t) — y, (t) est la suite cherchée. 

La notion d’intégrale est très importante en théorie des fonctions 
mesurables. Soient données une tribu Z de parties d’un ensemble T 
et une fonction o-additive finie qç sur Z. Alors de l’ensemble de tou- 
tes les fonctions mesurables on peut extraire une classe de fonctions 
dites sommables (par rapport à la fonction ) auxquelles est associé un 
nombre fini appelé intégrale (de Radon) *). L'intégrale d’une fonc- 
tion zx (t) (sur un ensemble T) est désignée de l’une des manières 
suivantes : 


| xt) de, | z (0) de, | say. 
T T T 


De façon analogue on peut considérer une intégrale sur un ensemble 
quelconque À € à. 

Voici les plus importantes propriétés de l'intégrale. 

1) Linéarité **) 


| Az + ay) dp= à | rdçp+u | ydp (À, LER). 
A A À 


2) fado= [rap [zdp, |[rdyl<(lxléiol. 
À À À À 
3) Si est une mesure et z(f)=0 (1€ A), alors | zdp>0. Si 
À 
de plus | zdp=0, alors @({tE À: z(t) > 0}) — 0. 


A 


*) Pour la définition de l'intégrale consulter les ouvrages cités au début 
du paragraphe. 
 **) Par définition, (Az + puy) (t) = Àr (t) + py (t). 


4° 
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4) Si x est une fonction bornée mesurable, alors il existe 
| zdp(AE€ ZX). 
À 


9) La fonction d'ensemble v (4) — | zap (A € Z) est une fonc- 
A 

tion o-additive. 

Il existe beaucoup d'autres propriétés importantes. Dans la 
suite nous étudierons certaines d'entre elles. 

Dans le cas où œ est une mesure, nous élargirons la notion d'’in- 
tégrale en permettant à cette dernière de prendre des valeurs infinies. 

Soit (T, Z, u) un espace de mesure finie. Si une fonction mesu- 
rable x (t)> 0 (4 € À) n’est pas sommable sur un ensemble À € Z,on 


pose \z (£) du = + 00. 
A 
Pour une fonction mesurable zx ({) définissons comme plus haut 
z+ (t) == max (x (t), O), x_ (6) = max (—zx(t), 0), et, si l'une au 


moins des intégrales (Er du et \zx_ du est finie, on posera 


\ x dun — ï zx, du — x_ du. (3) 
À À ° 


Si les deux intégrales précédentes sont infinies, la fonction x (4) 
n'admet pas d intégrale. 

Soit (T. Z, u) un espace de mesure infinie, Z(u) l’ensemble de 
tous les ensembles de mesure finie. La condition 1) de 6.2 entraïne 
que la fonction zx ({) est mesurable si et seulement si la fonction 
x (t) A (£) est mesurable pour tout À € Z (u). 

Pour un ensemble À (de mesure infinie) et une fonction mesu- 
rable x(t) >0(t € A) posons 


Î z@)du=sup {| (9 du: BES(u), BA} (465) 
A B 


(cette formule est triviale si À € Z (u)). 

Définissons l'intégrale d'une fonction mesurable x par la for- 
mule (3) avec les mêmes conditions d'existence que plus haut. L'’in- 
técrale construite possède les propriétés 1), 3) et 5). Comme précé- 


demment, les fonctions pour lesquelles l'intégrale | x du est finie 


A 
seront dites sommables sur À € Z et simplement sommables si 
A =T. 

Voyons maintenant comment la théorie exposée se généralise au 
cas de fonctions à valeurs complexes. Soit zx: T — € une fonction 
complexe. Posons y (t) = ex (t), z(t) = Imzt(t). On dit que la 
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fonction zx (£) est mesurable (resp. sommable) si sont mesurables (resp. 
sommables) les fonctions réelles y (t) et z (t). Si y (1) et z (£) sont som- 
mables, on pose 


[rt ap= [ut ap+i | 200 dy. 
À À À 

Il est parfois commode d'utiliser les fonctions prenant des valeurs 
infinies. Comme toujours, on dit qu’une fonction x: T — [— co, 
+ oo] est mesurable relativement à la tribu Z si sont mesurables tous 
ses ensembles de Lebesgue (2). 

Soit (T, Z, u) un espace mesuré. Si pour une fonction mesurable 
x: T—+[—o, —+ol on pose 


A% = {tET: rt) = +oæo}, 
Am = {tET:z(f)=—-oœ}, Ax — Ag) A%, 


lorsque u(4,)—=0 et | z du est définie, on admet que 


TA 0 
| z du = | x dy; 
T TNA 
lorsque u (45) > 0 et (43) —0, on admet que 
[ zdu= + oo; 
T 
et enfin lorsque (43) >0, (45) —0, on admet que 
| x du = — oo. 
T 


Dans les autres cas l'intégrale n'est pas définie. Comme précédem- 
ment, on dit qu'une fonction x (t) est sommable si [= du est finie, 


T 
c'est-à-dire si (4%) —0 et la fonction zx, , est sommable. 
L'intégrale | zdp se définit de façon analogue. 


À 
Si la fonction xz(t) n’est donnée que sur l’ensemble T X 4, où 
u(4)=0, on dit qu’elle est mesurable (sur T) si elle l’est sur 
TX À. Si l'intégrale | zdn est définie, on conviendra que 
TA 
| zdu- | x du. 
T 
Dans toutes les définitions et théorèmes ultérieurs de ce para- 
graphe on suppose que les fonctions prennent leurs valeurs dans la 
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droite réelle achevée ou dans le corps des nombres complexes à la. 
condition suivante: ces fonctions prennent leurs valeurs dans [— 
+ oo] si par hy pothèse on leur applique le signe d’ inégalité. 

6.5. Soit (T, Z, u) un espace mesuré. On dira qu'une propriété 
est réalisée presque partout (on notera p.p.) si elle est réalisée partout 
sauf peut-être dans un ensemble de mesure nulle. Par exemple, si z 
et y sont des fonctions mesurables, alors dire que zx (t) > y (t) p.p. 
est équivalent à dire que pu ({£: x (4) y (t)}) — 0. Des fonctions 
mesurables x et y sont équivalentes si x (t) — y (t) p.p. En vertu de la 
condition 2) de 6.2, il revient au mème de dire que pour tout À € 

ES (u)onaz(t) — y (t) pour presque tous les { € A. L'intégrale ne 
€ distingue pas » les propriétés réalisées presque partout de celles 


réalisées partout. Par exemple, si x (t) — y (t) p.p.. alors \x du — 


= 4 du. 

Dans la suite du paragraphe on admettra, sauf mention du contraire, 
que toutes les fonctions sont mesurables et presque partout finies. c'est-à- 
dire {tET:zx(t) — +oo ou rt) = —oco} — 0. 

On peut négliger souvent les ensembles de mesure nulle aussi bien 
dans l'étude de fonctions que d’ensembles mesurables de ©. Intro- 
duisons les notations suivantes à cet effet. L'écriture À € B (mod. u) 
pour À, BE È signifie que u (AXB) —0; À =-- B (mod. u) que 
A € B (mod. u) et BE À (mod. u). Les ensembles À et 7? sont par 
définition (uj)-disjoints si u (4 AN B) —0. L'ensemble de parties 
{A:} (EE =), A: € Z, est appelé (u)-partition de l'ensemble T si 
les ensembles À: sont deux à deux (uj)-disjoints et T — 

.U_ 4: (mod. Lu). 

"On dit qu'une suite {zx, (t)} de fonctions mesurables converge 
presque partout vers une fonction x (t) si u ({t: x, (4) -- x (t)}) = 0. 
(A noter que même si au départ l’on n’admet pas la mesurabilité de 
la fonction limite zx(t), celle-ci se démontre facilement.) La con- 
vergence presque partout est notée zx, — zx p.p. 

Soient des fonctions mesurables Zn () (MEN) :tzr(t), AEËZ, 
u (4) << oo. On dit que la suite {x, (f)} converge en mesure sur l'en- 
semble À vers la fonction zx ({) si pour tout € > 0 


u (HE A: Len (O —z (> €) — 0. 


Dans le cas d'une mesure pu (4) arbitraire, on dit que la suite 
{x, (t)} converge en mesure sur À vers la fonction x (t) si {x, (t)} con- 
verge en mesure vers x (t) sur tout ensemble BE Z,BCA,u(B) < 
<< oc *). Pour noter la convergence en mesure (sur 7} on se servira 


*) Cette définition est différente de la définition ordinaire dans le cas d’une 
mesure infinie. Ceci s'explique par les propriétés pathologiques de la conver- 
gence ordinaire dans ce cas. 
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de l'écriture x, — x (u). On définit de façon analogue la convergence 
en mesure des suites {r, (£)} de fonctions mesurables vers une fonc- 
tion mesurable zx (£) (x —> x (u)). Le lien entre la convergence pres- 
que partout et la convergence en mesure est exprimé par le 


THÉORÈNE 4. 1) Si x, —+ x p.p., alors x, —+ x (u). 
2) Si (T, ©, u) est un espace de mesure ©-finie et x, zx (u), il 
existe une suite partielle {x,, }, telle que {xn,} — x p.p. 


Le théorème 4 entraîne que l'addition et la multiplication de deux 
fonctions sont continues pour la convergence en mesure. 

Soit (T. Z, u) un espace mesuré. Un ensemble À € © est appelé 
atome si u (4) Æ0etsi dufaitque BE Z, BC À, il résulte que ou 
bien u (4) — u (B) ou bien up (B) — 0. Maintenant, on peut formu- 
ler la condition 2) de 6.2 comme suit: u ne possède pas d’atomes de 
mesure infinie. On dit que (T, Z, pu) est un espace de mesure discrète 
Si T — |] T,U N, où T7, (& E À) sont des atomes et  (N) —- 0. 


œE A 
On dit que (7, ©, u) est un espace de mesure continue s’il ne contient 
pas d'atomes. On démontre que dans un espace de mesure continue 
il existe toujours une suite de fonctions mesurables {x,} telle que 
In > Z(u), Mais z, + z p.p. 
Le théorème suivant rassemble plusieurs faits sur la conver- 
gence presque partout. 


THÉORÈME 5. Soit (T, ©, u) un espace de mesure 6-finie. 

1) (Théorème de la stabilité de la convergence.) Si une suite 
Zn > O0 p.p., il existe une suite croissante de nombres positifs À, — 
—+ + oo, telle que À,zx, (t) — O0 p.p. 

2) (Théorème du régulateur de convergence.) Si une suite x, — 0 
p.p., il existe une fonction y (t) positive, presque partout finie, mesu- 
rable sur T et une suite de nombres positifs e, —+ O, telles que | x, (t)| < 
< Enÿ ({) pp. 

3) (Théorème de la suite diagonale.) Si ze > Ih P.P. pour 


tout KEN et zx, > Z P.P:, il existe une suite n<n <...< 
< ny <... telle que la suite «diagonale» Tnjh > T P.P. 


4) (Théorème d'Egorov.) Si pu (T) << co et la suite x, + x p.p., 
alors pour tout e >> 0 il existe un À € X tel que u (A) <'e et x, (t) — 
—+ Z(t) uniformément sur l'ensemble T\A. 


6.6. Nous allons énoncer divers théorèmes relatifs au passage à 
la limite sous le signe somme. Soit (T, Z, u) un espace mesuré. 


TH£OREME 6 (Lebesgue). Soit {x, (t)} une suite de fonctions som- 
mables et x, — x (u). S'il existe une fonction y (t) sommable positive 
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telle que | zx (t) | << y (€) p.p. (n EN), alors la fonction x (t) est aussi 
sommable et 


lim [ Tn dU = | z du. (4) 


T T 


THEOREMr 7 (B. Levi). Si x, (4) > 0 p.p. et x, À x p.p., alors (4) 
est réalisée. 


On notera que le théorème 7 subsiste dans le cas où la fonction z 
n'est pas supposée être presque partout finie. 


COROLLAIRE. Si des fonctions y,(t) sont positives p.p., sommables 


et D ET du << + oo, alors z(t)= > Yya(t) est presque partout 
h=1T k=1 
finie et 


| za=S Î yr du. 
fr h=1 T 


En effet, posons x, (&) — © y, (é). Alors z, Î z p.p. et de plus 
k=1 


la fonction z peut a priori être infinie sur un ensemble de mesure 
positive. En vertu de la remarque qui suit le théorème 7 on a 


{rap tim {as du= im Ÿ | nau= S | un du < 00. 
T T k=1 T k=1 T 


Donc la fonction x est sommable et par conséquent presque partout 
finie. 
THÉORÈME 8 (Fatou). Si x, (t) > 0 p.p. et x, — x (u), alors 
| z du< Sup | Tn du. 
T MT 


A noter qu'à partir des théorèmes 6 et 8 on peut facilement établir 
des théorèmes analogues pour les suites généralisées x, — x (u). 

6.7. Nous allons formuler ici le théorème de Radon-Nikodym qui 
est fondamental dans les applications de la théorie de la mesure à 
l’analyse fonctionnelle. 

Soient (T, Z, u) un espace mesuré, @ une fonction o-additive sur 
Z. On dit que la fonction œ est absolument continue par rapport à pu 
si u (4) — 0 entraîne @(4) —0; on dit que la fonction œ est 
singulière par rapport à u s’il existe un ensemble 4, € Z tel que 


un (40) =0, p(4) =@(AN 40), À € 2. 
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THÉORÈME 9. Si œ est une fonction o-additive finie sur Ÿ. elle se 
représente de façon unique par la somme ® (A) = v (4) + À (4), 
A E Z, où vet À sont des fonctions o-additives sur Z, v étant absolu- 
ment continue et À, singulière par rapport à p. 


La décomposition @ —v + À s'appelle décomposition de Lebes- 
gue. Il est évident que, si x est une fonction sommable, alors la fonc- 


tion d'ensemble v (4) — [z du (4 € ©) est absolument continue 


A 
par rapport à u. Le théorème de Radon-Nikodym nous apprend que 
toutes les fonctions absolument continues s’obtiennent de cette sorte. 


THÉOREME 10 (Radon-Nikodym). Soient (T, ©, u) un espace de 
mesure G-finie, v une fonction d'ensemble, finie, absolument continue 
par rapport à un, définie sur Z. Il existe une fonction zx (t) (unique à 
une mesure nulle près) sommable par rapport à la mesure u sur T,, telle. 


que 
v (4) — | zdu (AEË). 


A 


De plus, la fonction d'ensemble v est positive si et seulement st 
z (> 0 p.p. 


6.8. On se propose de définir le produit d'espaces mesurés. Cette 
notion joue un rôle important dans l'étude des opérateurs intégraux. 

Soient (S, Zs, v) et (T, Zr, u) des espaces de mesures o-finies. 
Notons Z£ la plus petite tribu des parties de l’ensemble R =S XT, 
contenant tous les ensembles de la forme B X A,où BEZSS, AE 
€ Zr. On démontre que sur la tribu Z®£ il existe une mesure unique 
À telle que 


1(BX A)=v(B)up(4), VBEZS, VAEZYy. 


(On conviendra que a-(+ 00) — + oo si a 0, et que Ü-(+ œ) -— 
— 0.) « Complétons » la mesure À comme dans 6.2. Désignons la 
tribu obtenue par Zk et la mesure de nouveau par À. L'espace (A, 
Z r, À) construit, de mesure o-finie complète s'appelle produit des 
espaces (S, Z s, v) et (T, Zr, u), et la mesure À, produit des mesures v 
et up, ce qu’on notera parfois À — v X p. 

L'exemple le plus classique de produit de mesures est celui où 
chacun des facteurs est l’intervalle [0, 1] muni de la mesure de Lebes- 
gue. Le produit de ces mesures sera une mesure de Lebesgue sur le- 
carré unité. 

Pour simplifier on appellera v-, u- ou À-mesurables les fonctions 
mesurables par rapport à Z s, Zr ou Z r. 
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Voici deux théorèmes de calcul d’une intégrale par rapport à un 
produit de mesures à l’aide de deux intégrations successives par 
rapport à chaque mesure facteur. 


THEOREME 11 (Fubini). Soit une fonction K (s, t) (SES, tET) 
sommable par rapport à la mesure À —v X u. Alors la fonction 
K,(t) = K(s,t) est u-sommable pour v-presque tous les points s€ S. 


La fonction H (s) — | K (s, t) du (t) est v-sommable et 
T 
| K(s, t)dA(s, t)— | {\ K (s, ?) du (t)} dv (s). 
R S T 
On peut renforcer le théorème de Fubini pour les fonctions posi- 
tives. 
TuÉOoREME 12 (Tonelli). Soit K (s, t) une fonction À-mesurable posi- 
tive sur R. Alors la fonction K,(t) = K (s, t) est u-mesurable pour 
v-presque tous les points s € S. De plus, la fonction I, — L (s, £) X 


T 
X dy (£) (à valeurs infinies peut-être sur un ensemble de mesure positi- 
ve) est v-mesurable et 


| K(s, t)dA(s, t)= i {| K (s, 1) du (t)} dv(s), 
R | S T 


que ces intégrales soient finies ou infinies. 


Voici encore quelques propriétés du produit d'espaces mesurés : 
1) Si les mesures u et v sont finies, alors pour tout ensemble 


CESR et tout nombre e > 0 il existe un ensemble C,— |) (B4 X 
Remi 
X A3), où BLEZSs, ARE 2r, tel que 


fixes, x (s DIdh(s, D <e. 


R 


2) Si une fonction Æ (s, t) est À-sommable et pour tous 4€ 
ESr(u), BEZS(v) on à 


| K (s, t)dA(s, t)>0, 
B> A 


alors Æ (s, t) > 0 À-presque-partout. 

6.9. A l'origine la théorie de la mesure était intimement liée à la 
topologie, et les mesures ont été pendant longtemps construites seu- 
lement sur certaines classes d'espaces topologiques. Ensuite les 
efforts de nombreux mathématiciens (et avant tout de C. Caratheo- 


$ 6] ESPACES MESURES 59 


dory) ont abouti à l'élaboration de la théorie des espaces abstraits 
mesurés dont nous avons donné un bref aperçu dans les numéros pré- 
cédents. Nous allons voir certains aspects de la théorie de la mesure 
liés à la topologie. 

Soit À un compact. La plus petite tribu # contenant tous les 
fermés de X est appelée tribu borélienne du compact Æ, et les en- 
sembles de #, ses ensembles boréliens. 

On dit qu'une fonction d'ensemble œ finie, o-additive. définie 
sur une tribu © de parties d'un compact À, contenant tous les fer- 
més, est régulière si pour tout À € Z et tout € >> 0 il existe un fermé 
et un ouvert G tels que FE AcGet |p |(GKF) < &. Si qest 
régulière. ses variations @,, @_, | @ | le sont également. 

Soit , une mesure régulière définie sur une tribu borélienne %. 
Complétons-la comme au numéro 6.2. Désignons par Z la tribu (plus 
large) obtenue et par u la mesure prolongée. On obtient ainsi, par 
exemple la mesure de Lebesgue sur un compact de R” à partir de la 
mesure de Borel. On désignera par mes (A) la mesure de Lebesgue 
d'un ensemble À de R". Supposons que L et © ont la même signifi- 
cation que précédemment. La mesurabilité des fonctions sur X sera 
comprise relativement à la tribu Z, et le terme p.p. relativement à 
la mesure u. Îl est évident que toute fonction continue est mesu- 
rable. Le théorème suivant de Lusin montre que toute fonction me- 
surable est continue sur des ensembles approchant un compact KX 
par rapport à la mesure pu. 


THÉORÈME 13 (Lusin). Les propositions suivantes sont équivalentes 
pour une fonction x (ft) p.p. finie sur un compact K : 

1) z (t) est mesurable; 

2) pour tout & > 0 il existe un ensemble fermé F € K tel que 
u (ANXF) << €, et la restriction de la fonction x (t) à F est continue; 

3) pour tout € >> 0 il existe un ensemble fermé F € K et une fonc- 
tion continue y (t) sur K, tels que u (KKF)<e, x (t) — y (t) pour 
tEF el sup | x (#)1 = sup | y (I. 


Du théorème de Lusin on déduit sans peine le théorème de Fréchet 
qui affirme que toute fonction zx (t) mesurable p.p. finie sur X est la 
limite pour la convergence p.p. d’une suite de fonctions continues. 

Nous allons achever notre aperçu de la théorie de la mesure et de 
l'intégrale par les fonctions d'ensemble à valeurs complexes. De 
mème que dans le cas réel on peut définir pour elles l’additivité. la 
o-additivité, la variation totale et la notion de régularité. Si œ: 
Z —+ C est o-additive, nous considérons des fonctions réelles o-addi- 
tives w, (4) = Re w (A), pe (A) = Im œ (A). On peut définir l'in- 


tégrale par lal formule | zx (t) do — | z (t) de, + | x (4) ds. 
À A A 
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Nous aurons très rarement besoin des fonctions complexes d’ensem- 
ble, donc, sauf mention du contraire, toutes les fonctions d'ensemble 
seront supposées réelles. 

6.10. Les espaces de fonctions mesurables sont appelés à jouer 
un rôle fondamental dans ce livre. Nous considérons ici les propriétés 
de l’espace de toutes les fonctions mesurables. 

Soit (T, Z, u) un espace mesuré. Désignons par S (T. È, pu) 
l’ensemble de toutes les fonctions mesurables définies sur T et p.p. 
finies. On conviendra d'identifier les fonctions équivalentes, c'est-à- 
dire on admettra qu'elles constituent un même élément de l'espace 
S (T, Z,u). Dans la suite donc les éléments de l’espace S (T, £, pu) 
sont des classes de fonctions équivalentes et si x ES (7, Z, u) est 
une classe de fonctions équivalentes, alors on désignera par x (4) 
toute fonction mesurable de cette classe (et l’on admettra toujours 
qu'elle ne prend que des valeurs finies). 

Si la mesure u est o-finie, on peut munir S (T, À, u) d'une struc- 
ture d'espace métrique dans lequel la convergence pour la métrique 
coïncidera avec la convergence en mesure. 

Dans la suite, sauf mention du contraire, on supposera donc que 
u est o-finie. Construisons une métrique dans S (7, Z, up). A cet 
effet, prenons une fonction f ({) mesurable sur T et vérifiant les con- 
ditions : 


fO>0, VieT; |(Hdut=1 (5) 


T 
De telles fonctions f (t) existent. En effet, la mesure 1 étant o-fi- 
nie, on a 7? — |] T,, où les ensembles 7, sont deux à deux dis- 


n=]1 
jointset 0Oup(7T,)< © (nr EN). Posons 


fG@)= 2 47, CV" (Tr). 


La fonction f ({) satisfait alors aux conditions (5). Si u (4) oo, 
on peut poser f ({) — 1/uT (1 € T). Pour un couple quelconque d'élé- 
ments zx, y ES (T, Z, u) définissons la distance par la formule 


pee, y | 7 (0) du (D. (6) 
] 


L'intégrale de la formule (6) est finie, puisque la fonction f est 
sommable et le premier facteur prend des valeurs comprises entre 0 
et 1. De toute évidence p (x, y) ne dépend pas du choix des fonctions 
équivalentes zx (t) et y (1) dans les classes correspondantes. Assurons- 
nous que les axiomes de l’espace métrique sont vérifiés (cf. 3.1). 
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L'intégrant de (6) étant positif, p (x, y) > 0. Il est clair par 
ailleurs que p (x, z) = (0. 
Iz(t) — y()] 
Supposons que p (x, y) —0. Alors LE (0) — (D 
tout, d'où z (t) = y (t) p.p. Or de telles fonctions s'identifient dans 
l'espace S (T, ©, u), donc la condition 1) de la définition de l’espa- 
ce métrique est satisfaite. La condition 2) est évidente. En vertu de 
l'inégalité (2) $ 3, quels que soient x, y,z€S (T, Z,u) et pour pres- 
que tous les tE Tona 

[z (t)— y (1) lz (4) — 2 (L)| + ly(t)—2(t)] (7) 
1+z(t)—y (0) 14 lz(t)—2(4)1  1+ly(4)—2(4)1" 


Pour obtenir l'inégalité triangulaire il faut multiplier l’inéga- 
lité (7) par f (t) et intégrer le résultat obtenu. 

Soient f (t) et g (t) deux fonctions vérifiant les conditions (5), 
p, et p, les métriques (6) construites pour ces fonctions. Si f et g 
ne sont pas équivalentes, alors p; p,. Cependant, le théorème 
suivant montre que les topologies engendrées par ces métriques sont 
confondues. 


— 0 presque par- 


THEORÊME 14. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
suile {x,} € S(T, Z, u) converge vers x E S (T, 2, Lu) pour la métri- 
que est que Zn + x (u). 


DÉMONSTRATION. Supposons que p (x,, x) — 0. Pour e > 0 posons 
A, (E) = {tET: |z(t)—-zx(t)|f(t) >e}. La fonction (À) —- 
— À/(14 + À) étant croissante, on aura 


ntt)—2(t 
pan 2) = [RO (0 du (D > 
T 


\ lïn (t)— x (t)| E 
Z | Ten OT OR OZ EE u [AA (e)l. 


A (e 


Donc u 14, (e)] — 0, d'où x,f —+ xf(u). Comme f(H>0(GET), il 
vient z, — (znf)f—+ (aff = x (p). 
Inversement, si zx, —zx(u), on a visiblement 
lZn (t)— zx (4) 
Ier Oz GG) + 0). 
La fonction f étant sommable, d’après le théorème de Lebesgue il 
est possible de passer à la limite sous le signe somme: 


n (t)—z(t 0 
P (Zn; 2) — | F UT fie) du.) 0. 


T 


REMARQUE. Une proposition analogue au théorème 14 a lieu pour 
les suites généralisées. 
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Si p (za, x) —+ 0, on démontre comme dans le théorème que x, —+ 
— zu). Supposons que z, —x(u), mais que p (x, x) 0. Il 
existe alors Ô >> 0 et une sous-suite {y} tels que p (vs. zx) > 8. 
VB. La fonction f étant sommable, il existe un ensemble 4 € Z (u) 


pour lequel | f du < 6/2. Comme ys—zx(u). pour chaque EN il 


TA 
existe B, pour lequel p({tE À: ]yp, (t) —zx(t)1> 1/n}) << 1jn. Alors 
de toute évidence ys,—zxz(u) sur À, et en vertu du théorème 14 


|Z8, — lYBn — d 
D (YBn- z) = RE db + | ri / U << 
A T\X A 


Ypn ô 
<a ra BST: 
À 
ce qui contredit p(yp,. 1) > 0 > 0 (RE N). 
THÉOREME 15. S (T, , u) est un espace métrique complet. 


DEMOXSTRATION. Soit une suite fondamentale {x, } d'éléments de 


S (T, ©, p). 


Supposons que n, est tel que p P (fn, In,) <27* pourr > n;. On 
peut admettre que nm << ns < ... hp << ...et par conséquent 
n, —> oc. La série 

u … En, En, O1 
1 _ h+1 
h:=1 R=IiT R+1 


est visiblement convergente. Or, si la série des intégrales des fonc- 

tions strictement positives est convergente, en vertu du corollaire 

du théorème 7 la série de ces mêmes fonctions l’est presque partout, 
œ 


c'est-à-dire est presque partout convergente la série D @x (f), où 
h=1 
lTnr+s (t)—Zzny (2) 


CR) Gen 


Si pour un { cette série converge, on aura Tnys 1 C) — Tny OI LA 
pour des k assez grands. Donc pour de tels k, [tn (Et) —Tn, (I < 


<2a,(t). Par suite, la série z,, @+ 2 3 (anp+s (t) — zn,(t)) est 


presque partout convergente. Soit z %) sa somme. C’est une 
fonction mesurable. La série indiquée étant presque partout con- 
vergente, On à Zn,(t)—>ro(t). À fortiori {z,,(t)} converge en 
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mesure vers Zo(t), donc dans l'espace S(7, ©, u), et par suite 
p (Zny» To) —+ (0. 

Nous avons établi la convergence de la suite partielle. Comme 
pour # — oo, on à ny, —oo, l'inégalité p (24, to) < P (Zn. Tn,) + 
+ p (tn, To) implique p (z,, ro) 0, c'est-à-dire x, x, dans 
S (T, ©, u). 

Nous obtenons des cas particuliers importants si pour (7, Z,u) 
nous prenons l'intervalle [a, b] muni de la mesure de Lebesgue ; 
nous désignons alors S (7, Z, u) par S (a, b). Si l’ensemble T — N, 
la tribu Z est l’ensemble de toutes les parties de N et la mesure de 
chaque point de T est égale à l'unité, nous obtenons l’espace s in- 
troduit au $ 3. 

Examinons maintenant le problème de la séparabilité de l’es- 
pace métrique S (7, Z, u). Remarquons préalablement qu'en vertu 
du corollaire du théorème 3, l’ensemble des fonctions mesurables 
à valeurs finies est dense dans S (T, Z, ). 

Sur l’ensemble Z dans lequel nous identifions des ensembles À 
et B tels que À — B (mod. u), définissons une métriaue p, par la 
formule 


Pu (4, B) — p (XA; Xs); À, B,€ 2. 


On dit qu’une mesure u est séparable si elle est o-finie et si l’es- 
pace métrique (Z, p,) est séparable. 


THÉOREME 16. Soit une mesure u o-finie. Une condition nécessaire 
et suffisante pour que l'espace métrique S (T, Z, pu) soit séparable est 
que la mesure u soit séparable. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Supposons que l'espace 
S (T, Z, u) est séparable. Soit l’ensemble H = {41: À € Z} que 
l’on pourra identifier à Z. Les métriques p et p, étant confondues 
sur À et la séparabilité héréditaire dans les espaces métriques (cf. 
4.4), l’ensemble , et donc Z, sont séparables. 

Condition suffisante. Supposons que u est séparable. Soit ©, un 
ensemble dénombrable partout dense dans Z. Considérons l’ensem- 


m 
ble Mi Ÿ r,44,: 41€ 2o, mEN|, où r, sont les nombres ration- 
 "AAAR 


nels. L'ensemble M est visiblement dénombrable. Montrons que M 
est dense dans S(T, Z, u)*). On a déjà signalé que l’ensemble. 
des fonctions à valeurs finies est dense dans S(T, ©, pu); il est 


, m 
*) Dans le cas complexe il faut considérer M=| D (rR + ish) X 4: Ah € Zox 
h=1 : k 
m€N}, où rx et sx sont les nombres rationnels. 
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donc évident que l’ensemble des fonctions à valeurs finies à coef- 
ficients rationnels l’est également. Il suffit donc d'approcher par 
m 


des fonctions de A une fonction de la forme y(t)= Y rrXA, (6), 


où r, sont des rationnels, A4,€ 2. L'ensemble ZX, étant dense 
dans Ÿ, il existe des suites {A%}n-1 (k —1, 2, ...,m) dans À, 
telles que p, (4%, Ax) ——> 0. Alors 


PCX y XA3) Te 0, 
d'où 
M3 TX n(t) ——> y(t)(h), 
k—1 k ni 00 


c.q.f.d. 

Il y a lieu de remarquer que la mesure de Lebesgue est séparable 
sur une partie mesurable quelconque de R”. En effet, si D est une 
partie mesurable de R”, munie de la mesure de Lebesgue, on dési- 
gnera par S (D) l’espace correspondant de fonctions mesurables. Mon- 
trons que S (D) est séparable. 

Supposons d'abord que D est une boule B,, de rayon m et de 
centre 0. Alors B, est un compact métrique. On montrera plus bas 
{voir théorème IV.4.3) que l’espace des fonctions continues C (B,) 
est séparable. La topologie induite sur C (B,,) de S (B,) étant vi- 
siblement plus faible que la topologie usuelle de C (B,,), l'espace 
C (Bh) sera a fortiori séparable pour la topologie induite. Cependant 
en vertu de la remarque qui suit le théorème 13, les fonctions conti- 
nues sont denses dans S (B,,), ce qui prouve la séparabilité de 
S (Bm). Si zES(R"), alors z, () = z(t)x8, () —z(t),VtE 


€ R". Donc Ù S (B») est dense dans S (R"}), et la réunion des 


ensembles dénombrables partout denses de S (B,), étendue à m € N, 
est dense dans S (R'), ce qui prouve la séparabilité de S (R”). Si 
l'ensemble D est arbitraire, alors S (D) est séparable, puisqu'on 
peut l'identifier à un sous-espace de S (R"). 

Achevons ce paragraphe par l'étude des propriétés ordinales 
de l'espace réel S (T, Z, u). 

Ordonnons l’espace réel S (T, Z, u) en posant z<y (x, yE€ 
€ S(T, Z, u)) si x ()< y (+) p-p. 

Soit M un ensemble majoré de S (7, Z, u), c'est-à-dire il existe 
un élément y ES (T, Z, u) tel que z< y, V x € M. Si l’ensemble M 
est dénombrable, il est évident qu'existe x, — sup M dans l’espace 
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ordonné S (7, =, u) et de plus x, est la classe de fonctions équivalen- 
tes contenant la fonction 


z () =sup{r(t):zEM} (ET). (8) 


La fonction zx, (t) dépend du choix des fonctions zx (t) dans les 
classes z € M, mais comme l’ensemble M est dénombrable, nous 
obtiendrons, en vertu de la formule (8), des fonctions équivalentes. 
Si M n’est pas dénombrable, cette définition de sup M est générale- 
ment impossible, car dans ce cas la fonction définie par la formule (5) 
peut s'avérer non mesurable, ou bien si l'on choisit des représen- 
tants zx (t), x € M, différents, on peut obtenir d’après la formule (8) 
deux fonctions mesurables mais non équivalentes. Si, par exemple, À 
est un sous-ensemble non mesurable-Lebesgue de l'intervalle [0,1] 
et M est constitué des fonctions caractéristiques de tous les sous- 
ensembles ponctuels de M, alors zx, (t) = sup {x (t): € M} est 
fonction caractéristique de l’ensemble À et de ce fait n’est pas me- 
surable, cependant sup M est de toute évidence la classe des fonc- 
tions presque partout nulles. 

En vertu de (8) 


sup (z, y) (t) = max (x (é), y ()), inf (z, y) () = min (z (t), y (t)). 
THÉORÈME 17. Soient u une mesure o-finie, M un ensemble non 
vide majoré de S (T, ©, u). Alors 
a) existe ro = Sup M EST, Z, Lu); 


b) existe un sous-ensemble dénombrable {æn) « M tel que sup zx, — 
= sup M. 


DEMOXSTRATION. Prenons une fonction quelconque z, € M et con- 
sidérons l’ensemble M” de toutes les fonctions de la forme sup (x, x’) 
où EE M.Ilest évident que sup M et sup M” doivent exister simul- 
tanément et être égaux. Considérons ensuite l’ensemble M” de tou- 
tes les fonctions de la forme x — x’, où x € M”. Cet ensemble est 
composé de fonctions positives et est majoré. Si nous montrons qu'’e- 
xiste yo — sup M”, alors sup M = zx” + y,. Donc, sans restreindre 
la généralité, on peut dès le départ admettre que l’ensemble M est 
‘composé de fonctions positives et qu'avec les fonctions x,, x, 

… Zp, il contient la fonction z,Vz.\/ ... \/x, 

Posons m (x) = p (x, 0) pour tout xES (T. x? u). La fonction 
ç (À) = À/(1 + À) étant croissante sur [0, + ), l'inégalité 0 < 
< z, < z, entraîne mx) << m Go 

Posons m, = sup {m (zx):z € M} < 1 et trouvons une suite 
{x,} © M telle que m (x,) mo. Quitte à à remplacer chaque x, par 
z, V z:V ..-V x, on peut considérer aussitôt que la suite {z,} est 
croissante. 

Soit zo (t) = sup Ta (£) = lim zx, (t). Comme 4, <y,onazxE€ 
€ S(T, ©, u). D'après le théorème de Lebesgue m (x,) mm (x), 
50996 
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d’où m (2x5) = ms. Si l’on s'assure que x, = sup M, on achève de 
démontrer le théorème 17. 

Il est évident que, si y majore l’ensemble M, alors y > zx,. Reste 
à démontrer que x, est majorant de M. Prenons un élément “quelcon- 
que EM et posons Tn —= SUP (Zn, TZ), Z, = SUP (Go x). Comme 

Zn T To, alors z, fx, Donc m (x,)—m (x). D'après les propriétés 
de l’ensemble M on a x, € M, d'où m (x) < ms. Par ailleurs, x > 
> Z, donc m (x) > m (xo) = mo, d'où m (x) =m,. Par suite 


I ET —)én= 0. 


L'intégrant étant positif, on a x, (t) = zo (t) p.p., ce qui prouve 
que Zzo = Sup M — sup z,. 


COROLLAIRE 1. Soient u une mesure o-finie, M un ensemble de 
S (T7, Z, u) non vide minoré. Alors 

a°) existe zo = INfMES(T, Z,u); 

b') existe un sous-ensemble dénombrable {x,} © M tel que inf x, = 
= inf M. 

Pour prouver ce corollaire il suffit de considérer l’ensemble 
—M={(—-1:z2E€ M}. 

De la démonstration du théorème 17 on déduit sans peine la pro- 
position plus générale suivante. 


COROLLAIRE 2. Si M est un ensemble de S (T, Z, pu) tel que 
sup {x (t): zEM}<o p.p., il existe x, = sup M EST, Z, u). 
De plus, si M est filtrant supérieurement, on peut choisir une suite 
{x} € M telle que zh Î Zo PP. 


La proposition b) du théorème 17 est vraie pour tout ensemble M 
majoré si et seulement si la mesure u est o-finie. La proposition a) est 
valable dans une classe d'espaces mesurés bien plus large 

On dira qu’un espace mesuré (7, Z, u) possède la propriété de 
somme directe si est réalisée la condition suivante. 

I1 n'existe qu'une famille d’ensembles deux à deux disjoints 
Ty € Z, Ou(T:)<<o (EEE), telle que pour tout ÀE€2Z, 
À) < + oo, on peut exhiber un ensemble dénombrable d'indices 

E et un ensemble NV de mesure nulle, tels que À — 


(em 
= U ANTDUN. 
st évident que 


U_ TEE et (TN U Ta =0. 
AT AT 


bu 
ps 
œ° 


Du théorème 17 on déduit sans peine que, si l’espace (T, Z, u) pos- 
sède la propriété de somme directe, la proposition a) du théorème 17 
est satisfaite dans l’espace S (7, Z, pu). 
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REMARQUE. Si la suite z, —zx (1) sur chaque ensemble T4 (E € &), 
alors x, —x (u). 


En effet, si AEZ(u), par définition de {T:} on a A— 
= | (ANT) UN, où u(N)=0 et =, est dénombrable. Comme 


6EZ0 


n(4= Ÿ (ANT:) € oo, 


pour tout ô => 0 il existe un sous-ensemble fini €, € £, tel que 
D (ANT) <6. 


8E=0o =1 


Soit e > O0 quelconque. Si nr est le nombre d'éléments de €,, 
alors pouræ >«,ona 


(HET: Ir () —z(t)|> e}) <ô/n (EEE). 
Donc 


u({tEA:]xre (t) — z()ZE)< à (ET: za (t)— zx (12e) + 


LL 
$€=1 
+, D (ANT) <nô/n +8 = 26. 
1 


EZn = 


CHAPITRE II 


ESPACES VECTORIELS 


$ 1. Définitions fondamentales 


1.1. Un espace vectoriel sur le corps des réels ou des complexes 
est la généralisation naturelle de l’espace euclidien ordinaire. Deux 
opérations algébriques y sont définies: l’addition de vecteurs et la 
multiplication d'un vecteur par un scalaire (un nombre), vérifiant 
certaines conditions. 

Soit “ le corps des réels ou des complexes (le corps des scalaires). 
On dit qu'un ensemble X est un espace vectoriel sur < si pour tout 
couple d'éléments x, y € X est définie leur somme zx + y, élément du 
même ensemble, et pour tous x € X et À € “est défini le produit Àz, 
également élément de X, ces opérations satisfaisant aux axiomes 
suivants: 

1) (+ y) +z= zxz+ (y + z) (associativité); 

2) z+y = y + z (commutativité); 

3) À contient un élément O0 tel que 0-z = 0 pour tout x E X; 

4) (4 +'u)z = Àz + uz, 2 eh secte. 

N va he Liz Xe } (distributivité) ; 

6) (Au)xz = À (ur) (associativité); 

1) 1x = x. 

Si dans un cnsemble X on définit des opérations d’addition et de 
multiplication par un nombre, possédant les propriétés ci-dessus, on 
dit que X est muni d'une structure d'espace vectoriel. On appelle 
espace vectoriel réel un espace vectoriel sur R, et espace vectoriel 
complexe un espace vectoriel sur f. Nous nous servirons du terme 
espace vectoriel lorsque le corps des scalaires n'aura aucune impor- 
tance pour nous (ce sera généralement le cas) ou lorsque cela découle- 
ra du contexte. 

Les espaces C (K}, CO [a, b], S (T, Z, u),s, 1” (T) introduits au 
chapitre I sont des espaces vectoriels si l’on définit la somme de 
deux de leurs éléments comme une fonction égale à la somme des 
fonctions correspondantes, et le produit d’un élément par un nombre 
comme le produit d'une fonction par un nombre. L'élément nul de 
tous ces ensembles sera une fonction identiquement nulle. 
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Un autre exemple d'espace vectoriel est l’ensemble K” de tous 
les vecteurs r-dimensionnels (à coordonnées dans K), les opérations 
d’addition et de multiplication par un nombre de K ayant lieu 
sur les coordonnées. Cet espace vectoriel est le principal objet d'étude 
de l’algèbre linéaire. 

1.2. Signalons les corollaires les plus simples des axiomes 1) à 7) 
(x, y, z désignent ici les éléments d'un même espace vectoriel X et 
A, LE) 

a) z + 0 = x. 

En effet, x + 0 = 1:x + Oz = (1 + 0) zx — 1:z = x (axio- 
mes 3), 4), 7)). 

b) À chaque z est associé un élément unique zx’ tel que x + x” — 
— 0. Plus exactement : x’ — (—1)-z. L'élément x’ est désigné ordi- 
nairement par —zx et appelé symétrique de z. 

D'après ce qui a été indiqué, prenons z' = (—1)-x. En vertu des 
axiomes 3), 4), T)onaz+z =1.xz+(—1):z = (A + (—1)):z = 
— 0:x = 0. S'il existe encore un élément z pour lequel x + x = 0, 
l'associativité et la commutativité de l'addition donnent, compte 
tenu de a) 


z'=2x +0=2 +(z+r = (x +2 +rz— 
= (c+z)+z=0+z=7+0—7. 


c) —(ax) = (—a)-z = a-(—2). 
En effet, 6) et (7) impliquent 
—(az) = (—1)-(ax) = (—a):x = a((—1):2) = à: (—2). 

d) Pour tout couple x, y il existe un élément unique z tel que 
z + y = z; on l'appelle différence des éléments zx et y et on le note 
Z2=Z—7Y. 

Posons z — x + (—y). D'après ce qu'on a démontré plus haut on 
trouve z+y=(r+(—y) +y=z+y+(-y) =2:+0=7z. 
S'il existait encore un élément z satisfaisant à la condition indiquée, 
on aurait 


2=2+0=2+(y+(—y))=(+y)+(—y)=z+(—7y) =. 


e)z=y— z— y =t(. 
En effet, si x = y, on a de toute évidence 


z—y—=z+(—y)=y + (y) = 0. 
Si z — y = 0, alors 
y=y+(z—-y)=y+(-yl+z=rz+0= 7x. 
D A(— y) = Az — y; A —u) x = Àz — px. 
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En vertu de la distributivité de la multiplication et compte tenu 
de b) et c) on a 


Rc—y)=Àlz + (—y)) = x +2 (—y) = Àr + (—y) — 
= Àx — y 


G—p)r=hrz+(-p)z= + (pr) = Az — pr. 
g) À-0 = 0. 
En effet, À:0 — À (0.x) = (À-0) x = 0x = 0. 
h) SiÂr =0et À Æ 0, alors x = 0. 


En effet, x — 1-7 — (+2): = + (Ar) = +0=0. 


1) Si Az = Ày et À Æ 0, alors x = y. 

C'est une conséquence immédiate de h) et de e). 

j) SiÂz =0et zx 0, alors À = 0. 

En effet, si À = 0, en vertu de h) on aurait x = 0. 

k) Si Àx = ur et x 0, alors À = Lu. 

C'est évident. 

Signalons en conclusion que grâce à l’associativité de l’addition, 
on peut, au lieu de la somme (x + y) + z ou la somme x + (y + 2) 
écrire z + y + z (on supprime les parenthèses) et en faire de même 
pour un plus grand nombre de termes. 

1.3. De même que pour les espaces métriques, nous ne ferons pas 
de distinction entre des espaces vectoriels X et YŸ si entre leurs élé- 
ments on peut établir un isomorphisme linéaire, c'est-à-dire une cor- 
respondance biunivoque z ++ y telle que zx, + y, et z; ++ y, impli- 
quent Àt, + Ur: ++ Àyi + Uy. 

Dans cette optique l’ensemble des réels et l’ensemble des points 
d'une droite doivent être considérés comme un même espace vecto- 
riel, ce qui du reste se fait en analyse. 

1.4. Soit X, un ensemble d’un espace vectoriel X, contenant avec 
deux quelconques de ses éléments x et y leur combinaison linéaire 
Az + uy. Dans X, sont donc définies l'addition des éléments et la 
multiplication d'un élément par un nombre, le résultat de ces opé- 
rations étant un élément de X,. L’axiome 3) de l’espace vectoriel 
(0 — 0-x) est satisfait pour X,. Les autres le sont également, puis- 
qu’ils ont lieu dans X. Donc X, est naturellement un espace vecto- 
rie] appelé sous-espace vectoriel de X. (On dira parfois ensemble linéaire.) 

Il est évident que l'intersection d’une famille quelconque d'’en- 
sembles linéaires de X est encore un ensemble linéaire. Donc, si E 
est un ensemble de X, il existe un plus petit ensemble linéaire £ (Æ) 
contenant £. Ce sera l'intersection de tous les ensembles linéaires 
contenant E. L'ensemble Z (E) s'appelle enveloppe linéaire de l’en- 
semble E. 


Il est immédiat que £ (E) est confondu avec l’ensemble L de 
tous les éléments x de la forme x = Az; + Àote + . .. + Antn, 


et 
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OÙ Ty, Los + + +) En eSt une collection quelconque d'éléments de E, 
et Ày, Àoy + + +» Âm des nombres arbitraires. Les éléments x sont appe- 
lés combinaisons linéaires de zx, - .., zh. 

En effet, Z est de toute évidence un ensemble linéaire contenant 
E. Par ailleurs, tout ensemble linéaire contenant Æ£ doit contenir 
toutes les combinaisons linéaires possibles des éléments de £, c'est- 
à-dire L. Donc £ (E) = L. 


On dit que les éléments zx,, z+, . .., z, sont linéairement indé- 
ñn 

pendants si Ni Az, = 0 implique À = À =... —AÀ, = 0. Dans 
k=1 

le cas contraire, les éléments x,, Z:, . . ., Zn sont linéairement dé- 


pendants. Ainsi, par exemple, les éléments x et —zx sont linéaire- 
ment dépendants, puisque 1-x + 1- (—zx) = 0. Si parmi les élé- 
ments Z, . .., In il en existe un qui est nul, ces éléments sont li- 
néairement dépendants. 

On dit qu’un système infini d'éléments est linéairement indépen- 
dant si toute collection finie d'éléments distincts de ce système est 
linéairement indépendante. 

Si les éléments {x:} forment un système linéairement indépen- 
dant, il est clair que l'égalité 

a n 
à Ang, — à HRT:, 
implique 
Âr = Ur (k=1,2,...,n). 


Un exemple de système linéairement indépendant dans l'espace 
C Ia, bl est le système {z,} (x, (t) = t"). 

On dit qu’un système linéairement indépendant {x} est une 
base algébrique d’un espace vectoriel X si £ ({xz:}) = X. Donc, tout 
élément x € X peut être représenté sous la forme d'une combinaison 
linéaire d'éléments d'une base algébrique et ce de façon unique, 
ainsi qu'il résulte de ce qui a été dit plus haut. 

De ce point de vue les plus simples de tous les espaces vectoriels 
sont ceux qui possèdent une base algébrique finie. De tels espaces 
sont dits finidimensionnels et le nombre des éléments constituant une 
base, dimension de cet espace. On montre sans peine que la dimension 
d’un espace vectoriel est un invariant de cet espace, c'est-à-dire ne 
dépend pas du choix de la base algébrique. 

Soit X un espace vectoriel de dimension nr finie. On a vu que cha- 
que élément x € X peut être représenté de façon unique sous la for- 
me z = Mn +... + Antn, OÙ M, - +, ZA est une base algébri- 
que. En associant à un élément zx le vecteur z € K” de coordonnées 
(A1, Ào, - + -) Ân) nous établissons une correspondance biunivoque 


entre X et K” qui est un isomorphisme linéaire puisque z —- x et 
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y+—+ y impliquent Àz + uy <> Àz + uy. D'après la remarque pré- 
cédente nous pouvons identifier les espaces X et K” et considérer 
ainsi X comme ensemble de vecteurs de dimension n. 

Pour cette raison les éléments de tout espace vectoriel sont appe- 
lés vecteurs. 

1.5. Dans la suite, nous aurons besoin des notations 


VrEX@e VECX, z+E={r+y:uyerE)}; 
VE, Cet VE CX, EE, +E;, = {12+y:z2€CE,, y€CE:}; 
VicEKet VESX,2AE = {iz: CE}. 


On remarquera que d'une façon générale £ + E  2£E, mais que 
2EGE+E. 

1.6. Définissons quelques opérations permettant de construire 
des espaces vectoriels d’après un espace donné. 

On dit qu’un espace vectoriel X est somme directe algébrique des 
espaces vectoriels X, et X, si X, et X, sont des sous-espaces vectoriels 
de X et tout zx E X est représentable de façon unique sous la forme 
T = Xi + Te, OÙ M € X1, Ta € À. 

Si X, et X, sont des espaces vectoriels (sur le corps K), leur pro- 
duit direct X — X, X X, est un espace vectoriel si les opérations y 
sont définies par les égalités 


(Zi, Le) + (Vas Ya) = (1 + Yas Ze + Ya), 
À (fs Ze) = (ts, Ami). 


Soient X un espace vectoriel, X, un sous-espace de X. Groupons les 
éléments de X en classes en rapportant deux éléments x’ et x” dans 
une même classe si zx’ — zx” € X,. Il est évident que des classes dis- 
tinctes ne peuvent renfermer d'éléments communs et chaque élément 
z E X appartient à une (et par conséquent à une seule) classe. Soit z 
une de ces classes et x € x. De la définition il résulte que zx = z + X,. 
Inversement, l’ensemble de la forme x + X, est une classe, plus 
exactement la classe contenant l'élément x. 

On peut munir l’ensemble X/X, de toutes les classes des opéra- 
tions algébriques en posant 


z+y=z+y+Xo Az=z+Xo 
(z, yEX/Xo, zEx, yEy). 


On vérifie sans peine que ces définitions ne dépendent pas du 


choix des représentants zx, y des classes x, y. D'après les définitions 
données, X/X, devient un espace vectoriel que nous appellerons 
espace quotient, le zéro de cet espace étant visiblement la classe ren- 
fermant le zéro de X, c’est-à-dire le sous-espace X,. 
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$ 2. Opérateurs et fonctionnelles linéaires 


2.1. Soient X, Y des espaces vectoriels sur K. On dit qu'une 
application U : X > Ÿ est une application linéaire ou un opérateur 


linéaire si 
U (zx + uy) = AU (x) + uU (y), 


VA, VLEK et Vz, Vy EX. L'ensemble de toutes les applications 
linéaires de X dans YŸ, noté L (X, Y), est un espace vectoriel si nous 
y définissons les opérations algébriques de la manière suivante. 

Soient U,, U, E L(X, Y). Par définition, U = U, + U, est un 
opérateur de X dans Y: 


Ur) =U,(z) + U:(r) (GE X). (1) 
De _ toute évidence VUEL(X, Y). Si UEL(X, Y GE, 
alors U — AU se définit comme: 


U (2) =AU (x) (zxEX). (2) 


De toute évidence U € L (X, Y). On laisse au lecteur le soin de 
vérifier qu'avec une telle définition des opérations algébriques, 
L (X, Y) est un espace vectoriel sur K. A noter seulement que le 
zéro de L (X, YŸ) sera l’application identiquement nulle U, —=0: 


U ()=0 GE X). 


Signalons que pour tout U € L (X, Y)ona U (0) = 0et U (—z) — 
— —Ù (x) (x € X). On appelle noyau d’une application U € L (X, Y) 
l'ensemble Ker U = U”! (0), qui, manifestement, est un sous-espace 
vectoriel de X. On voit sans peine que l’application U est bijective si 
et seulement si Ker U = {0}. 

On appelle isomorphisme linéaire de X sur Y une application 
bijective linéaire U: X —+ Y. Les espaces X et Y sont alors dits 
linéairement isomorphes (cette définition est compatible de toute évi- 
dence avec le n° 1.3). 

Une application linéaire f d’un espace vectoriel X dans le corps 
des scalaires K est appelée forme linéaire ou fonctionnelle linéaire. 

2.2. Jusqu'à maintenant notre exposé était valable pour les 
espaces vectoriels aussi bien réels que complexes. Le théorème de 
Hahn-Banach que nous démontrerons plus bas, et la théorie des opé- 
rateurs impliquent un appareil auxiliaire pour le cas complexe. 

Soit X un espace vectoriel quelconque. Les formules (1) et (2) 
munissent l’ensemble des fonctionnelles linéaires d’une structure 
d'espace vectoriel ZL (X, K). Cependant dans le cas d’un espace com- 
plexe X on définira le produit d’une fonctionnelle f par un nombre 
complexe À à l’aide de la formule 


AP) (2) = M (x) (x EX) *). (3) 


*) Ici et dans la suite À est conjugué complexe de À. 
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Si À ER, on obtient la formule (2). Il est aisé de voir qu'avec 
une telle définition des opérations algébriques, Z (X, <) est un 
espace vectoriel que nous appellerons dual algébrique de X et dési- 
gnerons par X*. 

REMARQUE. Si les opérateurs ne sont pas des fonctionnelles, la 
formule usuelle (2) est valable dans le cas complexe aussi. 

Soit X un espace vectoriel complexe. Si dans X nous conservons 
l'opération d’addition précédente et considérons que la multipli- 
cation par un scalaire n'est définie que dans le cas de scalaires réels 
et ce, de la manière habituelle, on obtient un espace vectoriel réel 
X8R associé à X. On appelle fonctionnelle linéaire réelle sur X une 
fonctionnelle linéaire sur Xe. 

Soit f une fonctionnelle linéaire sur X. Considérons la fonction- 
nelle définie sur Xg comme suit: 


p (x) = Ref(x) (x E€ X). (4) 
Il est immédiat de vérifier que y est une fonctionnelle linéaire 
réelle. En effet, six, €X; À, ER, alors 
@ (ar, + uz.) = Re f (x + uze) = Re [Af (x) + uf (x2)l = 
= ÀRe f (4) + Re f (x) = Àp (x) + up (2). 
Montrons que pour tout x € X: 


Î (x) = p (2) — ie (ix), (5) 
où à est l'unité imaginaire. En effet, 
f (x) = Ref (2) + ilmf (x) = Ref (x) — iRe if (x) = 
= Re f (x) — iRef (iz) = p (x) — ip (ëx). 


Ainsi nous avons obtenu la représentation (2) pour la fonction- 
nelle f sur X. Inversement, si @ est une fonctionnelle linéaire réelle 
sur X, alors jf, définie avec la formule (5), est une fonctionnelle liné- 
aire sur X, et de plus on a la relation (4) (la vérification est laissée au 
lecteur). 

2.3. Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un ensemble linéaire H 
de X est un hypersous-espace si H =£ X et si existe x, € X tel que 
X = £ (H, x). 


LEMNME 1. Soient X un espace vectoriel, H un hypersous-espace dans 
X et x, E XX H. Alors tout élément x € X se représente de façon unique 
sous la forme x = À +h,oùkEK,hkEeEH. 


DEMONSTRATION. Par définition de l’hypersous-espace il existe 
un 4 EX pour lequel X—=Æ£(H, x,). Donc x, = to + ik +... 


nn, où LA EH Ain). Si h= N jh, alors A EH et 
i=1 
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Zi = ÀoTo + ho, A 0, puisque x, H. Pour rEX quelconque il 
existe E K et RE H, tels que 


T=Uto+hk=p He +h = + (rh) . 


Comme À — (u/À,) ho € H, ceci est la représentation cherchée. 
Montrons qu'elle est unique. Soit z = Àx, + h = uzx, + g(h,g € H). 
Alors (Â— u)x, =g—hEH, mais m 6H, d'où À = pu, et par 
suite À = g. 

Le lemme { entraîne que, si X, € X contient H, alors X, = H 
ou X. 

On appelle kyperplan d'un espace vectoriel X tout ensemble de la 
forme z + H, où x € X et H est un hypersous-espace. Les théorèmes 
suivants montrent que les hyperplans sont étroitement liés aux fonc- 
tionnelles linéaires. 


THÉOREME 1. Soit f une fonctionnelle linéaire non identiquement 
nulle sur un espace vectoriel X. Alors 

1) H = jf”! (0) est un hypersous-espace : 

2) pour tout ÀEK on a f'T (À) = x; + H, où f (xx) = À. 


D£MONSTRATION. 4) Soit x, E X, tel que f (xs) = A0 0. Pour 
tout EX on a 


T = TE 0 + (2 — LE x). 


Alors l'élément k=z—{Ælz€H. En effet, f(k)=f()— 
lo 


—1@ ——— f (2x0) =0, d'où kEÇH et rx — LE zo+h, c'est-à-dire H est 
un ho persous- espace. 


2) Si z1 — ze alors f (z:) = À, c'est-à-dire il existe de tels 
0 


za. Soit za un élément quelconque tel que f (z1) = À. Si y E fr! (à), 

alors f (y) = ÀAety = z1 + (y — Ti). Il est évident que y — z1 € H, 

d'où y Ez:1 + H. Inversement, si 2€ zx; + H, alors z = x + 

+ h (h E H), d'où f (2) — À et zE ff"! (À). Par conséquent, f-! (À) = 
H. 


THÉOREME 2. Soit H un hypersous-espace dans un espace vectoriel 
X, méH,À\-ZÆ0. Il existe alors une fonctionnelle linéaire unique 
sur X telle que 

1) f7" (0) = F'; 

2) f (&o) = À. 


DEMONSTRATION. H étant un hypersous-espace, en vertu du lemme 1 
tout zx E X admet la représentation unique x = ux, + h (h € AH. 
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Posons f (x) = À. Vérifions que f est une fonctionnelle linéaire. 
Siy=pzo +h' (k€ H), alors z + y = (u + n°) zo + (h + h"), 
d'où f(x+y)={(u+u)À =f(xz) +f(y). Six EEK, alors ar — 
= auz, + œh, d'où f (ar) = auÀ = af (x). 

Comme x, = 1-2, + 0, on a f (to) = À. Pour x € H, on a x — 
= 0-2, + z, d'où f (x) = 0Oet par suite f-! (0) = H. Vu que À Æ O0, 
on a f = 0 sur X. En vertu du théorème 1, f-! (0) est un hypersous- 
espace. Il s'ensuit, en vertu de la remarque consécutive à la démons- 
tration du lemme 1, que f-! (0) = XH. 

Prouvons que la fonctionnelle f est unique. Supposons qu'une 
fonctionnelle linéaire g vérifie 1) et 2). Pour tout x = uxz, + kh 


REH),ona 
g (2) = g (uxo + h) = pg (to) + g (h) = pA = j (2). 


COROLLAIRE. Si f et g sont des fonctionnelles linéaires sur un espace 
vectoriel X et f-! (0) = g-! (0), il existe a E K, tel que g = af. 


DEMONSTRATION. Si f-1 (0) = g-! (0)=X, on a f — g= 0. Sup- 
posons que f-1 (0) = g-! (0) — A est un hypersous-espace. Soit 
to E H. Alors f(x) =À1#0, gx) =u#0. Si « — u/À, alors 
g" (0) =, (af)" (0) = À, 8 (x) = u, (af) (xo) = hu. La pro- 
priété d’unicité du théorème 2 donne g = af. 

On peut grouper les théorèmes 1, 2 et le corollaire du théorème 2 
dans la proposition suivante. 


THÉOREME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous- 
ensemble M © X soit un hyperplan est que M = {zE X:f(x) = à} 
pour un À € K et une fonctionnelle f linéaire non nulle sur X. Ceci 
étant, f et À sont définies par H au facteur commun u près, u EK, 

Æ (0. 
F Arrêtons-nous en conclusion sur les liens qui relient les cas réels 
et complexes. 

Soient X un espace vectoriel complexe, XR l’espace vectoriel réel 
associé à X. Un hyperplan réel de X est un hyperplan de XR. Il est 
aisé de voir qu’un hyperplan M est réel si et seulement si M — 
= {xEX: f(x) = A}, où À ER et f est une fonctionnelle linéaire 
réelle sur X. 


LEMME 2. Soit X un espace vectoriel complexe. Si M est un hyper- 
sous-espace réel de X, alors M f\ (iM) est un hypersous-espace de 
X. Tout hyperplan de X est l'intersection de deux hyperplans réels dé- 
finis de façon unique. 


DEMONSTRATION. Si M est un hypersous-espace réel, alors M — 
= {x: g (x) = 0}, où g est une fonctionnelle linéaire réelle. Pour 
f(x) = g(x)— ig (ir) on a MN (M = {z: f(2) =0} dou mn 
N (iM) est un hypersous-espace. 
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Si H est un hyperplan, alors H = {x: f(x) =À +iu},oük.uEe 
ER, et f est une fonctionnelle linéaire. Si g (x) = Re f (x), alors 
H = {z: gx) =À}N {z: g (ir) = —u}. 


$ 3. Ensembles convexes et semi-normes 


3.1. Soit X un espace vectoriel. On dit qu’un ensemble E € X 
est convexe si avec tout couple d'éléments x, y il contient les éléments 
de la forme Àx + (1 — À)y (0 << À < 1). Cette notion admet la 
même signification géométrique que dans le plan, c’est-à-dire l’en- 
semble E contient avec deux quelconques de ses points zx, y, l’in- 
tervalle {x + —à)y: OLA 1} tout entier qui les joint. On 
dit qu'un ensemble E & X est équilibré si pour tout ré E et À EK, 
tel que | À | < 1, on a ÀÂx EE. On dit qu'un ensemble E € X est 
absolument convexe si pour un couple quelconque zx, y € CEet VrE*, 
VLE*, tels que |ÀA|+Iu|<1,onarz+uyeE 

Citons quelques corollaires simples de ces définitions. 

a) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble ÆE 
soit absolument convexe est qu'il soit à la fois convexe et équilibré. 

En effet, il est évident qu’un ensemble absolument convexe est 
convexe et équilibré. Inversement, supposons que E est un ensemble 
convexe équilibré, x, yEEet|A|+|u|<1.SiA —Oouu —0, 
alors de toute évidence Àx + uy € E. Si par contre À 0 et u -£0, 
alors 


_H_ VA, ul 
FT TTTEE SITUÉE À in Eu =? 
par suite 
— RL EE 
ke ay (A + lu) (er er À peer er) CE 


b) Si E, et E, sont des ensembles convexes dans X, À € K, alors 
les ensembles Æ, + E, et ÀE, sont convexes. La même proposition 
a lieu si l’on remplace la convexité par la convexité absolue. 

c) Si E est un ensemble absolument convexe non vide, alors 
OEE,etsi|A|<|ul|, alors EC LE. 

La démonstration élémentaire des propositions b) et c)est laissée 
au lecteur. 

Si E est une partie non vide de X, l’ensemble de toutes les com- 
binaisons linéaires finies ZA;x;, où A1 >0, ZA; — 1 et tous les 
z CE, est appelé eriveloppe convexe de l'ensemble E et noté co (E). 
J1 est évident que co (£) est le plus petit ensemble convexe contenant 
E: L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies DAyz;, où 


Sir l<iet tous les x, € E, est appelé enveloppe absolument con- 
vexe de l’ ensemble E et noté abs co (E). Il est évident que abs co (&) 
est le plus petit ensemble absolument convexe contenant E. 
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Dans un espace vectoriel X, on dit qu’un ensemble E est absor- 
bant si pour tout x € X il existe À >> 0 tel que z € LE pour tous les 
u, |u | > À. La signification géométrique de cette propriété est la 
suivante : toute demi-droite issue de 0 contient un intervalle d’ex- 
trémité O entièrement compris dans ÆE. D'après c), si E est absolu- 
ment convexe il sera absorbant si et seulement si pour tout x € X 
existe un À > 0 tel quex E ÀËE, c'est-à-dire si X — U ÀE et même 

50 


(toujours d'après c)) si X — 1 nE. 

3.2. Soit X un espace vectoriel. On dit qu'une fonction préelle, 
définie sur X, est semi-additive, si pour un couple quelconque d'élé- 
ments æ, Z: € X 

P (& + Ze) < p (1) + P (ts), 
positivement homogène, si pour À > 0 
Pp (x) = Àp (x), 
homogène, si pour tout À 
px) = |A lp (x). 


On appelle sous-norme une fonction semi-additive, positivement 
homogène. On appelle semi-norme une sous-norme p homogène. Voici 
quelques propriétés des fonctions introduites. 

a) p (0) —0 pour toute sous-norme p. 


b) Si p est une semi-norme, alors p (x) > 0 pour tout xE€ X. 
Ceci découle de la relation 


0 =p(0) =p(z+(—-z)< p (2) + p(—zx) = 2p (à). 
c) Si p est une semi-norme, alors 
IP) —pUY)I<Pp(œ— y). 
En effet, la semi-additivité de p entraine 


Pa) =pa-y+y)<p(z—y) + p (y). 


En permutant x et yet en utilisant le fait que p (x — y) = p (y — x), 
on obtient ce qu'on voulait. 


c') Si p est une sous-norme, on obtient de façon analogue 


| p (x) — p (y) | < max (p (x — y), p (y — x). 


D'après a), pour toute semi-norme on a p (0) — 0, mais il peut 
arriver que p(r) = 0 pour z 0. On appelle norme une semi-norme 
pour laquelle p (x) — 0 entraîne x = 0. 

Le lemme suivant décrit le lien existant entre les classes de fonc- 
tions introduites et les ensembles convexes. 
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LEMME 1. 1) Soit p une sous-norme positive. Alors pour tout À > 0 
les ensembles {x: p (x) << À} et {x: p (x) L À} ‘ont convexes et absor- 
bants. Si p est une semi-norme, ces ensembles sont absolument convexes. 

2) À tout ensemble absorbant convexe U € X est associée une sous- 


norme positive pu appelée fonctionnelle de Minkowski (de l'ensemble U) 
et définie par 


pu (x) =inf {hi:14>0, zEAUY, 
et de plus 


{z: pu (x) 1} UE {z: pu (a) 1}. (1) 


Si, par ailleurs, U est absolument convexe, alors pu est une semi- 
norme. 


DEMONSTRATION. 1) Nous montrerons seulement que l’ensemble 
E, = {z: p (x) < À} est absorbant et nous laisserons au lecteur la 
vérification élémentaire des autres assertions. Si m — max (p (x), 

p (—2)), alors pour |[u|>(m<+1)/Aona 
p (z/u) =1/|u]p (sign ur) < V(m + 1) p (sign px) < À *), 


d'où zEuE,. Donc E; est un ensemble absorbant. 

2) L’ensemile Ü étant absorbant, on a pu (x) < +. Il est 
évident que pu (0) = 0. Donc, dans la vérification de l’homogénéité 
positive on peut admettre que À => 0. Vu que Àzx € uU si et seule- 
ment si x E (u/À) U, il vient 


Pu (x) = inf {u > 0: Ar EuU} —XÀ inf {(U/A): u > 0, 
z E( A)U} = pu (x). 


Si U est absolument convexe, alors du fait qu'il est équilibré 
Àx E uU si et seulement si x € (u/| À |) U, d'où 


pu (x) = inf {pu > 0: Ar EU} =]Alinf {WA D): > 0, 
zE(WIA DU} = IA lput@). 


Il nous reste à vérifier la semi-additivité de py. Soit x, y € X; 
£ > 0. Il existe À, u >> 0 tels que 


Pu (x) <À < pu (x) + E, PuY)<h<pu(y)+e, 
d’où x, y/u € U. En vertu de la convexité de l’ensemble U, on a 
Re = er À tr 
Pu(zT+y)<Ak+u< pu(z) + pu y) + 2e. 


d'où 


Iul/x pour u 0, 


" SipeC, alors sign = O0 pour p—0 


80 ESPACES VECTORIELS (CH. I 


Il s'ensuit que Pu {zx + y) < Pu (x) + Pu (y), puisque € est 
arbitraire. 1) est évident. Ceci achève la démonstration du lemme 1. 


$ 4. Théorème de Habhn-Banach 


4.1. Dans ce paragraphe on se propose d'exposer la forme analy- 
tique du théorème de Hahn-Banach (voir Banach) de prolongement 
d'une fonctionnelle continue *). Ce théorème connaît d'innombrables 
applications en théorie des espaces topologiques vectoriels et normés 
et dans leurs applications. 


THÉOREME 1 (forme analytique du théorème de Hahn-Banach). 
Soit donnée dans un espace vectoriel réel X une sous-norme p. 


Soit fo une fonctionnelle linéaire définie sur un sous-espace vecto- 
riel X, € X, telle que 


f&)<P(x) (zE Xo). (1) 


[l'existe alors une fonctionnelle linéaire f définie sur X tout entier 
confondue avec f, sur X, et vérifiant sur X la condition 


fG&)<P() EX). (2) 


DÉMONSTRATION. Nous allons prouver l'existence de la fonction 
nelle cherchée f à l’aide du lemme de Zorn. Pour utiliser ce dernie- 
nous considérons l’ensemble ‘J de tous les couples (L, g) vérifian 
les conditions suivantes: 

1) Z est un ensemble linéaire de X, L = X,; 

2) g est une fonctionnelle linéaire sur L, prolongement de fo; 

3) g(xz) < p (x) pour tout x € L. 

L'ensemble M n'est pas- vide, puisque (X,, fo) € M. Ordonnons 
J# en posant (L,, g,) < (L:, g:) si L, = L, et g, est le prolongement 
de 91. 

Montrons que l’ensemble ordonné WW vérifie les conditions du lem- 
me de Zorn et par conséquent contient un élément maximal. Soit 
S%%, un sous-ensemble totalement ordonné de M. Soit L, — 
_:[] {L: (L, g) E Mo}. Montrons que Z, est un ensemble linéaire. 
Si x, y € Lo, par définition de Z, il existe des ensembles L,, L, tels 
que xEL;, yE L, et (L;, g;), (L:, ge) E Mo. L'ensemble 9}, étant 
totalement ordonné, les éléments (Z,, g,) et (L,, g.) sont compara- 
bles. Supposons pour fixer les idées que (Z,, g;) > (L:, g<). Alors 
L1 = L,. donc zx, y € L;, d'où Àr + ay EL, € L, pour tous les À, 
u ER. Tout élément x E L, appartient à un ensemble L tel que 
(L, g) E Mo. Posons go (x) = g (x). Si donc l'on définit g, (x) pour 
tous les z € L, comme plus haut, notre définition est correcte et go 


*) On rappelle qu'une fonction f définie sur X est le prolongement d'une 
fonction f, définie sur une partie X, de X si far) = f(x), VrE X,. 
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est une fonctionnelle linéaire sur L,;. Il est évident que (Lo, £o) L 
€ M et que (Lo, £o) est un majorant pour l’ensemble M. D'après 
le lemme de Zorn, WW contient un élément maximal (Lmax, fmax)- 


Si nous montrons que Lmax = X. la fonctionnelle fn: sera de toute 
évidence la fonctionnelle cherchée. : 


Supposons par absurde que Lmax = X. Si nous montrons que 
pour tout (L, g) EM tel que tLÉéL, il existe (L;, g,) E M, où 
L, est l'enveloppe linéaire de l’ensemble L et de l'élément x,, alors 
nous contredirons le fait que Lmax est maximal, ce qui prouvera 
notre théorème. On peut donc considérer que X est une extension 
élémentaire de X,, c'est-à-dire considérer que chaque élément x € X 
peut être représenté sous la forme 


z =)tzo + z (x EX). (3) 
Si zx’, x” E Xo, en vertu de (1) on trouve 
fo (x) + fo (à) = fo & +2) < p ((&o + 2) + (—zo + 2) K 
LP (zo+z) + p(—x0 + x), 


d’où 
fo (2) — p (—2o + 2) < —fo (x) + P (xo + +’), 
et puisque x’ et zx” sont arbitraires 


A= Sup [fo (x) — P(—2%o HT inf [— fo (x) + (&o + 2°)] = B 


Soit 4 < to < PB. Définissons sur X la fonctionnelle f 
Î (z) = Mo + fo (x) ( = to + 2’, x € X0). 


Il est clair que f est une fonctionnelle additive et homogène et de 
plus f est le prolongement de f,. Prouvons (2). On admettra que À 0 
dans la représentation (3). Suppons que À > 0. Alors 


(2) = ho + fo (2) LAB + fo (r) SA] — fo (5) + p(c+ 5) [+ 


+ fo (2) = — fo (2°) + P (ixo +2”) + fo (x) = p (x). 


On traite de même le cas À << 0 (en utilisant l’inégalité 4, > À). 
Le théorème est démontré. 


CoROLLAIRE. Si une fonctionnelle p vérifie les conditions du théorè- 
me. il existe une fonctionnelle additive et homogène f définie sur X et 


telle que : 
fG) <P(G), zEX. - (4) 


Pour s'assurer que cette assertion est vraie, il suffit de considérer 


sur X, — {0} la fonctionnelle fo (fo (0) — 0), et ensuité Jui Appiquer 
le théorème. . !: 


6—0996 
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Remarquons que f vérifie la relation 
—P (—2) <f() < p (à). (5) 
En effet, (4) entraîne 
f (@) = —f(—2) 2 —p (—2). 


Pour construire l'extension élémentaire, nous avons utilisé le 
fait que la fonctionnelle f est réelle. Dans les espaces complexes le 
théorème de Hahn-Banach est valable, mais dans une forme un peu 
moins générale. 


THÉOREME 2. Soient p une semi-norme dans un espace vectoriel quel- 
conque X, f, une fonctionnelle linéaire définie sur un sous-espace X,€ X, 


telle que 
If) I<P() (EX). (6) 


IL existe alors une fonctionnelle linéaire f, définie sur X tout entier, 
confondue avec f, sur X, et telle que 


If@I<P(G&) GEX). (7) 


DEÉMOXSTRATION. Si X est un espace vectoriel réel, le théorème 
découle du corollaire du théorème 1 et de l'inégalité (5). 

Soit X un espace vectoriel complexe. Si XR est l'espace vectoriel 
réel associé à X, alors (Xo)Rr est un sous-espace vectoriel de XRr. En 
posant Po (zx) = Re fo (x) (x EX), on obtient la fonctionnelle liné- 
aire réelle ®, sur (Xo)r, et de plus, en vertu de la formule (2) $ 2, 
pour tout xE X,, on a 


fo (&) = Po (&) — ipo (iz). (8) 


En vertu de (6) on a 1|@o (x) | = | Re fo @) 1 | fo @) | < 
< p (x) pour x E X,. On a déjà démontré qu'il existe une fonction- 
nelle réelle ® sur X, prolongement de , à X, telle que 


px) | Sp (x) (x E À). (9) 


Posons f (x) — @ (x) — ip (x) pour tout zx E X. On a signalé au 
$ 2 que f est une fonctionnelle linéaire sur X et de plus Re f (x) — 
— p (x) (x EX). D'où, en vertu de (8), il vient que f est le prolonge- 
ment de f,. Reste à vérifier l'inégalité (7). 

Pour tout x EX il existe 0€ R tel que 


ef (x) =|f (21 >0. 


Donc f (eï%x) —eï®f (x) est réelle, d’où f (ei9x) = p (ei°x). De (9) 
on déduit maintenant 


IF (I = 0j (x) = f (9x) = 9 (ei82)  p (ei9z) = ei9[p (x) = p (x), 


ce qui démontre (7). 


$ 4] THEOREME DE HAHN-BANACH 84 


4.2. Le théorème 1 trouve une application élégante en théorie de l’inté- 
grale et en théorie de la mesure *). 
Posons le problème suivant: associer à chaque fonction x (t) périodique 
(de période 1) bornée réelle une « intégrale » étendue à l'intervalle [0, 1], c’est- 
1 
à-dire le nombre ET dt, tel que: 
0 


1 1 1 
0 (ient+Be(widse [atats (za (a BR): 
0 0 0 


2) si z(t) >0 dans [0. 1}, alors | x(t)dt >0; 


Ct—z CS 


1 


3) | z(t+t)dt= | z(t)dt (t, est un réel arbitraire); 


0 
1 
4) | z2U—t)dt= | z(t)dt : 
(a) 
5) si z,(t) = 1, alors | zo(t)dt=1. 
û 
THÉORÈME 3. Le problème posé admet au moins une solution. 


DÉMONSTRATION. Appelons M l’ensemble de toutes les fonctions bornées 
périodiques (de période 1). 11 est clair que M est un espace vectoriel. 
Soient x € M et @y, Ge, + - -, Œn une collection de nombres réels. Posons 


. 


VA 3 


z(t+x) 


1 
ñn(z; (e ÊTES Uos .. Un) = sup — 
—o<t<co n 


7 
Ï 


et | 
p(x)= inf r(r; a, @e, ..., &n), 


où la borne inférieure est considérée sur toutes les collections finies de nombres 
Œye Ge + - + Gn. Montrons que p satisfait aux conditions du théorème 1. IL 
est évident qu'il faut démontrer seulement la semi-additivité de 

Soient @y, os + + «s Em €t B1s Be, - - + Pn des collections de nombres telles 
que (71; Œps Mes + + + )<p{r) T+ectn(re; Bi Be . . + Bn) << p (re) + 
+ e. Posons Yj, x = &;j + B,. On a d’une part 


P(rit re) NTI To Vase Visas ces Ym, n)e (10) 
Et de l’autre | . 
4 , 
A(Zit Ze; Visio Vas os eos Ÿm, n)= sup > [za (+ V5, 8) + 


—0<f<o : 
JR 


1 1 
en sup 2 ra sup D a+ 


j, i,Rk 
*) Voir Banach. 
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n n m m nr 
<+ D su— D (+ Ba + as) ++ D, sup L D talt+a;+Ba)= 
Rmi jJ=1 Ji Rkasi 


= NH (215 Qi or ce - Em) FN (Zas Pis Pos © + Bm) << 
< Pp (x) + p (z2) + 2e. 
En combinant avec (10), et compte tenu du fait que & est arbitraire, on obtient 
P(rn+z:)< p (a) + P (2). 

Soit f la fonctionnelle dont l'existence est affirmée par le corollaire du 
théorème 1. Si z (t) > 0, alors p (x) > 0, p (—r) << 0, d'où f (x) > 0 en vertu de 
(5). Si d'autre part on pose z'(t) = x (ft + t5) — x (t), alors en prenant a; = 
= (k—1)t (k = 1, 2,..., n +1), on obtient 


p(r')<Sn(z"; Aus Ge, -.., Ans1) = 


1 
ait L Ne D [x (+ (2 +1) to) —2 (1)] pue 0. 


Donc p (r') << 0 et de açon analogue p (—zx’) << 0. D'où f (z’) = 0 toujours 
en vertu de (5). 


En. si zo(t) ms 1, alors de toute évidence p (ro) = 1, p (—zx0) = —1 
et f(xzo) = 1. 
Pour achever la démonstration du théorème il suffit de poser 
si ; 
frod=Ha+ El GU=:4—0. (11) 
‘0 


REMARQUE. On démontre facilement que l'intégrale construite est confondue 
avec l'intégrale de Riemann toutes les fois que cette dernière existe. D'une 
façon générale, on ne peut pas en dire autant pour l'intégrale de Lebesgue. Ce- 
pendant, on peut choisir la fonctionnelle f de telle sorte que l'intégrale (11) 
soit confondue avec l'intégrale de Lebesgue pour toute fonction mesurable. 

Il est possible de construire la mesure généralisée pour des ensembles de 
l'intervalle Es = [0, 1] à l’aide de l'intégrale généralisée (11). Plus exactement 
on a le 


THÉORÈÊME 4. À chaque ensemble e © Eo = 10, 1] on peut associer un nombre 
u'(e), « mesure » de l'ensemble e, tel que soient réalisées les conditions: 

1)p(a Ue)=u(e)+h(e) si añe—= dd; 

2) u (e)> 0: 

3) st e, et e, sont congrus, alors ph (e1) = pu (e2); 

4) pi (Ëo) =1. | 


DÉMONSTRATION. Soit Xe (t) la fonction caractéristique d’un ensemble e € 
& E,. Si l’on pose 


u(e)= | Xe (t) dt, 


Oz 


alors on déduit sans peine les propriétés 1) à 4) à partir des propriétés de l'inté- 
grale généralisée. 
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REMARQUE. La mesure généralisée satisfaisant aux conditions 1) à 4) peut 
être définie aussi pour tous les sous-ensembles du carré [0, 1 ; 0, 1]. Il y a lieu 
toutefois de noter que ce problème ne possède pas de solution *) pour un cube 
à trois dimensions. 

4.3. De même qu’on a défini l'intégrale généralisée, de même on peut 
définir une limite généralisée pour toute suite bornée. 

Considérons l'espace vectoriel 1” des suites réelles bornées. Soit r — 


= (E,, E2 ...) EI. Posons 


k 
—— 
an(s; ma ne, .., np)= im = S , 
(z; ny, ne np) ne k 2 En+n, 
J={ 
p(r)= inf x (r; ni, los : - ., np) 


où l’infimum est pris sur toutes les collections d’entiers naturels n,, n°, ... 
. 7 Pipe . L . k 

Comme dans la démonstration du théorème 3, on peut établir que p est une 
sous-norme. Par suite, il existe une fonctionnelle linéaire f, vérifiant la conûdi- 
tion (5). Si l’on pose 


Lim En =/f (x), 
n 00 
un raisonnement analogue à celui de la démonstration du théorème 3 nous per- 
met d'établir les propriétés suivantes de la fonctionnelle trouvée : 
1) Lim {aë”, +BE°]= 0 Lim E° +6 Lim E° ; 
no n—oœo f— 00 
2) Lim En>0siïn>0 (n#—=1, 2, ...); 
7 — 00 
3) Lim En: = Lim En; 
ft — 00 N-œ0 


4) Lim (0) — 4 si AZ | (n=1, 2, ...); 
n — 00 


5) lim Eh < Lim £, < lim £n. 


n — 00 n—-00 n +00 
De toute évidence la dernière relation montre que si existe lim Eh, on 
doit avoir Lim En — lim Eh. 11 semble naturel, eu égard aux quatre autres 
ne Hd + . 
propriétés du nombre Lim Eh, d'appeler ce dernier limite généralisée (de 
fn — 00 


Banach) de la suite {E,}. 


*) Voir la démonstration dans I. Natanson, Théorie des fonctions de 
variable réelle. 


CHAPITRE NII 


ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 


La plupart des espaces vectoriels étudiés sont munis d'une con- 
vergence « naturelle » qui définit une topologie compatible avec les 
opérations algébriques. Dans le cadre de cet ouvrage nous nous inté- 
ressons en premier lieu au cas où cette topologie peut être définie à 
l’aide d’une norme, c'est-à-dire lorsque l'espace envisagé est normé. 
Cependant, nous considérons au début un cas plus général d'espaces 
vectoriels topologiques. Ceci est dü au fait que d’une part de nombreux 
problèmes relatifs aux espaces normés se résolvent naturellement dès 
cette étape de généralité, et de l’autre que l’étude des espaces normés 
fait intervenir une topologie dite faible qui n’est pas normée dans le 
cas finidimensionnel. L'introduction à la théorie élémentaire des 
espaces vectoriels topologiques exposée plus bas ne poursuit que les 
objectifs déjà mentionnés et par conséquent n'a pas l'ambition 
d'être complète et exhaustive (nous ne nous arrêtons même pas sur 
les notions fondamentales de tonneau, d'espace bornologique et 
d'espace nucléaire). Pour un exposé plus détaillé de la théorie des 
espaces vectoriels topologiques on pourra consulter Bourbaki [VI]; 
Dunford et Schwartz [1]; Yosida; A. Robertson et V. Robertson; 
Schaefer [I]: Edwards. 


$ 1. Définitions générales 


1.1. Soit X un espace à la fois vectoriel et topologique. Un en- 
semble X est appelé espace vectoriel topologique (en abrégé e.v.t.) 
s’il est muni d'opérations algébriques continues pour la topologie 
de X, c’est-à-dire 

1) pour chaque couple d'éléments x, y € X et chaque voisinage 
V:+, de l'élément x + y il existe un voisinage V, de x et un voisi- 
nage V, de y, tels que 


V. + y, | eux Vrty ; 


2) pour tout x € X, tout nombre À et tout voisinage V,., il existe 
un voisinage V, et un nombre & => 0, tels que pour tout u vérifiant 
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ju —À]< Ô l'on ait 
uv, € Vix- 


Il est immédiat de vérifier que dans un e.v.t. X tout ensemble li- 
néaire est un e.v.t. si nous le munissons de la topologie et des opéra- 
tions algébriques induites de X. Cet e.v.t. sera appelé sous-espace 
de 

Voici quelques corollaires simples de la définition d'un e.v.t. 

I. Si GC X est un ensemble ouvert, alors x, + G l’est égale- 
ment. 

En effet, soit x € x, + G, de sorte que x rx +r,où zx EG. 
Soit V.,. € G un voisinage du point x’. Comme x  — x + (—x%), 
d'après la condition 1) il existe un voisinage V, et un voisinage 
V _.., tels que V, + V_, € V,.. Vu que —t € V.,, on a —2xo + 
+ Ve V,, € G et par suite V, € x, + G, c'est-à-dire x est un 
point intérieur de l’ensemble x, + G. 

On démontre de façon analogue que 

IT. Si G est un ouvert et À 0, alors ÀG le sera également. 

Ces propositions se généralisent aux ensembles fermés. 

La proposition I entraîne 

ITI. Chaque voisinage d’un point x € X est de la forme x + V, 
où Ÿ est un voisinage de 0 dans l’espace X. Ceci étant, si V parcourt 
un système fondamental de voisinages de 0, x + V parcourra un 
système fondamental de voisinages du point x. 

Cette proposition nous permet de nous borner à l'étude des voi- 
sinages de (0. 


THÉOREME 1. /l existe un système fondamental $ de voisinages de 0 
dans un e.v.t. X, possédant les propriétés suivantes : 

1) quels que soient V,, V: ES, il existe V3€ B tel que V,œ 
chny 

2) chaque V ES est un ensemble équilibré; 

3) chaque VE 8 est un ensemble absorbant ; 

4) pour tout VE B, il existe UE B, tel que U+UE V. 

Inversement, si X est un ensemble linéaire dans lequel on a extrait 
une famille $ de sous-ensembles vérifiant les conditions 1) à 4), alors 
en prenant pour voisinage d'un élément x € X tout ensemble de la forme 
z + V(V ES), on: fait de Xune.v.t. dans lequel la famille 8 sera un 
système fondamental de voisinages de 0. 


DEMOXSTRATION. Si 8 est’un système fondamental de voisina- 
ges de 0 de l’e.v.t. X la condition 1) est réalisée de toute évidence. 
De façon analogue, la condition 4) est satisfaite puisque 0 + 0 — 0. 
Montrons que tout voisinage V de 0 est un ensemble absorbant. 

En effet, vu que 0:z — 0, alors par définition de l’e.v.t., il 
existe un voisinage V, et un nombre Ô > 0, tels que AV,C V pour 


[À | ô. En particulier x 6 V pour > L 
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Pour achever la démonstration de la première partie du théorème 
il suffit d'établir que les voisinages équilibrés forment un système 
fondamental de voisinages de 0. Soit Ÿ un voisinage arbitraire de 0. 
Comme 0-0 = 0 il existe un voisinage V, de 0 et un nombre à > 0 


tels que AV, V pour |À | 6. Posons V, — |] AV,. Comme 
LA I 

Vo — ÔV, et que ÔV, est un voisinage de 0 d’après la propriété [IT, 

l'ensemble V, sera aussi voisinage de 0. Si | & | 1, alors «aŸ, — 


= ( aiV, € V, et V, est un voisinage équilibré. Il reste 
EE 


à remarquer que Vo, Ÿ. 

Passons à la démonstration de la deuxième partie du théorème. 

Vérifions tout d’abord que le procédé de définition des voisinages 
dans l’ensemble X, figurant dans l'énoncé du théorème, fait de X un 
espace topologique (cf. théorème I.2.1). 

1) Chaque voisinage d’un point x contient ce point. En effet, 
tout ensemble V € 8, en tant qu’ensemble équilibré contient 0 et 
par conséquent x € x + Y. 

2) L'intersection de deux voisinages d'un point x contient un 
troisième voisinage de ce point. Ceci découle immédiatement de la 
condition 1) du théorème. 

3) Pour tout voisinage V., il existe un voisinage V, tel que V. 
contient un voisinage d'un point quelconque y € V.. Limitons-nous 
au cas où z — 0. Soient V € 8 un voisinage quelconque de 0, UE B 
un voisinage de 0 .dont l'existence est subordonnée à la condition 
4) du théorème. Convenons que V, = l/. En effet, si y € L’, alors 
y + U est un voisinage du pointyety+UeU+UE VY. 

Donc, X est un espace topologique. Vérifions que les opérations 
algébriques sont continues dans X. La continuité de l'addition dé- 
coule immédiatement de la condition 4). Avant de passer à la mul- 
tiplication signalons une conséquence des conditions 2) et 4). Pour 
tout ensemble EE Xona2ÆECE+E, donc d’après la condition 
4) pour chaque voisinage V € 8, il existe V € B, tel que 2Ÿ & V, 
et de façon analogue quel que soit n naturel, il existe VE $S tel 
que 2"V(9 € Y. Soit À un nombre quelconque. Désignons par n 
un entier naturel assez grand pour que | À | < 2". Comme F(") est 
un ensemble équilibré, l’ensemble 2"V(" le sera également et par 
suite 


AV = (VE) © PE € V. 
Maintenant il est aisé de prouver que la multiplication est con- 
tinue. Soient x € X et À un coefficient. On a 
ny — Az =(u—AÀ) (y —z) + (u—A)z +2 (y — 2). 


En vertu de cette relation et de la condition 4) il suffit d'établir les 
trois faits suivants: 
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1) pour tout VE $ il existe V, € 8 et un nombre 6 > 0, tels 
que a, EC V(lal< ô); 

2) pour tout V € B, il existe Ô > 0 tel que ax E Vpour|al< 
“= 9 
3) pour tout V € 8, il existe V, ES tel que A1 € V. 
La première proposition est vraie, puisque V est un ensemble 
équilibré, donc on peut prendre V, = V, Ô = 1. 

La deuxième proposition est également vraie. En effet, V étant 
un ensemble équilibré et absorbant, il existe À” >> 0 tel que x E AV. 
Si l’on pose ô — 1/1’, alors pour | &« | L Ô on aura 


a (WMV) =(a')VeE , 


puisque | a” | < 1. D'où il suit quearEV (Ia ji < 6). 
On a déjà signalé que la troisième proposition était vraie. Ceci 
achève donc la démonstration du théorème. 


COROLLAIRE 1. Tout e.v.t. possède un système fondamental de voisi- 
nages équilibrés fermés. 


En effet, il suffit d'établir que l'élément nul possède un telsys- 
tème de voisinages. Les adhérences des voisinages d’un système 
fondamental quelconque $ de voisinages équilibrés de 0 forment un 
tel système. En effet, si V € $S et U est un voisinage de # tel que 
U+UC V, alors L € Ÿ, puisque si x, # V, le voisinage x, + UV 
du point zx, et l’ensemble U seraient disjoints. Pour achever la dé- 
monstration il suffit de remarquer que la propriété d’être ensemble 
équilibré se conserve par le passage à l’adhérence. 


CoROLLAIRE 2. Soit 8 une base de voisinages de O dans un e.v.t. X. 
Pour que X soit séparé il faut et il suffit que 
n V=4{0}. (1) 
VEN 
En effet, si X est séparé et x 0, il existe V € S ne contenant 
pas x, d’où découle (1). Inversement, si (1) est réalisée et x y, il 
existe Ÿ € 8 ne contenant pas x — y. Le théorème 1 affirme l’exis- 
tence d’un voisinage équilibré Ü de 0 tel que U + UE Y. Alors 
z + Uet y + U sont des voisinages disjoints des points x et y, puis- 
que ZE (x + U)fN(y + Ü) entraîne z—y —(2—y) — (2—7)€ 
EU—-U—=UVU+UE V. Donc X est séparé. 
Dans la suite on conviendra que tous les e.v.t. sunt séparés. 
1-2. Formulons encore quelques propositions valables dans un 
e.v.t. X. 
J. L’adhérence d’un sous-espace vectoriel X, de l’espace X est 
un espace vectoriel. 


En effet, soient x, y € X, et æ, B des coefficients quelconques. 
Soit par ailleurs V, un voisinage du point z = ax + By. Il existeun 
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voisinage V, et un voisinage V,, tels que aV, + BV, € V.. Le voi- 
sinage V. contient des points de X,: soit x’ l’un d'eux. De façon 
analogue, soit y € V, MN X,. Comme z° — «x + By’ E X, et qu’en 
même temps z E aV, + BV, € V,, l'intersection V,f} X, n’est pas 
vide, d'où z2€ X, puisque V, est arbitraire. 

On démontre de façon analogue que 

II. L'adhérence d’un ensemble convexe est convexe. L’adhérence 
d'un ensemble absolument convexe est absolument convexe. 

Soit E une partie non vide d’un e.v.t. X. L’adhérence de l’enve- 
loppe linéaire de E est appelée enveloppe linéaire fermée de E et no- 
tée Z (E). En vertu de I, £ (E) est la plus petite partie fermée de X 
contenant Æ. L’adhérence de l'enveloppe convexe (resp. absolument 
<onvexe) d'un ensemble E est appelée enveloppe convexe (resp. abso- 
lument convexe) fermée de E et notée co (E) (resp. abs co (E)). D'après 
IT, co (E) (resp. abs co (E)) est la plus petite partie convexe (resp. 
absolument convexe) fermée de X contenant E 

La proposition III du numéro précédent entraîne aussitôt 

111. Pour qu'une suite généralisée {x, } (x € A) soit convergente 
vers x € X, il est nécessaire et suffisant que x, — x —> 0. 


La démonstration de la proposition suivante est plus délicate. 

IV. Soient X, et À, des ensembles compacts de X. Alors À, + 
+ À,X est aussi un ensemble compact. 

En effet, en. vertu de [.2.8, À — K, X K, est compact dans le 
rroduit X X X. L'application : 


(x, y) = ur + hey (x, y E À) 


de X *X X dans X est continue, et d’après [1.2.5, l’ensemble q (X) — 
— À,K + À,.K est un ensemble compact dans À. 

Soient X et Y des e.v.t. Une application f: X — Y qui est à la 
fois isomorphisme de la structure d'espace vectoriel de X et Y et 
homéomorphisme de la structure d'espace topologique de X et Y 
est dite isomorphisme des e.v.t. X et Ÿ, et les e.v.t. X et Y isomorphes. 
Nous identifierons comme toujours les e.v.t. isomorphes. 

Un e.v.t. X est métrisable si sa topologie peut être définie au 
moyen d'une métrique. 

1.3. Voici quelques exemples d'’e.v.t. 

1) L'espace des fonctions mesurables S (T, Z, u). 

Pour toute partie À € Z, de mesure finie, et un nombre arbitraire 
£ >> 0, posons 


V (4, e)={zES(7, Z, L) : | du<e). 
A 


Il est aisé de montrer que le système de tous les ensembles de la 
forme V (À, &) est un système fondamental de voisinages de 0 pour 
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une topologie sur S (T7, ©, u). Le théorème 1.6.14 nous dit qu'une 
suite généralisée {x, } converge vers z dans cet espace topologique si 
et seulement si z, > x (u). Les opérations algébriques étant con- 
tinues pour la topologie de la convergence en mesure, nous avons 
muni S (T, Z, u) d'une structure d'’e.v.t. On a vu dans I.6.10 que 
cet espace est métrisable si la mesure pu est o-finie. 

Si la mesure u n’est pas o-finie, S (T. Z, u) n’est pas métrisable. 
En effet, la famille de tous les ensembles de mesure finie, ordonnée 
par inclusion, forme une suite généralisée qui engendre la suite 
{x.} des fonctions caractéristiques de ces ensembles. Il est évident 
que zx, — 1 (u), où 1 est la fonction identiquement égale à 1 sur T. 
Si S(T, 2, u) était métrisable, il existerait une suite x, — { (u). 
Soit r,, la fonction caractéristique de l’ensemble AÀ,. Posons B — 


== Ù A,. La mesure Lu n'étant pas o-finie, il vient u (T KB) 0, 


n=Î 
et du fait que u ne possède pas d'atomes de mesure infinie, il existe 
A EX tel que AC TNXB,0< pu (4) < co. Les fonctions Tan = 0 
sur l'ensemble À, ce qui est absurde puisque x, —> 1 (1). 


Comme extension de l’espace s on peut considérer l’espace s (T) 
de toutes les fonctions réelles définies sur un ensemble abstrait T. 
Un système fondamental $ de voisinages de 0 dans l’espace s (T) est 
constitué de tous les ensembles ERP définis par une collec- 


tion arbitraire d'éléments £,, {e, . .., t, de T et un nombre quel- 
conque £;, € Vants.tne signifie que 


Iz()I<Se (k=1,2,...,n). 


On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce système satisfait aux 
conditions du théorème 1, de sorte que s (T) est un e.v.t. séparé qui 
est confondu avec s si T est un ensemble dénombrable. 

Nous avons signalé au n° 1.6.10 que l'espace s est un cas parti- 
culier de l’espace S (T, Z, u). De facon analogue, l’espace s (T) est 
un cas particulier de S (7, =, u). Le lecteur est invité à vérifier que 
ces espaces sont isomorphes en tant qu'e.v.t. D'après ce qui a été 
démontré, s (T) est un e.v.t. métrisable si et seulement si T est 
dénombrable, c’est-à-dire s (T) —s. 

Si T = {1,2,..., n}, alorss (T) peut être identifié à un espace 
K7 de dimension nr et traité comme un e.v.t. Cependant, nous remet- 
tons l'étude des e.v.t. de dimension finie au chapitre suivant. 

2) Comme exemple suivant nous allons considérer l’espace C (R') 
de toutes les fonctions continues sur la droite numérique. On munit 
C (R!) d’une topologie au moyen d’un système fondamental de voisi- 
nages de 0. composé des ensembles V,.., où nr est un entier naturel 
et e > 0. Ceci étant, x € V,.. signifie que 


Iz(@I<e (IEI< 2). 
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On laisse ici aussi au lecteur le soin de vérifier les conditions du théo- 
rème { et le fait que l’espace C (R!) est séparé. 

3) L'espace D |a, b] des fonctions indéfiniment dérivables, nul- 
les en dehors de {a, b], joue un rôle important en théorie des distri- 
butions. Un système fondamental de voisinages de 0 dans cet espace 
est constitué d'ensembles V,.. définis par un entier naturel arbi- 
traire nr et un nombre positif arbitraire e. Un voisinage V,.. est 
constitué de tous les z tels que 


|zD (<< e (k —=0,1,...,n; 1€ la, b]l). 


4) Citons encore un exemple d'’e.v.t. Soit L,, l’ensemble de tou- 
tes les fonctions mesurables, définies sur [0, 1], de puissance p-ième 
sommable pour tout p. Un voisinage V,.. de 0 dans L, est défini 
par un nombre quelconque p >> 1 et e quelconque > 0. Plus exacte- 


ment, TE Vh:e Si 
1/p 
[) | (6)1P dt | 


On montrera plus bas que les espaces C (R!'), D {a, b]l et L,, sont 
des e.v.t. métrisables. 

1.4. Une partie £ d’un e.v.t. X est dite bornée si pour tout voisi- 
nage Ÿ de 0 dans X il existe un nombre À tel que £ € ÀV. Il est clair 
que pour vérifier si Æ est bornée il suffit d'envisager des voisinages 
d’un système fondamental de voisinages de 0. 

On dit qu’une partie G d’un e.v.t. X est totalement bornée si pour 
tout voisinage F de 0 dans X, il existe une partie finie {x,}£1 € G 


telle que GE Ü, (zx + V). 


Signalons quelques faits simples rattachés aux notions d’ensem- 
bles bornés et totalement bornés. 

I. Soient E, et E, des ensembles bornés (resp. totalement bornés) 
dans un e.v.t. X. Alors E, [J E:, E, + EÆ,, ÀE, (À est un nombre) 
sont bornés (resp. totalement bornés). 

Ceci est évident pour Æ, |} £, et ÀE,. On vérifie que cela est vrai 
pour E, + E, en remarquant qu’en vertu du point 4) du théorème 1, 
les ensembles de la forme V + V constituent une base de voisinage 
de 0 lorsque V parcourt une base de voisinages de 0. 

De I on déduit qu’un ensemble fini est (totalement) borné. 

IT. Tout ensemble totalement borné est borné. 

Si ÆE est totalement borné, pour tout voisinage ŸV (que nous 


supposerons être équilibré) il existe des z, € E telsque E € Ù, (2, + 


+ V). On sait qu’un ensemble fini {x,}£-, est borné, ‘donc î existe 
À vérifiant f{z}i-1 € AV, et par suite ECAV+Ve 
max (|A, |, 1) (V + V). D'après le théorème 1, les ensembles de 
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la forme V + V forment une base de voisinages de 0 lorsque V 
parcourt une base de voisinages de 0. 
Le fait qu’un système fondamental de voisinages de 0 peut ètre 
composé de voisinages fermés (corollaire 1 du théorème 1) entraîne 
III. L’adhérence d'un ensemble borné (resp. totalement borné) 
est bornée (resp. totalement bornée). 


THEOREME 2. Pour qu'un sous-ensemble E d'un e.v.t. X soit borné 
il faut et il suffit que quelles que soient la suite {x,} © E et la suite 
{À} de nombres réels, À, —0, l'on ait ÀAntn —0. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Soient {z,} et {À,} les 
suites indiquées, V un voisinage quelconque équilibré de 0. Il existe 
À >> O tel que EC ÀV. En particulier x, E AV (n = 1, 2, ...). 
Donc, si n est assez grand pour que | À, | < 1/4, alors À,z, EÀAAV € 
€ Ÿ, c'est-à-dire À,z, —0. 

Condition suffisante. Si dans les conditions du théorème, E 
n'était pas bornée, il existerait un voisinage V de 0 pour lequel 
E NX AV ne serait vide pour aucun À > 0. En posant successive- 
ment À — 1, 2, ..., on obtiendrait la suite d'éléments 


Im CE NRNV (n=1,2,...). 


Comme d’une part x, € E (n = 1, 2, ...) et de l’autre Lan € V, 
on contredirait le théorème. 


Nous aurons besoin du lemme suivant sur les ensembles bornés 
dans S (7, Z, u). 


LEMME 1. Si {x,} est une suite de fonctions réelles, bornée dans 
S(T, Z,u) et de plus 0<2 (D <r(t< ...<z (t) < 
< Tn+1 (Ë) L . -. p.p., il existe une fonction x ES (T, Z, u) telle 
que zh (t) zx (t) p.p 


DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que lim zx, (t) est finie 
pour presque tous les t € T. Supposons qu’existe une partie A € 
€ Z (u) pour laquelle u (4) > 0 et x, (f) —> + oo pour tout t € À. 
L'ensemble {x,} étant borné, le voisinage U (A, e/2), où e — 
— u (4), absorbe la suite {z,}, c'est-à-dire il existe un nombre 
À >> 0 tel que 


| lÂzn (11 


A 
Vu que x, ({)t + oo pour {€ À, 


en (12, 
Ten (OT ne 
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d'où en vertu du théorème de Lebesgue (théorème II.6.6) 


| Az (4)! : : 
lim rie or Tino 6) = | du(=e, 
A 


n—+œ 


ce qui contredit l'inégalité (2). Donc, pour presque tous les t € T 
on a Zn (t)fzx(t) << + co. 

1.5. Examinons la notion de complétude d’un e.v.t. Soit une 
suite généralisée {za} (œ € A). Désignons par A*° l’ensemble de 
tous les couples (&’, a”), où &’, «” € À. Si A* est muni de l'ordre : 
(&,, &«;) > (&, «;) si et seulement si on a simultanément œ > «;, 
et a; > «;, alors A? se transforme en ensemble filtrant supérieure- 
ment. 

Une suite généralisée {z,} d'éléments d’un e.v.t. X est dite de 
Cauchy (ou suite généralisée convergeant en soi ou encore suite fonda- 
mentale) si la suite {x a} (a € A*), où Ze’ a) = To’ — Ta 
converge vers zéro dans X, c'est-à-dire pour tout voisinage ÜU de 0 
il existe @o E À tel que zx, — 2,» € U pour &’, &æ«” > «,. On dit 
que dans X un ensemble ÆE est complet si toute suite généralisée 
de Cauchy d'éléments de Æ converge vers un élément de ÆE. Dans 
cette terminologie on dira donc qu'un e.v.t. X est complet si toute 
suite généralisée de Cauchy est convergente dans X. L'espace X 
sera appelé quasi complet ou séquentiellement complet selon qu'on 
envisagera des suites généralisées bornées ou des suites ordinaires. 
A noter qu'une partie fermée d'un espace complet est complète. 

L'ensemble des éléments d'une suite généralisée de Cauchy 
n'étant pas nécessairement borné, la condition de complétude est 
plus forte que la condition de quasi-complétude (nous verrons dans 
des exemples qu’elle est essentiellement plus forte). D'autre part, 
on démontre sans peine qu'une suite de Cauchy est bornée, donc 
la quasi-complétude entraîne la complétude séquentielle. Le théo- 
rème suivant affirme la coïncidence de ces trois types de complé- 
tude dans un e.v.t. métrisable. 


THÉOREME 3. Un e.v.t. séquentiellement complet X muni d’un systè- 
me fondamental dénombrable de voisinages de 0 *) est complet. 


DÉMONSTRATION. Soit {x,} (æ € A) une suite généralisée de 
Cauchy d'éléments de l’espace X. Désignons par {V,} (n = 1, 2, ...) 
un système fondamental dénombrable de voisinages de 0. Pour 
chaque n — 1, 2, ... il existe un couple (&;, œn) € A°. tel que 


To’ — La” (a LA ((œ”, a”) > (an, Gn)). (3) 


*) En fait cette condition est équivalente à la métrisabilité de X (voir 
Schrofer, 1.6.1). 
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Soit &n élément de À tel que &n, > &n, An > Gn. On peut admettre 
que M < A <<... < An <-.. Soit la suite {x }. Cette suite 


étant de toute évidence de Cauchy, il existe par hypothèse z € X 
tel que z,, x. Prouvons que z, —>z. Prenons un voisinage quel- 


conque V,, et cherchons un voisinage V, tel que V, + V, € V. 
On peut exhiber nr > k tel que 


Ta, — t€ V,.. 


.Par ailleurs, pour &« > «, la relation (3) entraîne 
La _—_— Ta, € y. 
. Donc 


Ta — LT (Za — Tan) Ta, — DEVRI+Me Vo 


c.q.f.d. 

Dans le cas d’un e.v.t. X métrisable, il existe deux notions de 
complétude : la complétude pour la structure d’e.v.t. et la complé- 
tude pour la structure d'espace métrique de X. En général ces notions 
sont différentes. Mais, si la métrique p définissant la topologie de X 
vérifie Ja relation p (x, y) = p (x — y, 0) pour tous les x, yE X, 
il est évident que ces deux notions sont confondues. La métrique 
de tous les e.v.t. que nous considérons dans ce livre possède les 
propriétés susindiquées. La notion de complétude est traitée en 
détail dans Bourbaki [VII] et Kelley. 


Chaque e.v.t. X peut être complété. Autrement dit, il existe un e.v.t. X 


complet tel que X est un sous-espace de X et X est dense dans X. Le théorème 
correspondant se démontre comme le théorème 1.4.1 en remplaçant les classes 
de suites de Cauchy équivalentes par des classes de suites généralisées. (La 


vérification du fait que X sera un espace vectoriel s'effectue comme pour IV.1.4.) 


L'espace X est appelé complétion de X. Dans la suite nous nous dispenserons des 
complétions des e.v.t. 

On démontre sans peine au moyen du théorème 3 que les e.v.t. C (R!) et 
D {a, b] sont complets. La complétude de l'e.v.t. métrisable L,, découle facile- 
ment des résultats du chapitre IV sur la complétude des espaces LP. La complé- 
tude de l’e.v.t. métrisable S (7, ©, u) a été établie dans le théorème 1.6.15 
pour une mesure o-finie. 11 en résulte sans peine que l’espace S (7. Z. u) est 
complet si (7, Z, n) possède la propriété de somme directe (cf. 1.6.10). 


Etudions maintenant les liens existant entre les ensembles 
compacts et les ensembles totalement bornés. Le théorème suivant 
peut être considéré comme l’analogue du théorème de Hausdorîf 
(cf. 1.5.1) des ensembles compacts dans des espaces métriques. En 
réalité ces deux théorèmes découlent d’un résultat plus général 
sur les espaces uniformes (voir Bourbaki [III]). 


THÉORÈME 4. Dans un e.v.t. X un ensemble est compact si et seule- 
ment s’il est totalement borné et complet. 
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DEMONSTRATION. Soit un ensemble compact X. Montrons tout 
d'abord qu’il est totalement borné. Prenons pour cela un voisinage 
ouvert Ÿ de 0. Il est évident que la famille d’ouverts {x + V} 
{x € K) forme un recouvrement de Æ, d’où, par définition de la 
compacité, l’on déduit que Æ est totalement borné. 

Prouvons maintenant que K est complet. Soit {z,} (œ € A) une 
suite généralisée de Cauchy d'éléments de X. En vertu du théorè- 
me 1.2.3 il existe une sous-suite généralisée {yg} (6 € B) conver- 
geant vers x € X. Montrons que zx, —z. Soit un voisinage quelcon- 
que V de 0. Il existe alors un voisinage U de 0telque U+UE Y. 
Comme {x,} est une suite généralisée de Cauchy, il existe «y € A 
tel que z, — z4r € U pour &, «a > &,. D'autre part, vu que YB —>T, 
il existe B, € B tel que zx — y EU pour B > Bo. Par définition 
de la suite partielle généralisée, il existe pour &, un indice B («,) € B 
tel que pour tout B” € B, 8” > B (x), on puisse exhiber un indice 
a CEA, a > @o, vérifiant ze’ = ÿyg. Prenons ff > B (&), Bo et 
l'indice correspondant &’. Pour &« > «, on a donc 


La — LT = (Ze — Zur) + (Yp—DEU+UE V, 
d'où z, —+tx. 

Supposons inversement que X est totalement borné et complet. 
Servons-nous encore du théorème I.2.3 pour vérifier la compacité 
de X. Soit {z,} (& € A) une suite généralisée d'éléments de X. 
Désignons par t l’ensemble de toutes les familles centrées % des 
parties £ de X, telles que la suite généralisée {z, } rencontre souvent 
(cf. 1.2.7) chaque E € %ÿ. L'ensemble MM n'est pas vide, puisque 
la famille composée de Æ seul est contenue dans St. Ordonnons 
l’ensemble M par inclusion. En vertu du lemme de Zorn, il existe 
une famille maximale ÿ, dans l’ensemble (l'application du 
lemme de Zorn est équivalente à la démonstration du théorème 
11.4.1). La famille %, étant maximale, il résulte que 

1) KE Fo; 


2) si les ensembles À,, 4:, ..., À, rencontrent souvent {x,} 
ñn 

et |) A; € %o, alors A; € 5ÿÿo pour un i. 
i=1 


La proposition 1) est évidente. Supposons que 2) est fausse. 
Si la famille obtenue en ajoutant un ensemble À; à la famille ÿÿ, 
est centrée, alors elle coiïncidera avec 5ÿ,, puisque #%, est maximale; 
d'où A; € %,. Donc, puisqu'on a supposé que 2) n’est pas vraie, il 
existe pour chaque À; (i = 1, 2, ..., n) une collection finie d’en- 
sembles B € Vo (4 = 1, 2, ..., k;) tels que 

ANnBPNnBPN... NB = 9. 
Donc 
| CR) 


C= AN à @PnBP nn) = S. 
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ñn 
Or, par hypothèse |) 4,E€%ÿ,, tous les BEF et la famille 
EE | 


est centrée, donc C n'est pas vide. Cette contradiction prouve 2). 

Considérons l’ensemble B de tous les couples (£, a), où E € 
et &« E À est tel que zx € E. Munissons B de l'ordre suivant: 
(E,, 1) > (E:, a) si et seulement si £, € £, et «, > «, dans A. 
Puisque la famille ÿÿ, est centrée et {x,} rencontre souvent chaque 
élément de %ÿo, il vient que B est un ensemble filtrant supérieure- 
ment. Pour (E, «) € B posons Y£.&) = Ta: AlOTS {y#.a)} ((E, &) € 
€ B) est une suite partielle généralisée de {z.,} (&œ € A). En effet, 
pour tout &« € À prenons un élément (X, «) € B. Si (£, «')€B, 
(E, a’) > (K, à), alors «> «& et Zoe: = Y(E.a’>, Ce que nous vou- 
lions. 

Montrons que {y&æ.a)} ((E, &) € B) est une suite généralisée 
de Cauchy, ce qui en vertu de la complétude de X achèvera la dé- 
monstration du théorème. 

Soit un voisinage quelconque Ÿ de 0. Il existe alors un voisinage 
équilibré Ü de 0, tel que U + U € V. L'ensemble XÆ étant totale- 
ment borné, on peut trouver des points 2, Ze, . . ., Z2n € Æ tels 


que K€ UV, (2: + U). 
Si nous posons 


À; — (z: + U)ñ" X, 
alors 


K= Ü AE 


d’où, en vertu de 2), un certain A; € %,. Soit un indice arbitraire 
œ € À tel que ze € A:. Si (E:, @); (E, Ga) € B et (£:, @); (E>, 2) > 
> (4;, a), alors 
YCE1, &) — Es, ae) = Toy — Las CE —EC A—AC 
GC (ai +0)—- (a +U)EU+UEV, 

puisque Æ,, E, € À. 

La suite généralisée partielle construite est de Cauchy, ce qui 
achève la démonstration du théorème. 


Le théorème 4 justifie la dénomination d’ensembles précompacts 
donnée aux ensembles totalement bornés. 


$ 2. Espaces localement convexes 


2.1. On dit qu'un e.v.t. X séparé (sur K) est localement convexe 
(en abrégé e.l.c.) s'il possède un système fondamental de voisinages 
convexes de 0. La théorie des e.l.c. est bien plus riche en résultats 
que celle des e.v.t. pour deux raisons: la première est que d’innom- 
7—0996 
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brables fonctionnelles linéaires continues sont définies sur des 
e.l.c., la seconde que presque tous les espaces que l’on rencontre 
en analyse fonctionnelle sont localement convexes. 

Appliqué à un e.l.c., le théorème 1.1 se simplifie considérable- 
ment. En vertu de ce théorème un e.l.c. possède une base de voisina- 
ges absolument convexes fermés de 0. 


THÉOREME 1. Soit dans un espace vectoriel X un système $, de 
parties absolument convexes absorbantes, vérifiant la condition suivan- 
le: 


pour tout x = 0 il existe V EB,et À >> 0, tels que x é AV. (1) 


Appelons $ un système de parties de la forme 
en V, (E>0, V,EPy rEN) (2) 


Alors le système $ vérifie toutes les conditions du théorème 1.1, 
et de plus X est un e.l.c. (avec un système fondamental $ de voisinages 
de 0). 


DExrOXSTRATION. Les conditions 1) à 3) du théorème 1.1 sont 
évidentes pour 8, quant à 4) elle découle du fait que pour tout 
ensemble convexe Æ on a (1/2) E + (1/2) E — E. Donc X est un 
e.v.t. Le corollaire 2 du théorème 1.1 nous apprend que la condi- 
tion (1) entraîne que X est séparé. Les ensembles de la forme (2) 
étant absolument convexes, X est un e.l.c. 


LEMME 1. Soit X un e.v.t. 

1) Une sous-norme p est continue sur X si et seulement si elie est 
continue en (0. 

2) La fonctionnelle de Minkowski py d'un ensemble absorbant 
convexe U est continue si et seulement si U est un voisinage. Dans 


ce cas, l'intérieur Ü = {z: pu (x) << 1} et l'adhérence U = 
— {z: pu (2) < 1}. 


DEMOXSTRATION. 1) Si p est continue en 0, alors pour tout € > 0 
il existe un voisinage équilibré U de 0 dont tous les points z sont 
tels que p (x) << €. Si y € X est un point arbitraire, alors pour tous 
les zEy+Uonarz—y,y—zxzEU, d'où, en vertu de l'inégali- 
té II.3.2 (c’)}, l'on obtient |p (x) — p (y) |< max (p {x — y), 
pYy—zx))<e. | 

2) Le lemme II.3.1 nous dit que la fonction puy est une sous- 
norme. Si U est un voisinage, alors pour tout & >> 0 l'appartenance 
z E eU entraîne pu (x) < e par définition de la fonctionnelle de 
* Minkowski, d’où puy est continue en 0 et par suite sur X tout entier. 
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Inversement, si pu est continue, l’ensemble V = {r: p(z) << 1} — 


= p"1(]—1, 11) est ouvert. Comme V & U, on déduit que U est 
un voisinage. 


Soit zE Ü. Supposons que Pu (x) = 1 et montrons que tout 
voisinage Ÿ du point zx contient un point y & U, ce qui contredit 


x € U. En effet, V étant un voisinage du point x, il existe un & > 0 
tel que y=(1<+e)zE V. Alors pu (y) = (1 + €) pu (x) = 1 + 
+ e>1, d'où yé U. 
Supposons que Pu (x) < 1. Il existe alors une suite À, —1, 
telle que zx E À,U pour tout n. Donc y, = z/An E U et yn ze U. 
Ceci achève la démonstration du lemme. 


CoroOLLAIRE. Si E est un ensemble convexe dans un e.v.t. X, alors 
son intérieur E est convexe. Si E = ©, alors l'adhérence de E est E. 


DÉMONSTRATION. On peut admettre que É @. Soit zEË. Alors 
l’ensemble U—zx—E£E est un voisinage convexe de 0, et de plus 


Ü-r—EË. D'après Je lemme 1, l'ensemble Ü ={z: Pu(x) <1} est 
convexe, donc E l’est également. L : 
Montrons la deuxième proposition. Vu que Ü—zx—EË, il suffit 
de la prouver pour Ü, c'est-à-dire de vérifier que Ü = U. Soient 
zEU et y — (1-2) 2. Conime pu (n) = (1—<+) pu (x) <1, il 


vient y, EU. D'autre part y, —zx, d'où rEU. 

On peut munir un espace vectoriel X d’une topologie d'e.l.c. 
au moyen d’un système quelconque de semi-normes {p:} (È € &), 
vérifiant la condition: 


pour tout zx € X il existe £ € Æ tel que ps (x) Æ 0. (3) 


> 


Supposons que $, est constitué de tous les ensembles V; de 
la forme 


V,; = {zEX: mr) <1} (EEE). 


Le lemme 11.3.1 nous dit que les ensembles V: sont absolument 
convexes et absorbants. De (3) il résulte que le système %, véri- 
fie (1). Définissons sur X une topologie comme dans le théorème 1. 
Le système d’ensembles (2) s'écrit 

{zEX: max ps, (r)<e} (80; &,...,& € E). 

1<Li<n 

La topologie obtenue qui munit X d’une structure FC. .est 
dite topologie engendrée par la famille {pz} (EE E&). 4: 
e.l.c. dont la topologie est engendrée par une famille de fénf{- normes 


100 ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES [CH. III 


{p:} (6 € ©), on dit que la famille de semi-normes {p:} est géné- 
ratrice de (ou déterminante pour) la topologie de X. En vertu du 
lemme 1, toutes les semi-normes de la famille génératrice sont 
continues. 

La topologie de tout e.l.c. X est engendrée par une famille de 
semi-normes. En effet, soit un système $, de voisinages absolument 
convexes de 0 tels que les ensembles de la forme (2) constituent un 
système fondamental de voisinages de 0 dans X (par exemple une 
base de voisinages absolument convexes de 0). Ceci étant, la condi- 
tion (1) sera automatiquement réalisée grâce au fait que X est séparé. 
Alors la topologie initiale de X est engendrée par une famille de 
semi-normes {py} (V € ,), où p- est la fonctionnelle de Minkowski 
du voisinage V. 

La famille génératrice de semi-normes n’est pas définie, de 
toute évidence, de façon unique. Si, par exemple, une semi-norme p 
appartient à une telle famille Q, alors ou bien la semi-norme q (x) = 
— 2p (x) appartient à Q ou bien elle n’appartient pas à Q. Dans 
le premier cas on élimine q de ©, dans le deuxième cas au contraire 
on ajoute g à Q. Dans l’un et dans l’autre cas on obtient une famille 
génératrice de semi-normes, différente de Q. 


THÉORÈME 2. Pour qu'un e.l.c. X soit mitrisable, il faut et il suffit 
qu'il soit séparé et possède une famille génératrice dénombrab ° de semi- 
normes. 


DÉMONSTRATION. Condition nécessaire. Si X est métrisable, il 
contient une base dénombrable de voisinages de 0. Les fonctionnelles 
de Minkowski des enveloppes absolument convexes des voisinages 
de cette base forment de toute évidence une famille génératrice 
dénombrable de semi-normes. 

Condition suffisante. Soit {p,} (n EN), une famille génératrice 
de semi-normes. Il est équivalent de dire que la famille d’ensembles 

Vh={zEX: max p(m<nt} (nEN) 
GREEN 
forme une base dénombrable de voisinages de 0 dans X. Pour z, y € 
€ X quelconques posons 


1 pr(z—y) 
p (æ, n= 2 2h 1+pr(z—y) * (2) 

Il est immédiat de vérifier que la fonction p (x, y) définie par 
la formule (4) est une métrique. Montrons que la topologie engendrée 
par cette métrique coïncide avec la topologie initiale de l'e.l.c. X. 
L'espace X possédant une base dénombrable de voisinages de 0, 
il suffit pour cela de vérifier que la suite zn —>0 dans X si et seule- 


ment si Pp(zm, 0) +0. Les suites Em = {Pr (?m)}n=1 (M EN) 
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peuvent être identifiées avec les éléments de l’espace s. La distance 
de £, à 0 dans l’espace s étant confondue avec p (x, 0), et la con- 
vergence dans s étant une convergence en coordonnées (cf. [.3.2), 
il suit que p (zm, 0) — 0 si et seulement si ph (tn) > 0 pour tout 


n € N. De la forme des ensembles V, il résulte que la convergence 
Tm —0 dans X signifie la même chose. Le théorème est démontré. 

De nombreuses notions concernant les e.l.c. admettent une 
signification simple et suggestive en termes de familles génératrices 
de semi-normes. Soit {ps} (£ € =) une famille de semi-normes, 
génératrice d’une topologie sur un e.l.c. X. Les propositions sui- 
vantes sont une conséquence immédiate des définitions. 

I. Une suite généralisée {z,} (&« € A) converge vers un élément x 
dans un e.l.c. X si et seulement si pour tout EE = on a 
Pr (fa — 2) re 0. 


II. Dire qu'un ensemble E € X est borné revient à dire que les 
ensembles numériques {p: (x): 3€ E} le sont pour tout £ € &. 

Les espaces s (7), C (R!), D [a, b], L, introduits dans 1.3 sont 
des e.l.c. La situation est plus compliquée avec l’espace S (7, 2, p). 
Si (T7, Z, u) n’est pas un espace de mesure discrète, alors l’e.v.t. 
S (T, Z, u) n’est pas localement convexe (nous le prouverons plus 
bas pour le cas particulier S (0, 1)); si la mesure u est discrète, 
S (T, Z, u) est un e.l.c. Supposons que la mesure pu est discrète 
et que 7* est un ensemble d’atomes. L'espace S (T, Z, u) est 
alors isomorphe à l’e.v.t. s (T*). Or, s (T*) est manifestement un 
e.l.c., donc S (T7, À, u) l'est aussi. 

Nous allons clore ce numéro par la démonstration d'une propo- 
sition qui nous sera utile pour la suite. 


THÉOREME 3. L'enveloppe convexe et l'enveloppe absolument convexe 
d'une partie totalement bornée d'un e.l.c. sont totalement bornées. 


DEMONSTRATION. Il suffit évidemment de traiter le cas d’une 
enveloppe absolument convexe. Soient Æ un ensemble totalement 
borné, E, son enveloppe absolument convexe. Si V est un voisinage 
absolument convexe de 0 dans X, il existe des éléments zx, € E 


{<i< n) pour lesquels E € Ù (x; + V). Identifions l’espace de 
i=i 


. 
dimension finie £ ({z;}?-1) avec K”, m< n (voir II1.1.4). L'enve- 
loppe absolument convexe À de l’ensemble fini {x;}f=1 est visible- 
ment bornée et fermée, donc c’est un ensemble compact dans l’espace 
euclidien K”. La convergence dans K” étant une convergence en 
coordonnées et les opérations algébriques continues dans X, l’injec- 
tion identique K” — X est continue; alors À est compact dans X, 
donc totalement borné (théorème 1.4). 

On a EE, GC A + V, puisque À + V est absolument convexe 
et contient Æ. L'ensemble À étant totalement borné, il existe des 
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Jo 
éléments y;E À (1<j< jo) pour lesquels 4€ U (y; + V). On obtient 
J=1 


en définitive EE, CA+VE Ü (y;+2V), d'où Æ, est totalement 
j=1 


borné, ce qui achève la démonstration du théorème. 
En utilisant le théorème 1.4 on déduit du théorème 3 le 


COROLLAIRE. L'enveloppe convexe fermée et l'enveloppe absolument 
convexe fermée de toute partie précompacte d’un e.l.c. quasi complet 
sont compactes. 


2.2. Dans ce numéro nous nous penchons sur les applications 
de la forme analytique du théorème de Hahn-Banach à la théorie 
des e.l.c. Nous montrons en particulier une importante propriété 
de J'e.l.c., à savoir qu’il contient de nombreuses fonctionnelles 
linéaires continues. 

Signalons tout d’abord qu'une fonctionnelle linéaire f est con- 
tinue sur un e.v.t. X si et seulement si elle est continue en 0. Suppo- 
sons en effet que f est continue en 9 et que la suite généralisée zx, —+2z 
dans X. Alors f (x) — f (x) = f (za — x) 0. 


LEMME 2. Tout hyperplan d'un e.v.t. X est soit fermé soit dense 
dans X. Un hyperplan M = {xz: f (x) = À} est fermé si et seulement 
si la fonctionnelle f est continue. 


DEMOXSTRATION. Soit M = x + H, où H est un hypersous-espace. 


Si H n'est pas fermé, il doit être dense dans X, puisque l’adhérence H 
est un espace vectoriel contenant Æ (cf. lemme 11.2.1). L'égalité 


M = x + H entraîne la première proposition. Pour démontrer la 
deuxième proposition il suffit, en vertu du théorème II.2.1, de 
vérifier que f-! (0) est fermée si et seulement si la fonctionnelle Î 
est continue. Si f est continue, alors f-! (0) est fermé, puisque l’en- 
semble {0} est fermé dans K. Supposons inversement que H = 
—=f"} (0) est fermé. Il suffit de prouver que la fonctionnelle f est 
continue en 0. Supposons que f 0 (sinon f = 0 est continue); 
V = {z: |f (x) |<e} (e >> 0). Si nous montrons que V est un 
voisinage de 0 dans X, cela voudra dire que f est continue en 0. 
Comme f = 0, il existe un point x, € X, tel que f (x) = e. L'’en- 
semble H étant fermé, il existe un voisinage équilibré U de 0, tel 
que (x, + U)f\ H = ©. Montrons que U € V, d'où il s'ensuivra 
que Ÿ est un voisinage de 0. Supposons le contraire, c'est-à-dire 
il existe x € U pour lequel |f (x) | > e. Alors y = —ex/f (x) E U 
et f (zo + y) = f (to) — e = 0, d’où y E (zo + U)f H, ce qui est 
absurde. 


THÉORÈME 4 (forme géométrique du théorème de Hahn-Banach). 
Soient X un e.v.t., E un ensemble linéaire dans X, x), EX. Si U est 
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un ensemble linéaire ouvert convexe non vide dans X, n'intersectant 


pas zo + E, alors il existe dans X un hyperplan fermé H contenant 
zo + E et n'intersectant pas U. 


DEMOXSTRATION. Supposons tout d'abord que X est un espace 
réel. Par une translation, si besoin est, on peut faire en sorte que 
0E UÜ, c'est-à-dire U est un voisinage de 0. Désignons par p la 
fonctionnelle de Minkowski de l’ensemble U. Considérons dans X 
l'ensemble linéaire F = Z (x,, Æ). E est un hyperplan dans F, 
et en vertu du théorème I[.2.2 il existe une fonctionnelle linéaire f, 
sur F telle que f5! (0) = E et fo (xo) = 1. Vérifions que pour tout 
z = to TY (YEEËE),ona fo (x) <L p (x), ou ce qui revient au même 
À & p (x, + y). La dernière inégalité étant évidente pour À & 0, 
il suffit de montrer que pour tout À=>0,0on a 


P ( ts) 1. 


: D'après le lemme 1, la dernière inégalité signifie que x, + 
+ y/à € U. Cette relation est vérifiée puisque y/À € E. 

D'après la forme analytique du théorème de Ilahn-Banach (cf. 
théorème 11.4.1), il existe une fonctionnelle linéaire f sur X qui 
est le prolongement de jf, et telle que f (x) < p (x) pour tout x € X. 

La fonctionnelle f est continue sur X puisque —p (—zx) < 
< f (x) < p (zx) et U est un voisinage de 0. Le lemme 2 nous dit 
alors que H = f-! (1) est un hyperplan fermé dans X. De toute 
évidence, H = x, + E. Veérifions que HN U — @. En effet, si 
zEU, alors p (rx) <1,etsixzEH, alors 1 = f (x) < p (x). Ce qui 
démontre le théorème pour l'espace réel X. 

Supposons maintenant que X est un espace complexe. Quitte 
à recourir à une translation, on peut faire en sorte que 0€x +E, 
c'est-à-dire z, + Æ est un espace vectoriel. D’après ce qui a été 
démontré, il existe un hypersous-espace réel fermé H, tel que À, = 
D to TE, H,fN U = ©. Le lemme II.2.2 nous dit que H = 
— H,/f\ (iÆ,) est un hypersous-espace et de plus H satisfait visible- 
ment aux conditions du théorème. 

Le théorème 4 est valable dans tout e.v.t., mais pour l'appliquer 
il est nécessaire qu'existent des ouverts convexes. Or, ces derniers 
sont en abondance dans tout e.l.c. Remettons les applications du 
théorème 4 au numéro suivant et indiquons maintenant les consé- 
quences de la forme analytique du théorème de Hahn-Banach. 

Soient X un e.l.c., X, un sous-espace vectoriel de X. X, est de 
toute évidence un e.l.c. pour la topologie induite de X. 


COROLLAIRE 1. Soit f, une fonctionnelle linéaire continue sur Xo. 
Il existe sur X une fonctionnelle linéaire continue f, prolongement 
de la fonctionnelle fo. 
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DÉMOXSTRATION. La fonctionnelle f, étant continue, il existe un 
voisinage absolument convexe U de 0, tel que ]f (x) | <<1 sur 
UN Xs. Alors |f (x) | < pr (x) sur X,. Le théorème II.4.2 affirme 
que f, admet un prolongement f à X tout entier, tel que | f (x) |< 
< pu (x). Donc, la fonctionnelle f est continue. 


COROLLAIRE 2. Pour tout point x, d’un espace vectoriel X et une 
semi-norme p, il existe une fonctionnelle linéaire f sur X telle que 
If I< p (x) et f (x) = P (to): 


DEMOXSTRATION. Sur l'espace vectoriel à une dimension X, en- 
gendré par le point x,, posons fo (Àto) = Àp (x,) et prolongeons 
ensuite f, à X d’après le théorème II.4.2. 


CoRoOLLAIRE 3. Soit Xune.l.c Sif (x) = 0 pour toute fonctionnelle 
linéaire continue sur X, alors x = (. 


DEMOXSTRATINN. Si z =£ 0, en vertu de (3) il existe une semi- 
norme continue ; pour laquelle p (x) > 0. Or, en vertu du corol- 
laire 2, il existe f pour laquelle f (x) 0. 

Le corollaire 3 exprime une propriété importante de l'’e.l.c., 
savoir l'existence d’un nombre suffisant de fonctionnelles linéaires 
continues. Nous verrons ceci au paragraphe suivant. L’espace de 
toutes les fonctionnelles linéaires continues sur un e.v.t. X est 
désigné par X* et appelé dual topologique de X. Il est évident que 
X* est un sous-espace vectoriel dans le dual algébrique. Nous avons 
montré que si X est un e.l.c., alors X* sépare les points de X. Dans 
le cas d’un e.v.t. il peut arriver que X* — {0} (mais il se peut que 
X* sépare les points de X même dans le cas d’un e.v.t. qui n’est 
pas e.l.c.). 

Montrons que toute fonctionnelle linéaire continue est nulle 
dans l'e.v.t. S (0, 1). Soit f E (S (0, 1))*, f 0. L'ensemble des 
combinaisons linéaires des fonctions caractéristiques des intervalles 
étant dense dans S (0, 1), pour tout nr € N il existe un intervalle A, 
de longueur inférieure à 1/7 pour lequel f (xa,) = ôn Æ 0. Si zh = 
= Yan/0n, alors zh —0 en mesure, d’où f (x,;) 0, puisque f est 
continue. D'autre part, f (x,) = 1, ce qui est absurde. 

En conclusion de ce numéro introduisons encore une notation. 
Soit X un e.l.c. On désignera par X$ l'ensemble de toutes les fonc- 
tionnelles linéaires réelles continues sur X. Si X est réel, alors 
X* — X*. 

2.3. Nous énonçons ici deux importants théorèmes de séparation 
d’ensembles convexes par une fonctionnelle linéaire continue, qui 
trouvent de nombreuses applications en analyse convexe et ses 
applications à l'économie mathématique (cf. Golstein; IToffé et 
Tikhomirov ; Nikaïdo). 
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Soient Æ et F des ensembles dans un e.l.c. X. On dira qu'ils 
sont séparés si existe une fonctionnelle f € X* telle que 


sup {f(2): zEE}< inf {f(x):z€EF}. (5) 


Si (5) est une inégalité stricte, on dit que E et F sont strictement 
séparés. L'asymétrie de cette définition par rapport à Æ et F est 
virtuelle : il suffit de passer à la fonctionnelle —f pour que E et F 
changent de place. 


LEMME 3. Si E est un ouvert dans un e.l.c. X, fE X*,fÆ0, 
alors f (E) est ouvert. 


DEMOXSTRATION. Six E, alors E — x est un voisinage de 0, 
donc c’est un ensemble absorbant. Comme f 0, il existe x, € X 
pour lequel f (x,) = 1. Par suite, il existe À > 0 tel que pour | u | < 
<h on a Ut EE — zx. Alors f(x) +uEf(E) pour Iu|< À. 
Ce qui signifie que f (£) est ouvert. 


THÉORÈME 5. Soient dans un e.l.c. X un ensemble convexe E (Ë 7 D) 


et un ensemble convexe non vice F, Ê \ F = @. Alors E et F sont 
séparés. Si E et F sont ouverts, ils sont strictement séparés. 


DEMONSTRATION. D’après le corcilaire du lemme 1, l’ensemble ËÊ 
est convexe. Donc l’ensemble U = E — F qui est ouvert et ne 


contient pas 0 l’est également, puisque Ë N F = ©. Le théorème 4 
affirme l'existence d'un hypersous-espace H réel fermé, tel que 


0EHet(E— F)N H = G. Soit H = {x: f (x) = 0}, où f E X°. 
L'ensemble f (Ë — F) est convexe et par conséquent est un inter- 
valle de R; Of (E — F). En changeant au besoin le signe on 
peut admettre que f (E — F)<0. Donc, sup {f(x}: 7€ Ë)} < 


< inf {f(x): EF}. En utilisant le fait que Æ est dense dans E 
(voir corollaire du lemme 1) et que la fonctionnelle f est continue, 
on déduit que Æ et F sont séparés. 

Si E et F sont des ouverts, alors en vertu du lemme 3 f (£) et 
f (F) sont des intervalles ouverts de ?, d’où il suit qu'ils sont stricte- 
ment séparés. 

On appelle corps convexe un ensemble convexe fermé d'intérieur 
non vide dans un e.l.c. X. Soit E un ensemble dans X. Or dit qu'une 
fonctionnelle réelle f € XŸ$ est une fonctionnelle d'appui de E en 
toË E si existe À ER, tel que f (x) = À et Æ est contenu dans. 
{xz: f(x) L À} ou dans {z: f(x) > À}. En outre, l’hyperplan réel 
{xz: f (x) = À} est appelé hyperplan d'appui de E au point xs. 
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COROLLAIRE. Si Cest un corps convexe dans X, tout point frontière 
de C admet une fonctionnelle d'appui. 


DEMOXSTRATION. Si zx, est un point frontière de C, le résuitat 
annoncé découle du théorème 5 si l'on y fait E =C, F = {x}. 


THÉORÈME 6. Soient E et F des ensembles converes non vides dis- 
joints dans un e.l.c. X, E étant fermé, F compact. Alors E et F sont 
strictement séparés. 


DEMOXSTRATION. Montrons qu'il existe un voisinage ouvert con- 
vexe Ü de 0, tel que les ensembles £ + U et F + U sont disjoints. 
Ces er.sembles étant ouverts et convexes, la proposition découlera 
du théorème 5. 

J1 suffit de prouver l'existence d’un voisinage ouvert :bsolument 
convexe V de 0, tel que (E + V)fN F — D, puisque pour U = 
= (1/2) V on aura alors (E + Uu)n (F a U) = (5. En effet, si 
z=a+(1/2):, = b + ({/2)w, où a EE, bEF, 1, v, € V, alors 
b = x — (1/2) ve € (E + "nr. 

Désignons par ® la base de tous les voisinages absolument 
convexes ouverts de 0 dans X. Supposons que pour tous les VE $ 
on ait (E + V)N F#Æ @. Alors {(E + V\f F: VES} est un 
système centré de sous-ensembles fermés du compact F. Donc, il 
existe un point HD EF tel que LEE +VZE+2V pour tout 
V ES. Donc, zx, est point limite pour Æ et puisque E est fermé, 


zo € E. Or, par hypothèse E NN] F = . Cette contradiction démontre 
le théorème. 


COROLLAIRE. Si E est un ensemble absolument convexe dans un e./.c. 


X et x E, alors il existe f E X*, telle que | f (x) | < À pour tous 
des EE et Re f (x) > 1. 


DÉMONSTRATION. L'ensemble {x,} étant compact, le théorème 6 
affirme l'existence d'une fonctionnelle réelle g € X*, telle que 


£&(2 <1pourzE£éE et g (x) > 1. L'ensemble Æ étant absolument 
convexe, |g(x) |< 1 pour zE E. Si X est un espace complexe, 
nous poserons f (x) = g (x) — ig (ix). Nous allons utiliser le procédé 
qui nous a servi à démontrer le théorème II.4.2. Pour tout x € X il 
existe GER, tel que | f (x) | = ei9f(x) = f(ei9x). Donc, f(eïx) — 
— g(eiôxr) et eifreE, d'où |f(x)| —g(eir) <1. 


On peut se servir des théorèmes de séparation pour démontrer celui de 
Krein-Milman. 

On dit qu'un point Zo | d’un ensemble convexe E dans un e.l.c. X est ertré- 
mal si la relation z, = Àr + (1 — À)y, zx, EE, O0 LÀ <1, entraîne z = 
= y = 2. Il est équivalent de dire que x, est point extrémal de £ s’il n'est 
point intérieur d'aucun intervalle d’ extrémités appartenant à £. Par exemple, 
dans un plan, les sommets d'un carré sont des points extrémaux contrairement 
à tous les autres points frontière. 
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THÉORÊÈME 7 (Krein-Milman). Toute partie convexe compacte non vide d'un 
e.l.c. X est enveloppe convere fermée de tous ses points ertrémaux. 


La démonstration du théorème 7 figure par exemple dans le livre de Schae- 
fer [1]. Le livre de Phelps contient de nombreuses applications et précisions du 
théorème de Krein-Milman. La notion de point extrémal est d'une grande impor- 
tance dans la programmation optimale et ses applications aux problèmes écono- 
miques. 


$ 3. Dualité 


Dans ce paragraphe, nous étudions les relations liant un e.l.c. 
à l’espace des fonctionnelles linéaires définies sur lui. 

3.1. Soient X un espace vectoriel sur *<, X* son dual algébrique. 
Une partie ŸY de X* est dite {otale sur X si f (x) = 0 pour tous les 
f € Y entraîne x = 0. Fixons une partie totale Y dans X*. On dit 
alors que (X, YŸ) est un couple d'espaces vectoriels en dualité ou un 
couple dual. Comme exemples de tels couples on a (X, X*) et 
(X,"X*), X étant un e.l.c. 

Soit X un e.l.c. On dit que sa topologie est compatible avec la 
dualité entre X et Y si X* = Y. L'un des principaux objectifs de 
ce paragraphe est de décrire toutes les topologies localement convexes 
compatibles avec la dualité donnée. 

Dans ce paragraphe, nous introduisons la topologie faible qui 
jouera un rôle important dans la majeure partie de ce livre lors de 
l'étude des espaces normés. 

Soit (X, YŸ) un couple en dualité. On appelle topologie faible 
dans X, définie par Ÿ, et on note © (X, Y), une topologie localement 
convexe sur X, engendrée par une famille de semi-normes p (x) = 
= | f (x) |, où f parcourt Y tout entier (Y étant total, cette famille 
de semi-normes vérifie la condition (3), $ 2) 

Les ensembles 


{z: SUP lf @I<1} (GE Y) 
Li<r 

forment une base de voisinages fermés de 0 pour la topologie o (X, Y). 
On désignera par (X, o (X, YŸ)) l’espace X muni de la topologie 
faible. On montrera que la topologie o (X, YŸ) est compatible avec 
la dualité entre X et Y. 


LEMME 1. Si fi, fo, + - fn €St un système linéairement inde- 
pendant de fonctionnelles linéaires sur un espace vectoriel X, alors 
il existe un ensemble d'éléments z,, 2, . .., Zn E X vérifiant les 
relations 

0, j Æk 
Lr)= 
f (za) { 1, j—=k 


et appelé biorthogonal à {fr}fie 


(j, k=—1, 2, A) 
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DEMONSTRATION. Prouvons par récurrence l'existence du système 
mentionné. Si n — À, alors puisque j, 0, il existe z € X, de 
sorte que f1 (x) = 1. L'élément zx, constitue le système cherché. 
Traitons le cas où nr > 1. Supposons que l’on puisse construire un 
système biorthogonal d'éléments quand le nombre de fonctionnelles 
est inférieur à r. Montrons l'existence, à cette condition, d’un 
élément zx, € X tel que 


fa (mi) = 1, fe (mn) =... = fn (m) = 0. (1) 

A cet effet, considérons un système d'éléments z,, ..., 2 € X 

biorthogonal à celui des fonctionnelles f,, . .., fh. Pour chaque 

zEX on a 

= à GRritz, (2) 

où x’ est un élément tel que f, (x’) = ... — f, (x’) = 0. En effet, 
en supposant que 

AR —= fr (x) (x — 2, 7 n), (3) 


on aura pour æ'=27— *) QT 
k=2 
f(x) = f;(x)— à arfs(a)=a;—a;=0 (j—2,...,n). 

On remarquera que les coefficients &x sont déterminés de façon 
unique par l'élément x. Pour s’en assurer il suffit d’appliquer la 
fonctionnelle f; (j = 2, ..., n) aux deux membres de (2). 

Supposons maintenant que l’élément zx, € X vérifiant (1) n’existe 
pas. Cela signifie que pour x’ € X tel que fa (x) = ... = fn (x) = 
— 0, on aura également f, (x’) = 0. Compte tenu de cette circons- 
tance et de (3), à partir de (2} on déduit pour x E X quelconque 


h 


tS 


f@)= 2 auf (eh) + fi (= D ufr (2), 


OÙ Àn = fi (x4) (k = 2, ..., n). Doncf, — Y) Auf», ce qui contredit 
k 9 


l'indépendance linéaire des fonctionnelles fa, fes +. În. Donc, 
l'élément zx, existe. On démontre de même l'existence des éléments 
Toy - + :, Zn E X pour lesquels 


fr (zx) = 1, Î; (z,) = 0 
GÆk;, j=1,2,...,n; k—=92,...,n), 


ce qui achève la démonstration du lemme. 
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THÉOREME 1. La topologie faible © (X, Y) est compatible avec la 
dualité entre X et Y, c'est-à-dire (X, o (X, Y}))* = Y. 


DEMONSTRATION. Par définition de la topologie faible © (X, YŸ) 
il est clair que chaque fonctionnelle f € Y est une fonctionnelle 
linéaire continue dans l’espace (X, © (X, Y)). 

Supposons inversement que f est une fonctionnelle linéaire dans 
l'espace (X, © (X, Y}). L'ensemble V = f-1 ([—1, 1)) *) est un 
voisinage de 0 dans (X, © (X, Y)). ce veut dire qu'existent des 
fonctionnelles f,, fe, . . ., fn € Y telles que 


vs nv (Va=f (1,1); k=1,92,...,n). (4) 


En outre, on peut admettre que les fonctionnelles f,, f:, .. 
sont linéairement indépendantes. En effet, si une fonctionnelle, 
par exemple f,, est une combinaison linéaire des autres 


fn= Dofn, (aÆ0i km; j=1,2,...,m), 
2= 


alors 


et par suite dans l'intersection (4) on peut se passer de V,. Le lem- 
me 1 affirme l'existence d'éléments zx,, 2, . .., x, € X tels que 


0, jÆk, 
hay= Te 


Pour chaque élément zE X on a 


(j, k=1,2,...,n). 


z= D mt, (5) 


El 


Er = fn (x), fr (x) = 0 (& — 1, 2, _. n). (6) 


En appliquant la fonctionnelle f aux deux membres de (5), on ob- 
tient 


(a) À Pa (+ fe) Œa=flm)s E=t2, um) (D 


Prouvons que f (x') = 0. Si f (x’) - 0, alors pour un « > 0 assez 
grand on aurait |f (ax’) | > 1, c'est-à-dire ax’ é V et par suite, 


*) Dans le cas d’un corps de scalaires complexes. ici et dans la suite il 
faudra prendre {2€ C:1:|<1} au lieu de [—1, 
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en vertu de (4), pour un # au moins on aurait az’ & À4V,, ce qui 
contredit la relation (6). 


Donc, de (7) il suit que f— N fByfn. Comme f,EY (k=— 
k=i 
=1,2,...,n), il vient fEY, c.q.f.d. 


REMARQUE. Une conséquence de ce théorème est que si Y con- 
tient un ensemble linéaire total Y distinct de YŸ, la topologie 


o (X, Y) est essentiellement plus faible que la topologie o (X, Y). 
De ce point de vue la topologie faible o (X, Y) définit l’ensemble Y 
de façon unique. 

Soit X un e.l.c. muni d’une topologie +. Il est clair que la topo- 
logie faible o (X, X*) est plus faible que la topologie 7t, donc tout 
ensemble faiblement fermé, c'est-à-dire tout ensemble fermé dans 
l'espace (X, © (X, X*)) sera fermé dans l’espace X. La réciproque 
n’est généralement pas vraie. Cependant on a le 


THÉOREME 2. Dans tout e.l.c. X l'adhérence pour la topologie + et 
l'adhérence faible d'un ensemble convexe quelconque sont confondues. 


DEMOXSTRATION. Il suffit de montrer que tout ensemble convexe 
+-fermé Æ est faiblement fermé. D'après le théorème 2.6, pour tout 
zé E il existe une fonctionnelle réelle continue g, sur X, telle 
que sup{g. (W:yEE}=a<gr(z). Alors E= fN {yEX: 


xÉE 
Lx (Y)< a+}. Il est évident que chaque ensemble {y EX: g, (y) < 
< «.} est faiblement fermé, ce qui signifie que Æ est faiblement 
fermé. 


ConoLLAIRE 1. Les adhérences des ensembles convexes pour toutes les 
topologies localement convexes compatibles avec la dualité donnée, 
sont confondues. 


Coror.LaIRE 2. Soient +, et 7, deux topologies localement convexes 
compatibles avec une même dualité. Si la suite généralisée x, +2 
pour la topologie x, il existe une suite {ys} dont les éléments sont des 
combinaisons convexes des éléments x,, et de plus yg x pour la 
topologie T2. 


DEMOXSTRATION. Le point x appartient de toute évidence à l’en- 
veloppe convexe t.-fermée Æ de l’ensemble {z,}. En vertu du corol- 
laire 1, l'enveloppe Æ est la t.-adhérence de l'enveloppe convexe 
de {x,}. Le point x est donc point t.-limite pour co ({r,}). 


CoroLLAIRE 3. Soient X un e.l.c., X, une partie de -X. Alors: 
1) La topologie faible © (X,, X$) coïncide avec la topotogie à induite 
sur X, de l’espace (X, © (X, X*)): ;' 
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2) supposons que X, est fermée dans X ; si un ensemble E est rela- 
tivement compact dans (X, © (X, X*)), alors E f\ X, est relativement 
compaci dans (Xo o (Xos X5)). 


DEÉMONSTRATION. 1) La restriction de la fonctionnelle f € X* à X,, 
étant continue, sur X, on a o (X, XF) < © (Xo, X°). L'inégalité 
inverse découle du théorème de Hahn-Banach (cf. théorème 2) qui 
dit que toute fonctionnelle f, € X$ peut être prolongée en une fonc- 
tionnelle f € X* 

2) Le sous-espace X, étant © (X, X*)-fermé en vertu du corollai- 
re 1, l’adhérence de l'ensemble £ f\ X, dans (X, © (X, X*)) est 
contenue dans X,. De la proposition 1) il résulte que cette adhérence 
est o (X,, X5)-compacte. 

On dit qu'un ensemble est faiblement borné s'il est borné pour 
la topologie faible. 


THÉOREME 3. Les ensembles bornés dans un e.l.c. X et dans 
(X, © (X, X*)) sont les mêmes. 


Nous ne démontrerons pas ce théorème (cf. Schaefer [1]. Dans 
le chapitre VIII, nous le prouverons dans le cas particulier impor- 
tant où X est un espace normé. 

3.2. Soit (X, Y) un couple en dualité. Pour E € X définissons 


EL ={EY:If@I<1, VzeE}. 


L'ensemble £° € Y s'appelle polaire de E. 

Voici encore une définition. On appelle annulateur Ei d’un 
ensemble Æ£ = X, l’ensemble de toutes les fonctionnelles f € Y 
s'annulant sur Æ. Il est évident que l'annulateur est un ensemble 
linéaire © (Y, X)-fermé. Le lemme suivant dont la démonstration 
est laissée au soin du lecteur cxprime les propriétés élémentaires 
des polaires. 


LEMME 2. 1) Si EC E,, alors £,C E;. 

2) Sir 0, alors (AEY — A1ET 

4) QU E) ) = = à E:. 

4) si Ÿ E est un ensemble linéaire dans X, alors E° est confondu avec 


l'annulateur EL. 


Avant de passer à l’étude de propriétés plus profondes des polai- 
res, faisons une remarque très importante pour la suite. Soit (X, Y) 
un couple en dualité. Chaque élément zx € X peut être considéré 
comme une fonctionnelle linéaire F, définie sur Ÿ par la formule 


F.(N=f(z) (EY)*). 


*) Voir dans I1.2.2 la définition de la multiplication d'une fonctionnelle 
par un nombre. | 
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L'espace YŸ étant total sur X, l'application 7y : EX —F, 
est un isomorphisme linéaire de X sur un sous-espace vectoriel 
de Y*. L'application x; qui est dite canonique ou injection naturelle 
de X dans Y* jouera dans la suite un rôle important dans la défini- 
tion de l’espace normé réflexif. Pour l'instant nous observerons 
que notre exposé nous permet de considérer X comme un espace 
vectoriel total de fonctionnelles sur YŸ et partant que (Y, X) est 
également un couple en dualité, donc Ÿ est muni de la topologie 
faible o (Y, X) qui est justiciable de tous les résultats obtenus plus 
haut. 


LEMNME 3. Si EC X, alors E° est absolument convexe et © (Y, X)- 
fermé. 


DEMONSTRATION. La convexité absolue est évidente, quant à la 
fermeture faible, ee découle de la formule 


NUYEY: | f(2) 1<1}: 


Soient {X, Y) et (Y, 2 des couples en dualité, X<= z a Y+. 
Si EX, le polaire E” du polaire E° dans Z est appelé bipolaire 
de E dans Z. 


THÉOREME 4. Le bipolaire E°®° dans Z de l'ensemble E € X est 
confondu avec l'enveloppe absolument convexe © (Z, Y)-fermée de E. 


DEMONSTRATION. De toute évidence, £ € E°®*°. Désignons par G 
l'enveloppe absolument convexe © (Z, Y)-fermée de E. Le lemme 3 
nous dit que E” = G. Si F,E€Zet F,&G, alors d'après le corol- 
laire du théorème 2.6 il existe une fonctionnelle ® € (Z, © (Z, Y))* 
pour laquelle Re ® (F,) > 1 et | @(F) | << 1 pour F EG. Le théo- 
rème 1 affirme l'existence d’une fonctionnelle f € Y telle que @ (F) = 
= f (F) pour tout FE Z. Vuqu E € G, il vient f € E°. Par ailleurs, 
1f(Fo) 12 Ref(Fo) >1, d'où F,GE®. Donc EG et par 
conséquent E® = G. 

Le théorème 4 est appelé théorème du bipolaire. On obtient 
les cas particuliers les plus importants de ce théorème en posant 
Z = X ou Z = Y*. Les théorèmes 2 et 4 entraînent le 


CoROLLAIRE 1. SiXestune.l.c., E° le polaire dans X* d’un ensemble 
EC Xet E" le bipolaire dans X, alors E° est confondu avec l'enveloppe 
absolument convexe fermée de E. 


Soit X un e.l.c. On dit qu'un ensemble E dans X est fondamental 
si £ (E) = X. Montrons que E est fondamental si et seulement si 


— {0}. 


CoROLLAIRE 2. Soit E un ensemble dans un e.l.c. X. Pour qu'un 
élément x € X appartienne à £ (E), il est nécessaire et suffisant que 
f (x) = 0 pour tout f € EL, où Et est l’annulateur dans X*. 
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DÉMONSTRATION. D'après le lemme 2, on a £(E) =£(E)'. 
D'après le corollaire 1, £(E)*=£(E). Comme £(E)! est un 
espace vectoriel, on a £(E)°=Æ£(E)! —=£(E) *. Il est aisé de 
voir que Et =£(E)!. D'où il suit £*t=£(E), c.q.f.d. 

Supposons toujours que (X, ŸY) est un couple en dualité. Les 
propriétés de E dans X sont rattachées aux propriétés du polaire E”°. 


THÉORÈME 5. Pour que le polaire E° d'un ensemble E € X soit 


absorbant dans Y, il est nécessaire et suffisant que E soit borné dans 
l'espace (X, © (X, Y)). 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Considérons un voisinage V 
de 0 dans l’espace (X, © (X, Y)). On peut admettre que V = f”! (D) 
FE Y), où D = {2EK: |z]|< 1}. L'ensemble V est le polaire de 
l'ensemble composé de la seule fonctionnelle f, c'est-à-dire V — 


— {f}°. E étant absorbant, pour un À > 0 assez petitonauraÀf€E, 
d'où, en passant aux polaires, 


1 1 ko o 00 
+V= UP AP DE. 
Cette relation indique que E°° est un ensemble borné, donc, à plus 
forte raison est borné l’ensemble £ & ET. 

Condition suffisante. Soit f € Y. Considérons le voisinage V — 
= f"1(D). Si EC X est un ensemble borné, il existe À > 0 tel 
que ÀE € V. En passant aux polaires, on a 


+ E°=(RE) >. 


Or, f E V°, donc Àf € E°. Ce qui prouve que £Æ° est un ensemble 
absorbant. 

3.3. Soit (X, Y) un couple en dualité. Voyons comment munir X 
d’une topologie. L'outil des polaires qui établit une relation entre 
ensembles de Ÿ et ensembles de X semble bien se prêter à cet objectif. 
Plus exactement, pour système de voisinages engendrant une topo- 
logie sur un e.l.c., nous prendrons l’ensemble des polaires de certains 
ensembles de Y. Pour que le système construit satisfasse aux condi- 
tions du théorème 2.1, il faut, en vertu du théorème 5, exiger que 
ces ensembles soient bornés dans Y. 

Soit donc A un ensemble de parties o& (Y, X)-bornées de YŸ, 
telles que 

1) l'ensemble |} À soit fondamental dans (YŸ, o (Y, X)). 

AEU 

Désignons par $, l’ensemble des polaires dans X des parties 
de 8. Montrons que 8, vérifie la condition (1) du théorème 2.1. 
Soit z € X et supposons que cette condition n'est pas réalisée pour 
lui. Alors, pour tout VE 8 et tout À > 0, on a zE ÀV. Comme 
chaque V — 4°, où A EX,on a |f(nx) | << 1 (RE N) pour f E À. 
8—0996 
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D'où f(x) = 0sif € U À. Par suite, x = 0 d'après le corollaire 2 
AE 
du théorème 4. 

Ainsi, le système $, satisfait à toutes les conditions du théo- 
rème 2.1, donc X est un e.l.c. La topologie obtenue dans X s'appelle 
topologie de la convergence uniforme sur les parties de X ou topologie 
de A-convergence. 

Si de plus YA vérifie les conditions: 

2) si 4, BEN, il existe CEA tel que AU BEC; 

3) À EX implique AA EAN, VAEX*%, 
alors on démontre sans peine que $, est une base de voisinages de 0 
pour la topologie de la convergence uniforme. Cette topologie se 
décrit facilement en termes de semi-normes. Pour tout À € { posons 


_ pa (&) = sup{lf(& 17€ 4). 


Alors pA est la fonctionnelle de Minkowski de l’ensemble 4°, et 
la famille de semi-normes {p1: À € A} définit une %-topologie. 

De toutes les topologies de X nous allons en indiquer pour l’ins- 
tant deux qui, dans un certain sens, sont extrêmes. D'abord pour 
on peut prendre tous les ensembles possibles à un seul point, la 
topologie de %-convergence étant la topologie faible o (X, Y). 
Ensuite pour % on peut adopter le système de tous les ensembles 
Oo (Y, X)-bornés. La topologie correspondante est dite forte et 
notée B (X, Y). Nous savons déjà que le dual de (X, o (X, Y)) 
est Y, alors que celui de (X, B (X, Y)) peut être un sous-espace 
plus large de X*. Au numéro suivant nous décrirons naturellement 
toutes les topologies de %-convergence compatibles avec la dualité 
entre X et Y. Pour l'instant faisons quelques remarques. Il est 
évident qu’on peut permuter X et Ÿ et munir l'espace Y des topo- 
logies de la convergence uniforme. 

Soit X un e.l.c. On dit qu'un ensemble G € X* est équicontinu 
si pour tout # > O il existe un voisinage U de 0 dans X, tel que 
|f()l<e, VrE U, VfEG. I] est évident qu'une partie de X* 
est équicontinue si et seulement si elle est contenue dans le polaire 
d'un voisinage de 0 dans X. 


THÉORÈME 6. Chaque topologie localement convexe est une topologie 
de la convergence uniforme sur des ensembles équicontinus de l’espace 
dual. ; 


DEMOXSTRATION. Dans tout e.l.c. X il existe une base $ de voisi- 
nages absolument convexes fermés de 0. Les ensembles U° (U € 8) 
sont équicontinus, et U°® = U d’après le théorème du bipolaire 
(voir corollaire 1 du théorème 4), ce qui démontre le théorème. 

Le théorème 6 montre l’universalité de la méthode de définition 
d’une topologie localement convexe, décrite plus haut. 
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3.4. Voyons maintenant les topologies compatibles avec la 
dualité donnée. 


LEMME 4. Soit X un espace vectoriel. L'espace X* est complet 
pour la topologie o (X*, X). 


DEMONSTRATION. Soit {f, } une suite généralisée de Cauchy dans X*. 
Alors pour tout EX la suite {f,(r)} est une suite numéri- 
que généralisée de Cauchy, donc pour tout x € X il existe f (x) — 
— lim f, (x). Donc f E X* et f, —f pour la topologie faible. 

Faisons une remarque sur les espaces de dimension finie qui 
nous servira dans la démonstration du lemme suivant. Si nous 
envisageons un e.l.c. K” de dimension finie (cf. 1.3), la famille 
d’ensembles de la forme 


Vn = ({Eh1 EK°': max | &; [<Sm°t} (m=1, 2, ...) 
1LiSn 


est une base de voisinages de (0. Il est alors évident qu'un ensemble E 
est borné dans K” si et seulement si existe une constante c > 0 
telle que | E; | < © pour tous les È — {E;}:1 EE et i = 1, 2, 

.., n. On rappelle que d’après le théorème de Bolzano- Weierstrass 
les ensembles bornés dans K” sont relativement compacts. 


LEMME 5. Soit (X, Y) un couple en dualité. Alors tout ensemble 
6 (X, Y)-borné E est totalement borné dans (X, © (X, Y)). 


DEMOXSTRATION. Soient Æ un ensemble © (X, Y)-borné, U — 
= {ze X: fi (x)| < 1, Îi € Y, Îi 7 0, l — 1, 2, . n}, un voi- 
sinage de 0 dans Le o (X, Y})). À chaque zx € X associons l’élément 
© (x) = (fi SAR .- . În (&)) de K”". Si Q = V,, alors il est évident 
que &7' (Q) — 

Si 2€ &@ © alors w“! (2 + Q) = zx + U, où pour x on peut 
prendre n'importe quel élément de wo! (2). L'ensemble Æ étant 


faiblement borné, l’ensemble Æ =  (E) est borné dans K" et par 
suite relativement compact. Le théorème de Hausdorff (ou ce qui 
revient au même le théorème 1. 4) affirme alors l'existence de z,, . .. 


..…, 2m € Ë tels que Êc Ù (z, + ©). Si maintenant on désigne 


par x, les éléments de Æ tels que o (zx) = 2 (k = 1, 2, ., M), 
on obtient en vertu de ce qui précède 


Ecuw"t(Ë)e w"! QÙ, (z, + Q)) — u @! (2, +Q) = Ge (zx + VU), 
c.q.f.d. 


THÉOREME 7 (Alaoglu-Bourbaki). Si X est un e.l.c., le polaire U° 
de chaque voisinage U de 0 est ©o (X*, X)-compact. 


s* 
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DEMOXSTRATIONX. Soit sur X* la topologie o (X*, X). Le voisina- 
ge U étant un ensemble absorbant dans X, le théorème 5 affirme 
que U° est borné dans X*, donc totalement borné (lemme 5). X* est 
complet d’après le lemme 4 et U° est fermé d’après le lemme 3, donc 
U° est complet et d’après le théorème 1.4 compact. De toute évidence 
U° & X*, et les topologies & (X*, X) et o (X*, X) sont confondues 
sur X*. Donc U° est o& (X*, X)-compact. 

Soit (X, YŸ) un couple en dualité. Désignons par +t(X, Y) la 
topologie de la convergence uniforme sur tous les ensembles absolu- 
ment convexes 6 (Ÿ, X)-compacts dans YŸ. D'après ce qu'on a dit 
dans 3.3, l'espace (X, + (X, Y)) est un e.l.c. La topologie + (X, Y) 
est appelée topologie de Mackey. 


THEORÈME 8 (Mackey-Arens). Une topologie localement convexe * 
sur X est compatible avec la dualité entre X et Y (c'est-à-dire (X, t)* — 
— YŸ) si et seulement si © (X, Y)< T<T(X, Ÿ), t étant une topo- 
logie de la convergence uniforme sur un ensemble de parties absolu- 
ment convezxes G (Y. X)-compactes dans X. 


DEMOXSTRATION. Si (X, t)* = Ÿ, alors + est une topologie de la 
convergence uniforme sur une famille d’ensembles U°, où U Sont 
tous les voisinages possibles de O0 pour la topologie t. Chaque U° 
est absolument convexe et, d’après le théorème 7, o (Y, X)-compact. 
D'où il suit que t << tT (X, Ÿ). Comme © (X, Y}) est la plus faible 
de toutes les topologies de la convergence uniforme (compatibles 
avec la dualité donnée), © (X, Y) € +. 

Il reste à vérifier que la topologie de Mackey t (X, Y) est com- 
patible avec la dualité entre X et Y. Désignons (X, t (X, Y))* 
par X*. Il est évident que X* = Y. Prouvons l'inclusion inverse. 
On observera que si Æ est compact dans (Y, o (Y, X)), alors E est 
compact dans l’espace plus grand (X*, o (X*, X)). Dans la suite du 
raisonnement les polaires des parties de X sont pris dans l’espace 
X* et ceux de X* dans X. 

Soit une fonctionnelle œ € X*. L'ensemble V = @-! (D), où 
D = {2€ K:]z|<1} est un voisinage de O0 dans l'espace 
(X, TX, Y)). Alors, par définition de la topologie de Mackey il 
existe un ensemble À absolument convexe © (Y, X)-compact dans Y 
tel que V = 4°, d’où V° © 4°. Le théorème 4 nous dit que 4° 
est la o (X*, X)-adhérence de À. Or, À est o (Y, X)-compact, donc 
comme on l’a déjà remarqué il est o (X*, X)-compact, d'où À — 
— A®%., Comme œ € V° alors @ € À et a fortiori ® € Y. Finalement 
X* — YŸ, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Le théorème de Mackey-Arens est en général le point de départ 
d’études plus subtiles de la théorie des e.l.c. liées avant tout aux 
notions d’e.l.c. bornologique et tonnelé et des e.l.c. réflexifs. Cepen- 
dant nous arrêterons ici l’étude de la théorie générale des e.v.t. pour 
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nous tourner vers les espaces normés qui constituent la classe d’e.l.c. 
la plus importante pour les applications de l'analyse fonctionnelle 
dans le cadre de ce livre. En toute justice observons que de nombreu- 
ses applications de l'analyse fonctionnelle sont rattachées à l’étude 
d’'e.l.c. qui ne sont pas normés. Il s’agit en premier lieu des espaces 
des distributions qui sont largement utilisées en physique mathéma- 
tique (cf. Birman et d'autres; Guelfand et Vilenkine; Guelfand 
et Chilov; Rudin; Hôrmander: Schwartz; Chilov [II]; Edwards). 


CHAPITRE IV 


ESPACES NORMÉS 


$ 1. Définitions fondamentales et propriétés 
élémentaires des espaces normés *) 


1.1. La théorie des espaces normés constitue de par ses innom- 
brables applications la branche la plus importante de l'analyse 
fonctionnelle. Dans ce livre, on ne pourra de ce fait en toucher que 
certains aspects en mettant un accent particulier sur les applications 
à la résolution des équations fonctionnelles. 

On rappelle qu'une norme sur un espace vectoriel X est une 
fonctionnelle positive ||-|| qui à chaque élément zx € X associe le 
nombre ||z || > 0, appelé norme de l'élément x **), vérifiant les 
conditions suivantes : + 

1) Izl=0<:z-0; 

2) IAzil—= |A lIIzil, À EK (homogénéité de la norme); 

3) Hz+y<IIzil + [I y Il (inégalité triangulaire). 

On appelle espace normé un espace vectoriel X muni d’une norme. 
Si nous munissons X d'une topologie engendrée par cette norme 
(c’est-à-dire par une famille de semi-normes constituée d’une seule 
norme, Cf. 111.2.1.), alors X est un e.l.c. Cette topologie s'appelle 
topologie de la norme de l’espace X. Voyons maintenant comment 
se transforment certains notions et résultats de la théorie de l’e.l.c. 
pour ce cas particulier important. 

1) Tout espace normé X est un e.l.c. métrisable. 

En effet, si pour un couple quelconque zx, y € X on pose 


p (x, y) = z— y ||, 
alors p est une métrique sur X. En effet, p (x, y) = 0 veut dire que 
zx — y || = 0, ce qui d’après 1) équivaut à zx — y = 0, donc 
à x = y. La distance est symétrique par définition. Enfin, l’inégalité 
triangulaire pour la distance est une conséquence simple de l’inéga- 
lité triangulaire pour la norme: 


pa y =Iz-y=l2-2)+c-y< 
<< Nz—21+z- y = Ep (à, 2) + p (z y). 


y Les notions fondamentales de la théorie des espaces normés ont été 
introduites par Banach [1] (cf. également la monographie de Banach). 

__ *+) Si l'on étudie plusieurs espaces normés à la fois on fera figurer ces 
espaces en indice pour en distinguer les normes, par exemple || r ||. 
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Il est évident que la topologie induite sur X par cette métrique 
est confondue avec la topologie de X comme e.l.c. 

On dit qu’une suite {z,} converge vers x en norme si || z, — x || — 
— 0. Il est clair que la convergence en norme est confondue avec 
la convergence pour la topologie de la norme. 

2) Les boules fermées By, = {& EX: [| z||< 1/r} (n EN) 
forment une base de voisinages de 0 dans l’e.l.c. À. 

3) INzÜ— y NI< Hz Yi. 

Cette propriété résulte de I[.3.2 (c). 

4) || z || est une fonction continue en zx, c'est-à-dire si x, —x, 
alors || za || + {| x |: 

9) Un ensemble Æ est borné si et seulement si existe une cons- 
tante M telle que [|z || << M pour tout zxE E. 

Ceci est une conséquence de 2) et de la définition de l’ensemble 
borné ([I1.1.4). 

6) Une suite convergente est bornée. 

Ceci résulte de 4) et 5). 

On appelle rormable un e.v.t. dont la topologie peut être indui- 
te par une norme (telle que plus haut). Indiquons maintenant la 
place occupée par les espaces normés dans la classe des e.v.t. 


THÉOREME 1 (Kolmogorov). Pour qu'un e.v.t. séparé X soit nor- 


mable il faut et il suffit qu'existe dans X un voisinage convexe borné 
V, de 0. 


DÉMONSTRATION. Seule la condition suffisante a besoin d’être 
démontrée. On peut admettre que le voisinage V, est absolument 


convexe et fermé (sinon l’on considère l'intersection (—V,) f\ Vo). 
Pour zx E X posons 


I TZ Il = Pv, (Z)e 


où p-, est la fonctionnelle de Minkowski de V,. Alors py, possède 
toutes les propriétés d’une norme à l'exception peut-être de l’une 
d'elles: [| z|| — 0—z— 0. Montrons que cette propriété est 
également réalisée. En effet, si x 0, l’espace X étant séparé, 
il existe un voisinage V de 0 ne contenant pas zx. L’ensemble V, 
étant borné, on peut exhiber un À > 0 tel que V, € ÀŸ. Alors de 
toute évidence Àz é V,, ce qui en vertu du lemme III.2.1 donne 


Izll= pv, (2) = + pr. AD >+, 


de sorte que || z || 0. 
Donc, X est muni d’une structure d'espace normé dans lequel 
(toujours en vertu du lemme I11.2.1) V sera la boule unité fermée. 
Montrons que la topologie initiale de X est confondue avec 
la topologie induite par la norme. A cet effet nous devons vérifier 
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que l’ensemble des boules, c’est-à-dire la famille des ensembles 
de la forme ÀV, (À >> 0) est un système fondamental de voisinages 
de 0 pour la topologie initiale. Ceci est une conséquence directe du 
fait que l’ensemble V, est borné, puisque pour tout voisinage V 
de 0 il existe À >> 0 tel que AV, € V, c.q.f.d. 

Le travail de A. Kolmogorov [1] qui contenait le théorème 1 
fut l'un des premiers à considérer les e.v.t. abstraits. 

1.2. Voyons des exemples d'espaces normés. 

1) L'espace K”* (7 fini). On peut définir une norme sur K'" de 
diverses manières (qui dans un certain sens sont toutes équivalentes). 
Par exemple si x — {ËE;}%_1, alors 


1/2 
Izi=tŸ LE: El. 
Cette norme est dite euclidienne. On peut considérer également 


n 
la norme Izll= max | 6 | ou Isle À | El. 
2) L'espace des fonctions continues C (Æ) est normé par 


Nzi= max |z(s) |. : 
tEK 


3) L'espace 1® (T) des fonctions bornées sur un ensemble T 
est normé par 


x = sup | 2x(e) |. 
xET 


4) L'espace C( [a, b] des fonctions L fois continûment différen- 
tiables est normé par 


l 
Irll= D max | 20 (1) |. 
hk=0 tElo, b] 


Signalons que les espaces S (0, 1) et s ne sont pas normables. 
Pour cette raison nous les avons étudiés plus en détail dans les 
chapitres précédents. Nous exhiberons plus bas d’autres exemples 
d'espaces normés. 

1.3. Soient X et Y des espaces normés. On dit qu'un opérateur 
linéaire U de X dans Ÿ est une isométrie linéaire si pour tout x € X 
on a [| U(x) || = || xl. Les espaces X et Y sont dits linéairement 
isométriques si existe une isométrie linéaire appliquant X sur Ÿ. 
De toute évidence une telle isométrie ÜU est une isométrie de X 
sur Ÿ en tant qu'espaces métriques et un isomorphisme de X sur Y 
en tant qu'espaces vectoriels. Pour cela il suffit de s'assurer que si 
l'opérateur U est une isométrie, il est biunivoque. En effet, si 
U( = U(y), alors Nz—y = (z—- y) = I U (x) — 
— UYy)Il = 0. 
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Dans la suite nous ne ferons pas de distinction entre les espaces 
linéairement isométriques. Nous dirons que des espaces normés X 
et Y sont isomorphes si X et Y sont isomorphes en tant qu'e.l.c., 
c'est-à-dire s’il existe un homéomorphisme linéaire de X sur Y. 
La notion d'isomorphie est essentiellement plus faible que celle 
d'isométrie. 

On dit que deux normes ||-{, et ||-|, sur un espace vectoriel X 
sont équivalentes si existent des constantes k,, k: > O0 telles que 
pour tout x € X l’on ait 


klz la < Te << ko [la 


Il est aisé de voir qu’une condition nécessaire et suffisante pour 
que les normes ||-||, et {|-||, soient équivalentes est que l'application 
identique de X dans X soit un isomorphisme entre les espaces normés 
(X, 11-1h) et (X, Il: 112). 

Un ensemble linéaire d’un espace normé X est un espace normé 
par rapport à la norme induite sur lui. On appellera cette espace 
normé sous-espace de l’espace normé À. 

1.4. Les espaces complets que l'on appelle espaces de 
Banach ou B-espaces jouent un rôle particulièrement important 
parmi les espaces normés. 

En termes de norme la convergence en soi de la suite {x,} veut 
dire que [|zn — zx, || re 0. La condition de complétude de 


l'espace normé X devient donc: [||zm — zh || > O0 entraîne 
1 


l'existence d’un x) EX, tel que z, — zx. 

De toute évidence les espaces K". C(K), CO [a, b], Ie (7) 
qui sont complets sont des B-espaces. 

Si un espace normé X n'est pas complet, on peut le plonger dans 
un espace métrique complet X (théorème 1.4.1). On peut 
étendre les opérations algébriques et la norme définies seulement 
sur X de façon unique à X,-le munissant ainsi d'une structure de 
B-espace. 

Pour prouver ce fait on utilisera la remarque faite dans 1.4.4, 
savoir qu'un espace X est dense dans sa complétion X. 


Soient z, y € X. Il existe des suites {x,} et {y,} d'éléments de X 
convergeant vers x et y respectivement. L'opération d’addition 
étant définie dans l’espace X, l'égalité z, = zh + ÿyn (n = 1, 2, ...) 
a un sens. Comme 


Zn — 2m RU Zn — Tm | + || Yn — 


fn — O0 


la suite {z,} est une suite de Cauchy dans l’espace X, donc dans 
l'espace X. Il existe par suite un élément z— lim 2, € X. 


7 —œ0 


Posons par définition x + y = z. On s'assure sans peine que la 
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détermination de l'élément z ne dépend pas des suites {z,} et {y,}. 
En effet, supposons que zh —>2x, Ya —>y (tn, Ya EX; n = 1,2, ...) 
et 2, = zx, + y,. Comme 


Nr — 28 RU SR — 20 + ga ÿn 0, 


alors lim z, — lim z,. 
no fn — 00 

D'où il suit en particulier que la nouvelle définition de la somme 
pour les éléments de l’espace X nous conduit à la définition initiale. 
En effet, si zx, y EX, alors on peut poser z, = z, Yn = y (n — 
—= 1, 2, ...), de sorte que z= lim (7, + y,) = x + y, où le 

7 —- 00 

signe + est compris dans le sens initial. 

De façon analogue, on définit dans X le produit d'un élément 
par un nombre. 


Si pour z € X on pose 


Izl=p(z 0 = lim ps, 0) = lim [zx || 


n +00 n 00 


(tn tr; EX; n=1,2,...), 


on s'assure sans peine que X vérifie tous les axiomes de l’espace 
normé. Cette égalité entraîne l’unicité de la norme. 

L'unicité de la somme et du produit par un nombre s'établit 
sans peine au moyen de la continuité de ces opérations. On laisse 
au lecteur le soin d'effectuer les démonstrations respectives peu 
compliquées. 

Toutes les fois qu'on envisagera la complétion d'un espace normé 
on admettra qu'elle est linéarisée et normée de la manière indiquée 
plus haut. 

1.5. Dans un espace normé, on peut considérer les séries infinies 


D R=T+Trt... Ent. (1) 

On dit que la série (1) est convergente si est convergente la suite 
{s,} de ses sommes partielles: s, = m +zs + ... + zx, On 
appelle somme de la série (1) la limite de cette suite: s — lim s,. 


n -Cœ0 
Dans un B-espace la convergence absolue d'une série entraîne 
la convergence ordinaire, c'est-à-dire si la série numérique 


D lala ll+lizll+.ee+lan + (2) 


est convergente, la série (1) le sera également et de plus 


es O0 
IMEREAMENT 
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En effet, si m > n, alors 
Sm — Sn = Tn+i F Ente Te. . + Tm: 
et par suite 
Îl Sm — Sn Ü< tnt + rate M + 02e + tm Il 


La série (2) étant convergente, le second membre de cette inégalité 
est aussi petit que l’on veut pour » assez grand. Donc la suite {s,} 
est de Cauchy et par suite convergente, puisque l’espace est complet. 
En passant à la limite pour nñ —o dans l'inégalité 


n n 
SRE ENIETT 


et en utilisant la continuité de la norme, on obtient la majoration 
désirée. 

1.6. Etudions plus en détails les espaces normés de dimension 
finie. Nous allons montrer que les e.l.c. de même dimension algébri- 
que finie sont isomorphes et par suite isomorphes à l'espace K” 
muni de la norme euclidienne. 


LEMME 1. Si X est un espace vectoriel de dimension finie et Y 
l'espace vectoriel total des fonctionnelles sur X, alors Y est confondu 
avec le dual algébrique X*. 


DÉMOXSTRATION. Soit {x;}_, une base algébrique dans X 
(cf. I[I.1.4). L'espace X pouvant être traité comme l’espace des 
fonctionnelles sur Y, le lemme I11.3.1 affirme l'existence d’un 
système de fonctionnelles {f;};_, & Y biorthogonal à {x;}i-, tel 
que 


0, jÆk 
hen= À j=k (j, k=1,2,...,n). 


n 
Les vecteurs f, sont linéairement indépendants, puisque Ÿ À;f; — 
i=i 


= 0'entraîne À, = (3) À;f:) (x) = 0, Vk, d'où il suit que l’espace Y 
i=1 


est de dimension >n. Par ailleurs, Y € X* et la dimension de X+ 
est égale à n. Alors Y est de dimension n et Y — X* en vertu d’une 
propriété classique des sous-espaces d’un espace de dimension finie. 


THÉORÈME 2. Tous les e.l.c. (séparés) de même dimension algébrique 
finie sont isomorphes. | 


DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que deux topologies locale- 
ment convexes quelconques sont confondues sur un espace X de 
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dimension 7. A cet effet, nous allons montrer que toute topologie t 
localement convexe est confondue avec la topologie faible o (X, X*). 

D'après le lemme 1, on a (X, t)* = X*, d'où t > © (X, X*). 
Prouvons l'inverse. Fixons une base {x;}}_1 dans X et considérons 
le système biorthogonal {f,}%_1 dans X*. Alors {f;}}_; est une base 
dans X* (voir démonstration du lemme 1). Si la suite généralisée 
Za —>xz (oO (X, X*)) et 


alors E° > E pour i=1,2,...,n. En effet, pour tout f, on a 
= fire) —5 f(x) = bi. 


La 1-continuité des opérations algébriques entraîne que x, —zx 
pour la topologie +, d'où © (X, X*) > +, c.q.f.d. 

L'espace K” muni de la norme euclidienne étant un espace normé, 
il vient que tout e.l.c. de dimension finie est normable. 

Identifions ensuite l’espace normé X de dimension finie et l’espa- 
ce K". Soit e, = (0, ..., 1, ..., 0) (l'unité est au rang k). Si 
L — (Ë, Ée + 1 En), alors 


n 
IT= » Erêke 
k=! 
En appliquant le théorème 2 à l’espace K” muni de la norme 
n 
Izil=maxl|E;|, on obtient le 
1= 


n 
COROLLAIRE 1. 1) Pour qu'une suite {x}: zh = ST Eee, EX con- 
h=1 


n 
verge vers = » Le, EX il faut et il suffit que pour k=1,92,...,n 
k=1 
l'en ait la convergerce en coordcnnées : EC) Ex. 
mm — © 


2) Un ensemble E est borné dans X si et seulement si existe 


n 


une constante M >0 telle que pour tout x= tie, CE l'on ait 
k=1 


EISM (Œ=1,2,...,n). 


Le corollaire 4 et le théorème de Bolzano-Weierstrass entraînent 
le 
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CoROLLAIRE 2. Pour qu'un ensemble E soit relativement compact 
dans un espace normé X de dimension finie, il faut et il suffit qu'il 
soit borné. 


En effet, si {zh} est une suite bornée, en posant zh — 
= (657, 60, ..., 47) (m = 1, 2, ...) on déduit du corollaire 1 
que pour chaque j = 1, 2, ..., n, la suite numérique {E;"’} est 
bornée. Donc en vertu du théorème classique de Bolzano-Weierstrass 
il existe une suite d’entiers naturels m <m << ... << my <<... 
telle que 
CR) —— eco (j—=1,2,...n). 


Ce 


Le corollaire 1 entraîne que zm, — x, — (E‘9, E9 En). 


1 9 SV... sn 
COROLLAIRE 3. Un espace normé X de dimension finie est complet. 


En effet, si {z,} est une suite de Cauchy, elle est bornée et 
d’après le corollaire précédent on peut en extraire une suite partielle 
{Zm, } convergeant vers un élément zx, € X. Alors, d’après le lem- 
me [.4.1, on a zh — 2. 


COROLLAIRE 4. Tout sous-espace vectoriel X, de dimension finie d'un 
espace normé X est fermé. 


CoROLLAIRE 5. Soient X un espace normé et X, un sous-espace vectoriel 
de dimension finie de X. Pour tout élément zx € X, il existe dans X, 
un élément x, distance de x à X,, c'est-à-dire tel que || x — x, || — 


= p (x, Xi). 


En effet, pour chaque m = 1, 2, ... il existe dans X, un élé- 
ment z, pour lequel || z — zh [| << p (x, Xo) + 1/m. La suite {xr,} 
est visiblement bornée, puisque 


I Tm NS ZI + Ur — 2m I zN + 0 (& Xo) + 1 
(m = 1, 2,...), 


donc, en vertu du corollaire 2, on peut en extraire une suite partielle 
convergente {Zm,}: Zm, —> Zo- 

De toute évidence || z — x || < p (x, Xo). L'inégalité inverse 
découle du fait que x € X. 

Appliquons le résultat obtenu à l'espace C [a, b] et à son sous- 
espace P” de tous les polynômes algébriques de degré Sn (n fini). 
En vertu du corollaire 5, pour toute fonction continue zx il existe 
un polynôme z, de P”" tel que 


max |z(t)—x(t)|=1|rz— 2x1 = p (x, P'), 
a<t<b 
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c'est-à-dire un polynôme qui approche la fonction x mieux que tous 
les autres polynômes de degré <n. 

1.7. En conclusion, montrons que le résultat exprimé par le 
corollaire 2 du théorème 2 admet une réciproque, c'est-à-dire qu’un 
ensemble borné est relativement compact dans un espace normé, 
si seulement cet espace est de dimension finie *). 

Montrons préalablement un lemme important. 


LEMME 2. Soient X un espace normé, X, = X un sous-espace 
vectoriel fermé de X. Pour tout £ >> 0 il existe un élément normé x, **) 
tel que 


P (Go, X0) > 1 — €. 


DEMONSTRATION. L'espace X, étant fermé et ne coïncidant pas 
avec X, il existe ur élément € X, tel que p (x, X,) = d > 0. 
D'autre part, il existe dans X, un élément zx’ tel que 


_ , d 
Nz—ri<-— . 


Posons 
r—z — , 1 1—e 

To = = ALT —T = ———— {> 

METRE x’ | Tr) 
Il est clair que || x, || = 1. De plus si x € X,, alors 

_ ’ nu , 1 — 
Ir rl lar-ar-r|=alz-(r++)1>a> + d- 
= À —&. 


REMARQUE. Un élément normé zx, tel que p (x, X0) = 1 est 
dans un certain sens perpendiculaire à X, (ainsi, dans un espace 
euclidien, un vecteur x, vérifiant cette condition sera effectivement 
orthogonal à X,). Or appellera donc le lemme prouvé lemme de la 
quasi-perpendiculaire. 


THÉOREME 3. Pour qu'un ensemble borné soit relativement compact 
dans un espace normé X, il faut et il suffit que X soit de dimension 
Jinie. 


La condition suffisante a déjà été établie (corollaire 2 du théorè- 
me ). 

Condition nécessaire. Considérons un élément normé zx, € X et 
désignons par X, l'enveloppe linéaire £ ({x,}) de cet élément, c’est- 
à-dire l’ensemble des éléments de la forme Àz,. 


*) Ce fait a été établi par F. Riesz. 
*#*) C'est-à-dire un élément de norme f. 


& 1] DÉFINITIONS ET PROPRIETES DES ESPACES NORMES 127 


En supposant que X est de dimension infinie, on aura X, # X. 
D'après le lemme de la quasi-perpendiculaire, trouvons un élément 
normé ze € X tel que p (xz:, X;,) > 1/2. Formons l’enveloppe linéaire 
des éléments x, et x, et désignons-la par X.. En poursuivant cette 
procédure on arrive à la suite d'éléments {x,} et de sous-espaces 


X,SXc...cX,cC..., tels que 
Il Th Il — 1, X} — L ({ CTE ._. Th })- 
6 (fntis Ân) > 1/2  (n = 1,2, ...).. (3) 


La suite {x,} étant bornée, on peut en extraire une suite partielle 
convergente. Mais en vertu de (3) 


[Th —Zml>1/2 n>xœm; m,nr=1,2,...), 


donc ni la suite {x,} ni aucune de ses suites partielles ne sont con- 
vergentes. Le théorème est démontré. 


COROLLAIRE. Un e.l.c. X est de dimension finie si et seulement s'il contient 
un voisinage totalement borné de 0. 


DÉMONSTRATION. Si X est de dimension finie, en vertu du théorème 2, 
il est normé, et alors d'après le théorème 3 l’adhérence de la boule unité de X 
est compacte. 

Inversement. si |’, est un voisinage totalement borné de 0, alors l'espace 
X est normable d'après le théorème 1. Comme il existe À > O0 pour lequel la 
boule unité B;k— {rEX:||r |<1}€ ÀVo, l'ensemble B, est totalement 


borné, donc tout ensemble borné est totalement borné. En reprenant intégrale- 
ment la démonstration du théorème 3 on établit facilement que X est de dimen- 
sion finie. 

1.8. En conclusion de ce paragraphe nous allons introduire une 
série de notions importantes de la théorie des espaces normés. 

Soient X, et X, des espaces normés. Munissons leur produit 
direct Z = X, X X, de la norme suivante: si z — (x,, x), x € X,, 
Za E X>, alors TCRE 


2 = max ([[z, ||, Il Lo 1). 


L'espace normé Z est évidemment complet si X, et X, sont des 
B-espaces. 

Soient X un espace normé, X, un sous-espace fermé de X. Consi- 
dérons l’espace quotient X/X, (II.1.6). Notons que X, étant fermé, 
la classe x — x + X, est aussi un ensemble fermé dans X. 


Si pour x € X/X, l’on pose 


Ixil= infiz||, 
xEx 
alors X/X, est un espace normé. En effet, si x — 0, pour Ex on 
peut prendre l'élément nul de l’espace X et par conséquent || x || — 0. 
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Inversement, si [[z || = 0, par définition de || z || il existe une suite 
{z,} © x telle que x, +0. La classe z étant un ensemble fermé, 


elle contient {xz,} avec sa limite, c'est-à-dire 0 Ex donc x est l'élé- 
ment nul de X/X.;. 
On vérifie sans peine que la norme est homogène. Traitons le 


cas À = 0. On a 
Pc =TAl inf (xl = nf || Àz il. 


xEx xEx 


Lorsque x parcourt la classe x, l'élément Az parcourt la classe Az, 
d'où il suit que 

inf l2zll= inf [21 = IA Il 

xEx 2EÀx , 
Démontrons enfin l'inégalité triangulaire. Quels que soient 


zEz, yEy (x, YEX/X5), on a z+yExz+y, donc 
Lz + y Sr +y Sir + 


L'inégalité cherchée s'obtient par passage aux bornes inférieures 
au second membre. 


En associant à chaque élément zx € X la classe x = x + X, — 
— (x) qui le contient, on obtient une application q appelée homo- 
morphisme naturel (ou homomorphisme canonique) de l’espace X sur 
l’espace quotient X/X,. Il est évident que l'opérateur œ est linéaire. 
Comme 


Il (zo) 1 = inf [zx < to Il (x € À), 
xEp(xo) 


l'opérateur est continu. D'autre part, pour tout x € X/X,, il existe 
un EX tel que 


— = 1 
z=@p(z), rzl>sNzil. (4) 


Utilisons la propriété indiquée pour prouver que si l’espace X 
est complet, X/X, le sera également. Soit en effet {x,} une suite 
de Cauchy d'éléments de l’espace X/X,. Quitte à raréfier cette suite, 


on peut faire en sorte que la série ÿ Tn+t —Znil Soit conver- 
n=! 


gente. En vertu de (4), trouvons un élément z,€ X tel que 


Tn+1— Tn = (Zn); Î Tn+1 — Tn I>+ [za ll 


(n—0,1,...,17,—0). 
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Le d 


Il est clair que la série à I|zh ll est convergente. Donc, la série 
n= 


[es 


N zx, l'est aussi en vertu de la complétude de l'espace X. 


n= 
En notant cette somme zx et en posant xr—(x), on trouve 
z = (x) = D P(Zn) = D (En+1 — Zn) = lim 2, 
n=0 n=0 n— 00 
c'est-à-dire la suite {x,} converge vers x. 

1.9. Un opérateur linéaire continu P d’un espace normé X dans 
un sous-espace fermé YŸ € X est appelé projecteur (de X sur YŸ) 
s’il laisse invariants les éléments de YŸ, c'est-à-dire P (y) = y pour 
tout y € Y. 

On dit qu’un sous-espace fermé Y d’un B-espace X est complé- 
mentable dans X si existe un projecteur P de X sur YŸ. Il vient immé- 
diatement que X/Y — P-! (0) *). Le problème de l'existence d’un 
projecteur sur un sous-espace sera étudié plus loin (voir V.3.5). 


$ 2. Inégalités auxiliaires 


Dans ce paragraphe, on se propose d'établir quelques inégalités 
qui seront appliquées à l'étude d'exemples concrets de B-espaces 
(voir $ 3). Pour la bibliographie relative au sujet traité dans ce 
paragraphe, voir Hardy, Littlewood, Polya. 

2.1. Nous commençons par démontrer un lemme. 


LEMME 1. Soient p et q des nombres réels strictement positifs liés 
par la relation 


1 1 
5171 (1) 
Quels que soient aetbona 
l b 
ab] + DE, (2) 


DEMONSTRATION. On peut considérer que a et b sont strictement 


positifs. Posons m — 1/p (alors 0 << m< 1) et considérons la 
fonction 


pt)=#"— mt (t> 0). 


Vu que œ°(t) = m (£"-1 — 1), alors œ (f) présente son maximum 

pour { = 1. Donc @ (#) < œq (1) (t > 0), d’où £" — 1 LL m (t — 1). 

En posant t — a?/b7 dans la dernière inégalité, on obtient 
ab? —1<(1/p) (aPb-1—1), 


*) L'égalité exprime l'isomorphisme des B-espaces. 
9—0996 
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d’où l’on déduit (2) en multipliant les deux membres par b® et en 
tenant compte de ce que g — g/p = 1. 
2.2. INEGALITÉ DE HOLDER. Soient E,, 2, . . ., En €t Nr Mo, - 
- + Mn des nombres quelconques. On a l'inégalité 


b) [Em (D EURE 


(où p et g sont reliés par la relation ({)). 


DÉMONSTRATION. Posons 
n n 
AP = à [EP et B1— à [na . 


On peut admettre que À, B > 0. Soient E; = E,/A, n, = n:/B. 
Alors, en vertu de l'inégalité a 


cr [n, | 

ou en sommant 

n N JE IP D In 

o CES | k= ; 
HR — 7 — — À, 

2: lin 1 F + ’ ta 

D'où 
À Em IAB, 

c.q.f.d. 


REMARQUE. L'inégalité de Hôlder est valable dans le cas où les 
termes sont en nombre infini (dénombrable), c’est-à-dire on a l’iné- 
galité 


» | Exnx KES | Ex prets LAURE (3) 


la convergence des séries du second membre entraînant celle de la 
série du premier. 

En effet, cette inégalité est prouvée pour les sommes partielles 
des séries de (3). Le passage à la limite nous conduit à (3). 

2.3. INEGALITÉ INTÉGRALE DE HOLDER. Soient z(t) et y(t) des fonc- 
tions mesurables sur un espace mesuré (7, ©, pu). On a l'inégalité 


Lirovwrae[T 1e Pa] [TT ivera]" 
T T Ê 


(p et g sont toujours reliés par la relation (1)). 
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DEMONSTRATION. C'est en fait une répétition de la démonstration 
de l’inégalité de Hôlder pour les sommes. Plus exactement, on peut 
admettre que 


0<A4P= | Iz( Pau, 0 <B= | ]y(#) fan < oo, 
T 


puisque si l’une de ces intégrales était nulle ou infinie, l'inégalité 
à démontrer serait triviale. 

Posons zx (t) = x (t)/A et y (t) = y (t)/B. Pour chaque t ET, en 
vertu de (1), on obtient l'inégalité 


— — T P n 
[27 ISERE + ON. 
dont l'intégration donne 


fizmr@idus< (120 Pau 
T 


T 


1 ny adu Lit 
+ [1e au=— 7 = 


d’où 


[iz()y(t) 1 du AB, 
T 


c.q.f.d. 

On observera, tout comme dans le cas de l'inégalité pour les 
sommes, que la finitude des intégrales du second membre entraîne 
celle de l'intégrale du premier. 

REMARQUE. Si p = 2 (alors g = 2 aussi) les inégalités de Hôlder 
se spécialisent en les inégalités classiques de Cauchy et de Bounia, 
kovski pour les sommes et les intégrales 


2 ENNEAE) | En ae LS ImIrTE, 
isoucoida<( (ist al" L Eau)". 
T T T 


2.4. INÉGALITÉ GÉNÉRALISÉE DE HOLDER. Soient des nombres stric- 
tement positifs p, q, r liés par la relation 


1 1 1 
rhatret 
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Alors quelles que soient les fonctions mesurables x (t), y (t), z (t), 
définies sur un ensemble T7, on a l'inégalité 


NETOPICECIE 


<[] Iz@)1Pdu]" CS FORCE [j Isa]. 


DÉMONSTRATION. Définissons p' à partir de = + . Alors 
puisque _ +5 — 1, l'inégalité de Hôlder donne 


RÉCPCECIE RICE MR RTICECIE "EE 
T T T 
(4) 


Appliquons de nouveau l’inégalité de Hôlder avec les expo- 


sants ra et ra (E+i- 1} à la deuxième intégrale. On obtient 


[iv 200 P'au<{| y OP au} * {( | 2 (#) Pr du} 
T T J 


En portant cette expression dans (4) on obtient l'inégalité désirée. 

REMARQUE. L'inégalité généralisée de Hôlder est valable bien 
entendu pour les sommes. 

On laisse au lecteur le soin de déduire une inégalité semblable 
à celle qui vient d'être prouvée et contenant une intégrale d'un 
produit de nr fonctions au premier membre. 

2.5. INEGALITE De Minkowski. Soient {E,} et {n.} des suites de 
nombres. On a l'inégalité 


C2 En + me PP ETS LE PP LS Im PT 20. 


DEMONSTRATION. De toute évidence, on peut se limiter au cas où 
p > 1et tous les E, et n, sont positifs. D'autre part on peut admettre 
que les sommes figurant dans l'inégalité possèdent un nombre fini 
de termes (le passage aux séries s'obtient par un passage à la limite). 
Sous ces hypothèses. on a 


Î LAS 


tm à ù Ex Ex +mr-t+ À 23, M LE + mar. 
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En appliquant l'inégalité de Hôlder à chaque somme du second 
membre, on obtient (1/p + 1/q = 1) 

DS 
Ps 


[Er + MmIP< [2 44 CS (Ex + mx) PTT 


” 
CES 


+ [> nel [> CERN DE 


Or 1/p+1/q—=1 entraîne g(p—1)=p; donc en multipliant les 


deux membres de la dernière inégalité par [ N (E,+m)?]"‘? on 
=! 


est conduit à l'inégalité 
ñn 1-1 ñn {/ ñn i 
EÙ Gama ETS ET LS ml. 


Comme 14 — 1/q = 1/p, ceci n’est autre que l’inégalité à démontrer. 
2.6. INÉGALITÉE INTÉGRALE DE MINKOwsKI1. Soient zx(t) et y(t) des 
fonctions mesurables sur un ensemble T. On a l'inégalité 


[iiso+vora]"<[T1z@ Pa] + 
T T 


+[Tiveo Pal" >. 


T 
DÉMONSTRATION. Si l’une des intégrales du second membre est 


infinie, cette inégalité est évidente. Si l’intégrale du premier membre 
est infinie, la majoration 


Jiz@+e Par (z@1+17@ 1) a< 
T T 


e! 


SA (| 12 1Pdu+ | lu Pn), 
T 
qui découle de l'inégalité numérique 
(lal+1b1)<(1elP+ 16 17)" (494 19) 8 = 28 (Ja[P+ 1017)" 
(voir 2.2), 
entraîne qu'une intégrale au moins du second membre est infinie. 


On peut donc admettre que toutes les intégrales sont finies et effec- 
tuer alors la démonstration d'après le schéma de 2.5. 
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Signalons que les inégalités de Hôlder et de Minkowski pour 
les suites sont des cas particuliers des inégalités intégrales corres- 
pondantes. Pour s'en assurer, il suffit de prendre pour (7, Z, u) 
la série des entiers naturels N, la mesure de chaque point étant égale 
à l'unité. 


$ 3. Espaces normés de fonctions mesurables et de suites 


3.1. Dans ce paragraphe, nous étudions des espaces dont les 
éléments sont des fonctions mesurables, c'est-à-dire des sous-espaces 
vectoriels de l'espace S (T, Z, Lu). De plus nous identifions les 
fonctions équivalentes comme ‘dans S (T, Ÿ, u). Les opérations 
algébriques sont définies de façon naturelle sur ces espaces. En 
particulier l'élément nul est une fonction équivalente à zéro. Nous 
examinons d’abord la théorie générale de ces espaces et ensuite nous 
considérons des exemples concrets. 

Soient (T, Z, u) un espace de mesure o-finie, S = S (T, Z, u) 
l'espace de toutes les fonctions mesurables réelles ou complexes 
sur (7, Z, u). Pour les fonctions réelles x, y ES, la notation 
Z>Y signifie que æ(t)>y(t) p.p. Nous définissons Je support 
de ! tout élément xES par: 


suppz={tET:zx(t) 0}. 


Il est clair que le support d’une fonction est défini à un ersemble 
de mesure nulle près. Pour un ensemble E € S on ne peut définir 
le support de Æ£ comme la réunion des supports de toutes les fonctions 
de Æ, puisque dans ce cas on ne peut en garantir ni l’unicité à un 
ensemble de mesure nulle près, ni même la mesurabilité. On procède 
donc de la manière suivante. Pour toute partie £ € S, le support 
de Æ est un ensemble, noté supp Æ € Z, possédant les propriétés 
suivantes : 

1) supp z = supp £ (mod. u), pour tout EE ; 

2) si une partie À € Z est telle que supp € À (mod. u) pour 
tout xE€ Æ, alors supp £ € À (mod. u) 

Etant donné que 2) entraîne l’unicité du support à un ensemble 
de mesure nulle près, pour justifier la définition donnée, il faut 
montrer que l’ensemble supp Æ vérifiant 1) et 2) existe bien. Le 
théorème I.6.17 affirme l'existence de zx, = sup {x4: À = 
= supp zx, EE}. Si l’on pose supp £ = supp z,, il est évident 
que cet ensemble est l’ensemble cherché. 

Posons |x|(f) = |zxz(t) | pour toute fonction z Es. 

Si zx, y ES sont des fonctions réelles, leur suprémum et leur 
infimurm sont respectivement définis par 


(sup (x, y)) (€) = max (x (t), y (t)), (inf (x, y)) () = min (x (t), y (E)). 
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Posons également 
z+ = sup (zx, 0), zxz_ = sup (—zx, 0), 


pour une fonction réelle x. 

Alors |æz|=zx,; +zx- et x = 2x, — x_. Si x est une fonction 
complexe, alors x (t) = Rez(t) + 1Imzt). Ces égalités permet- 
tent très souvent de ramener le cas étudié au cas de fonctions posi- 
tives. Posons 

X+ = {zE€X:zr> 0). 


On dit que des éléments x, y € S sont étrangers si sup (1x |, | y |) = 
= 0. La notation x, } signifie QUE Im > In POU RM; Tnir 
que z, | et zh (t) æzx(t) p.p. On définit x, f et x, F : x de façon 
analogue. 

On appelle espace idéal (en abrégé e.i.) sur (T, Z, u) un sous- 
espace vectoriel X de S tel que 

EX, yES, Iy|<Iz|l—=yex. 


On appelle espace fondamental (en abrégé e.f.) sur (T, Z, u) 
un e.i. X tel que supp X = 7. Il est évident que tout e.i. X peut 
être traité comme un e.f. sur supp À. 


LEeMME 1. Si X est un e.f. sur (T, Z, u), alors pour toute fonction 
positive xES (T, Z,u) il existe une suite x, fx, 0< zx, € X. 

DEMONSTRATIOX. Soit l'ensemble E — {y € X;: y < zx}. D'après 
le théorème I.6.17 il existe y — sup E et de _ plus on peut exhiber 
un ensemble dénombrable {y} € E tel que 4 (£) = sup y, (t) p-p. 
Montrons que y = zx. Il est évident que y zx. Considérons la 


fonction z = x — y > 0 et l'ensemble À = {t: z(t) > 0}. Suppo- 
sons que u (4) > 0. “Il existe alors une fonction positive Yo € X 
pour laquelle u (supp ÿo N A)>0. Donc la fonction Yo — 

= sup (Yoka, 2) > 0 et Y EX, puisque 0 < y Yo. Donc y + 
+ y > y = sup E, or d'autre part ÿ+U EX et y+y << (x — 
— 7) + z = zx, ce qui est absurde. Donc x = y = sup £ — SUP Yn- 


Posons x, —= sup (... (sup (y,, ye), . .- .), Yn). De toute évidence 
EM EX et OL z,fz 


CoROLLAIRE 1. Si X est un e.f. sur (T, Z, u), alors pour toute 
fonction positive x € S (T, Z, u) il existe une suite croissante d’en- 
sembles {Bn}r=1 © Z telle que zx», EX (nEN) et zys fx. 


DÉMOXSTRATION. En vertu du lemme 1, il existe une suite zx, À z, 
z EX Posons 


R, = {tET: 2z (4) > r(t)}. 
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De zx, fx il suit que TXB,17 et de T{r In EX que zX8,€ X. 

COROLLAIRE 2. Si X est un e.f. sur (T, Z, u), il existe une 
partition {Ah}n-1 de l'ensemble T telle que A,EZX(u) et xa, EX 
pour tout nEN. 


DEMONSTRATION. Il suffit dans le corollaire 1 de prendre pour x 
la fonction { qui est identiquement égale à l'unité sur T7, de poser 
A, =B,, Anh = Bi Br (n =2,3, .) et de partitionner 
ensuite chaque ensemble 4; en ensembles de mesure finie. 

On dit qu'une norme ||- ï sur un e.i. X est monotone si [x| < |y| 
(x, yEX) entraîne ||z || < || y ||. 

On appelle espace idéal normé (en abrégé e.i.n.) sur (T, Z, u) 
un e.i. muni d'une norme monotone. Un e.i.n. qui est e.f. s'appelle 
espace fondamental normé (en abrégé e.f.n.). Enfin on appelle espace 
idéal de Banach (en abrégé e.i. de Banach)une.i.n. complet pour la 
norme, et espace fondamental de Banach (en abrégé e.f. de Banach) 
un e.f.n. complet pour la norme. 

Déduisons les corollaires élémentaires de la monotonie de la 
norme dans un e.i.n. X. Supposons que z, — x en norme dans X. 
On a alors les propositions suivantes (dans lesquelles la convergence 
est une convergence en norme dans À). 

1) Iz —z|— 0. 

2) Si yn —+ y, alors sup (x,, yn) —+ sup (x, y) et inf (2, yn) + 
— inf (x, y). 

8) (tn)+ T4, (an) x, [mn l—lz |. 

4) Si z, > Yn (RE N) et y, —+ y, alors x > y. 

5) Si À € Z, alors zx, {4 — TA 

La proposition 1) est évidente; 9) découle de l'inégalité | sup (x,, 
Un) — Sup (zx, Y)|< Ir —2z|l+ [Un — y | et de l'égalité inf (x, 
y) — —sup (—z, —y); 3) est une conséquence immédiate de 2); 
4) résulte aussi de 2): en effet, d'une part sup (zh, y») — sup (x, y), 
de l’autre sup (x,, yn) = zh —> x. Donc, sup (x, y) — x, d'où x > y. 
Enfin 5) découle de l'inégalité | z,%Xa — za | < | Tn — x |. 

Nous énonçons quelques théorèmes relatifs aux classes d'espaces 
introduits. 


THÉOREME 1. Soit (X, ||-||]) un e.i.n. sur (T, E, p). 

1) Six, xEX et ||xy — x || — 0, alors x, — x (y). 

2) Si {rm} € X est une suite de Cauchy, elle converge en mesure 
vers un zx ES. 


a 


DÉMONSTRATION. 1) En vertu du corollaire 2 du lemme 1, il existe 
une partition {Ah}»=1 de l’ensemble supp X, telle que 4, € 2 (u), 
LA D EX(pPEN). Supposons que 2, = z(u). Alors, en vertu 
de a remarque suivant la définition de la propriété de somme di- 
recte (cf. 1.6.10), on a x, -- x (u) sur un 4,. D'après la propriété 
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5) de convergence en norme dans un e.i.n., on peut admettre que 
la fonction 1, qui est identiquement égale à l’unité sur 7, appartient 
à X et  (T) < oc. 

En passant au besoin à une suite partielle, on peut admettre aus- 
si qu'il existe des nombres &, Ô >> 0, tels que 


(GET: Im GO —z()12> e}) > 6. (1} 
tn — x [<< e/27. (2) 
Posons 
Bn = {tET: Im (—z(1>e}, 
B=n Ù B. (3) 
n=i m=n+1 


En vertu de (1) on a 


u(B)>6ô (nEN),, u(8) > 6. (4) 
En vertu de (2) et compte tenu de exp, < | — x |, on obtient 
(Xe, 11 < 1/2". (5) 
Soient les ensembles 
Cu= Ù (BnNB). 
me=n+1 


Alors, pour tout n € N, la suite {C,,};-1 est croissante et en 
vertu de (3) 


B — U Cns- 
Donc, pour tout nr € N, existe un indice s, tel que 
U (BNC) < 1/27". (6) 
Posons 
Ds= NN Cm 
F 0, em 
Il est évident que la suite {D,} est croissante, et du fait que 


H (BND = À (BNC) < 172 
ma=n+ 
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Donc ï D, = B (mod. u). D'après (5), pour m>n on a 
n= | 


m+ Sm m+s 


° " D V 
ao, M<lrc EI 2,48 SZ ls, l<1/27, 


d'où xp, —0, c'est-à-dire p(D,)—0. Donc n(5)=—0, ce qui con- 
tredit (4). 

2) L'espace S (T, ©, up) étant complet (théorème 1I.6.15), il 
suffit de démontrer que si {x,} est une suite de Cauchy dans X, 
elle est également suite de Cauchy dans S (T, ©, u). Supposons le 
contraire. Alors si p est une métrique dans $, il existe 8 > 0 tel 
que pour tout rz € N on peut exhiber m, et k, (m,, k, > n) tels que 
P (Zn! Tr,)Ze. Alors m,, kh Te” oo et || Tm, Th, Il Le 0, 


d'où, en vertu de {) p(zm,, zx,) 0, ce qui est absurde. 
COROLLAIRE. T'out ensemble E borné en norme dans un e.i.n. X est 
borné dans l’e.v.t. S. 


DÉMONSTRATION. D'après le théorème 1, l'immersion identique 
de X dans S est continue, or toute application continue envoie des 
ensembles bornés dans des bornés. 


Lemme 2. Soit X un e.i. de Banach. Si une suite x, — zx en norme 
dans X, il existe une suite partielle {Zn,} une fonction r EX. et une 


suite de nomtres En, Ÿ O, telles que Zn, — 2 | < Enjre 


D£EMONsTRATION. Choisissons une suite partielle {x,,} telle que 
1z—zn, ll 1/2 (EN). Comme 


à Il À (Z— Zn, [| <> k/2} < ©; (7) 
k= = 


©œ 
la série D k| T— Try [est convergente en norme dans le B-espace 


=/{ 


X'(cf. 1.5). Posons 


r = 


L48 


k|zx—z2, X, En, —1/k. 
A | Z 21€ k 


> 
( 


La propriété 4) de convergence en norme dans un e.i.n. donne 
kiz—zm,|<r (KE N), d'où |zn, —z|<en,r- 

A noter que si X est un e.i. de Banach, le lemme 1 nous fournit 
une «: émonstration plus simple du théorème 1. 
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THÉOREME 2. Deux normes monotones quelconques ||-[L et {l-il: 
définies sur un e.i. X et munissant X d’une structure de e.i. de Banach 
sont équivalentes. 


DEÉMONSTRATION. On a vu au 1.3 qu'il suffit de montrer que l'’opé- 
rateur identique de (X, || - |) dans (X, || - ||) est un isomorphisme, 
c'est-à-dire il suffit de montrer par exemple que {|z, || — 0 en- 
traîne || x, || —> 0. Supposons que || x, ||, -- 0. En passant au besoin 
à une suite partielle, on peut admettre que |[x,[LZe>>0 (nEN). 
En vertu du lemme 2, il existe {zn,} rex. et En, 40, tels que 
Zn, I KEn,r- La norme ||-||} étant monotone, il s'ensuit que 
fl Zn, lle Sen, [r Il — 0. Cette contradiction prouve le théorème. 

3.2. Voici quelques propriétés importantes susceptibles d’être 
possédées par la norme dans un e.i.n. X 

On dit qu'une norme est continue pour la structure d'ordre *) 
dans un e.i.n. X ou que dans X est réalisée la condition (A) si 


LZnL0 = || za ll — 0. 


LEMME 3. Si X est un e.i.n. avec la condition (A), alors l'ensemble 


ñn 
E={y=Y 
kR 


aka: AE Z2(u), AN Ar= 9 


(kk'), LAa,EX, mEN) 


est dense pour la norme de X. 

DEMOXSTRATION. Il est évident qu'il suffit de prouver que toute 
fonction x EX} appartient à l’adhérence de £. Vu que [xl, À x 
(cf. 1.6.4) et que la condition (A) est réalisée dans X, il vient [x], + x 
en norme dans X. Il suffit donc de considérer des fonctions bornées 


x. La mesure u étant o-finie, on a T — |) T,,où 7, € T:1 (n EN) 


n=1 

et pl (Ta) < oo. En vertu de la condition (A) on a encore zyr, —+ x 
en norme. Il suffit donc d'étudier le cas d’une fonction bornée x 
et d'une mesure finie u. D'après le théorème 1.6.3, il existe des fonc- 
tions z, à valeurs finies, pour lesquelles 0 < zx, fx. Donc z, + z 
en norme. De toute évidence z, EE (n EN). 

Pour vérifier la séparabilité d'espaces concrets il est souvent 
commode d'utiliser le 


THÉOREME 3. Pour qu'un e.f. de Banach X sur (T, Z, ji) soit sépa- 
rable il faut et il suffit que la mesure u soit séparable et que la condi- 
tion (A) soit satisfaite dans À. 


*) Ici et dans la suite on dira (o)-continuité pour continuité pour la structu- 
re d'ordre. 
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DEMONSTRATION. D'après le lemme 1, l’e.f.n. X est dense dans. 
l’espace métrique S. Dons, si X est séparable, S le sera également, 
et en vertu du théorème I.6.16, la mesure u est séparable. La réali- 
sation ce la condition (A) sera prouvée dans une situation plus géné- 
rale ultérieurement (cf. corollaire du théorème X.4.4). 

Grâce au lemme 3 on démontre la condition suffisante exacte- 
ment comme le théorème I.6.16. 

On dit qu’une norme est (o)-semi-continue dans un e.i.n. X ou 
que dans X est réalisée la condition (C) si 


0<LztrzEeX—|IIzll—|z il. 
Il est évident que la condition (A) entraîne la condition (C). 


LEMME 4. La condition (C) est réalisée dans un e.i.n. X si et seule- 
ment si zh >z(u) (zx, x E X) entraîne [x || < im [za Îl. 


DEMONSTRATION. Supposons que la condition (C) est réalisée dans X. 
D'après le théorème I.6.4, on peut admettre que z, — x p.p.; donc 
|z |— |z | p.p. Posons y, = inf {[z, |: m>n} (cet infimum 
existe d’après le corollaire du théorème 1.6.17). Il est évident que 
0<y,t]zxl|. Alors, comme 0 < y < |z, |, on a 


Izl= Lim {ya Him |] zh Il. 
n00 


Prouvons la réciproque. Soit 0 < x, ? x E X. Alors x, — zx (u} 
et par hypothèse || x || < lim ||z, || — lim || x, ||. Comme ||z || > 
> 1x, || (2 E N) en vertu de la monotonie de la norme, on obtient 
Uzn Î— 1x 

On dit qu'une norme est monotone complète dans un e.i.n. X ou 
que dans X est réalisée la condition (B) si 


0<Krnt, 2ZnEX (nEN), suplx, ll < co 
entraîne l'existence d’un x € X tel que x, Î z. 


LEMME 5. Soit X une.i.n. sur (T, Z, u). Les propositions sui- 
vantes sont équivalentes : 

1) Les conditions (B) et (C) sont réalisées dans X ; 

2) la boule unité Bx ={x EX: ||z || < 1} est fermée dans S (T, 
Z,u), c'est-à-dire si EX, xES, || 1< LAÂA(nEN), z — zx (u), 
alors xEXet [x || << 1. 

D£ÉMOXSTRATION. 1) => 2). Supposons que la suite {x,} vérifie 


les conditions 2). Alors, comme dans la démonstration du lemme 4, 
on peut admettre que 2 Zn zx p-p. Si l'on pose Un = inf {| z |: 


m > n}€X, alors 0 < y, f|zl| et sup [lys || < sup [x [| <1, 
d’où x € X en vertu de  (B). Le lemme 4 nous dit q que || “ | < 1. 
2) 1). Il faut prouver que si 0< 2,7, X(RnEN), 


sup ||z, || oc, alors existe x € À tel que x, fzet l [L— 11z ||. 
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On peut admettre que sup ||z, || — 1. Alors zx, E Bx. L'’en- 
semble B+ est borné dans l’e.v.t. S d’après le corollaire du théorème f. 
Alors le lemme III.1.1. (cf. III.1.4) affirme l'existence d’un élé- 
ment z € S tel que x, À x, d’où, en vertu de la condition 2),x € X 
et [zx | <L1. Or || z || sup [1z, || = 1, donc || x || = 1, c.q.f.d. 


THÉOREME 4. Un e.i.n. X dans lequel sont vérifiées les conditions 
(B) et (C) est complet pour la norme. 


DEMONSTRATION: Soit {xr,} une suite de Cauchy dans X. Toute 
Suite de Cauchy étant bornée, on peut admettre que ||z, || < 1 
{n EN). Le théorème 1 nous dit que {x,} est une suite de Cauchy 
dans S, et du fait que S est complet (théorème I[.6.15) il existe x € S 
tel que x, > z (u). D'après le lemme 5, on a x € X. Montrons que 
In ZI en norme. 

{z,} étant une suite de Cauchy, pour tout & > 0 il existe un 
nombre NV tel que pour x, m > Nona 


Zn — Zm 1 << E. (8) 


Figeons n > V et considérons la suite y, — Zn — Zn —> zn — 
— xz(u). Le lemme & et la majoration (8) donnent 


Il Ln —2||< lim || Tn — Tm IS €. 


m — 00 


Donc x, + x en norme, ce qui démontre la complétude de À. 

Nous verrons plus loin (cf. chapitre X) que la condition (C) est 
superflue dans le théorème 4. Formulons le critère le plus commode 
de complétude d’un e.i.n. (cf. Abramovitch [1]). 

Un e.i.n. X est complet pour la norme si et seulement si de 


Zn EX4, inf(TZn, Tm) =0 (nm) et Sr, [| << + oo, il résulte que 
n=1 

à Zn EX (la somme est comprise au sens de la convergence p.p.). 

nu 


œ 
Ce critère est commode en ce sens que à z, existe toujours en 
=! 


tant qu ‘élément de $S, et il suffit de prouver que cet élément appar- 
tient à X. 

La théorie des espaces idéaux est une partie de la théorie générale 
des espaces de Riesz que nous examinerons en détail au chapitre X *). 
Notons que la théorie des espaces de Riesz a été élaborée antérieure- 
ment et de nombreux faits fondamentaux de la théorie des espaces 


*) On donnera également les indications bibliographiques; rappelons ici 
seulement l'aperçu de Zabreko [1] et le livre de Zaanen [11] où l'étude des 
e. i. ne fait pas appel à la théorie des treillis vectoriels. Des résultats intéressants 
sur les e. f. de Banach figurent dans l’article de Lozanovski [2]. 


142 ESPACES NORMES [CH. IV 


Pa PF ee ee, 


mes généraux sur les espaces de Riesz. 

Dans les chapitres suivants, nous étudierons également des fonc- 
tionnelles et des opérateurs dans des espaces idéaux. Passons dès 
maintenant à l'étude d'exemples concrets d’espaces idéaux de Banach. 

3.3. Les espaces L?P que nous allons envisager maintenant jouent 
un rôle considérable en analyse fonctionnelle et dans les problèmes 
traîtés dans ce livre. 

Supposons comme toujours que (7, Z, u) est un espace de mesure 
o-finie, bien qu'en fait la condition de o-finitude soit généralement 
superflue dans l’étude des espaces L?. Fixons un nombre p € [1, œ] 
Désignons par LP(T, ©, u) l'espace de toutes les fonctions z € 
€ S(T, ©, u) pour lesquelles est finie l’expression 


Izl=[ | 12044)". : (O} 


T 


L’inégalité intégrale de Minkowski nous dit que L? (T, ©, pu} 
est un espace vectoriel et que la fonctionnelle définie par la formu- 
le (9) est une norme. D'où il est évident que LP (T, Z, pu) est un 
e.i.n. 

La convergence dans LP (T, Z, u) est appelée convergence en 
moyenne d'exposant p: 


À Len (#)— 2 (6)1P du + 0. 


T 


Les théorèmes de Lebesgue et B. Levi (1.6.6) nous montrent que 
les conditions (A) et (B) sont réalisées dans l’e.i.n. LP (T, ©, pu); 
donc, d’après le théorème 4, l'espace LP (T, Z, pu) est un B-espace. 
Du fait que 44 € LP (T, Z, u) si À € Z (u), il vient que LP (T, Z, u} 
est un e.f., puisque la mesure est localement finie (1.6.2). On peut. 
rassembler tout ce qu’on vient de dire dans le théorème suivant. 


THEÉOREME 5. Pour 1 < p << oo, l’espace LP (T, Z. pu) est un e.f. 
de Banach avec les conditions (A) et (B). 


Considérons maintenant l’espace LP pour p = co. Cet espace est 
composé de toutes les fonctions x ES (T, Z, u) pour lesquelles 
existe un nombre &, tel que | x (t) | < &. p.p. *). Définissons pour 
la fonction x E L” (T, 2, u) le suprémum vrai de son module 
vrai sup | x (t) | comme l’infimum de l’ensemble des nombres a € R 

tET 


tels que 
U({ET: Iz(1>a}) = 0. 


*) De telles fonctions sont dites essentiellement bornées. 


$ 3] ESPACES NORMES DE FONCTIONS MESURABLES ET DE SUITES. 143 


Il est évident que L” ( T, Z, pu) est un sous-espace vectoriel de S. 
Définissons la norme sur L” (7, À, u) par la formule 


I x || = vrai sup | zx (#) |. 
tET 


On laisse au lecteur le soin de la vérification, peu compliquée, 
du fait que L°” (T, Z, u) est un e.f. de Banach avec les conditions 
(B) et (C). La condition (A) n’est pratiquement jamais réalisée dans 
l'espace L°” (T, Z, u). La seule exception est le cas dégénéré où 
l’espace L” (T, Z, u) est de dimension finie, ce qui équivaut au 
fait que (7, ©, u) est composé d’un nombre fini d’atomes. En effet, 
supposons que L” (T7, Z, u) est de dimension infinie. Il existe alors 
une suite {4,} € Z (u) d’ensembles deux à deux disjoints de mesure 
positive. Soient les ensembles 


Bo — U An B; Bo Ai °.. B,= Br An .. 


Si 2 =X8, alors z, EL” (T, Z, u) et x, | 0. Or, il est évident. 
que |[Iz,ll—1 (2EN). donc la condition (A) n’est pas vérifiée 
dans L” (7, ©, u). 

Si l’on sait de quelle mesure u il est question ou au contraire si 
cela n’a aucune importance, on écrira L? pour L'(T, Z, pu). Si, pour 
espace mesuré on considère un ensemble mesurable D € R”" muni 
de la mesure de Lebesgue mes, alors on écrira L? (D) au lieu de LP (7, 
£, u), et LP (a, b) si (T. Ÿ, u) est l'intervalle [a, b] muni de la 
mesure de Lebesgue. Nous conserverons ces abréviations pour les 
autres espaces. 

Des résultats de [.6.10 et des théorèmes 3 et 5, il résulte que les 
espaces LP (D) sont séparables pour 1 < p << oo. L'espace L” (D) 
n'est pas séparable, puisque la condition (A) n’y est pas réalisée. 
Pour ensemble dénombrable dense dans LP? (a, b) on peut prendre 
par exemple l’ensemble des polynômes à coefficients rationnels ou 
encore l'ensemble des fonctions en escalier qui prennent des valeurs 
rationnelles sur des intervalles d'extrémités rationnelles. 

Pour établir ce fait, remarquons avant tout que si {xl, désigne 
la « troncature » de la fonction x (cf. 1.6.4), alors 


b 
| £ (4) — [zln GIP dt — 0, 


puisque l’intégrant tend vers zéro et le passage à la limite sous le 
signe somme est licite car l’intégrant est majoré par la fonction 
sommable |zx (£) [. 

Prenons nr tel que ||xz — {xl, || < e, puis trouvoris une fonction 
continue y (£), confondue partout avec {x}, (t) sauf sur un ensemble À 
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de mesure <<e?/(2n}°, et < n (voir I.6.9). On aura alors 


Us —vl= {im @-v@ra}" 


< { | (2n)P dt} PL 9n [mes A]t/P < e. 
A 


Considérons enfin un polynôme P (t) à coefficients rationnels, tel 


que |y(t) — P(t)| <= == G € La, b]). Il est clair que || y — P || < 
<Z & et en définitive lz z — P || < 3e. 

Comme ensembles dénombrables denses dans LP (—oo, co) on 
a, par exemple, l’ensemble de toutes les fonctions en escalier sur des 


intervalles rationnels, ne prenant que des valeurs rationnelles dont 
seul un nombre fini sont non nulles. 


Voyons maintenant comment sont reliés entre eux les espaces LP 
pour divers p. 


THÉOREME 6. Supposons que la mesure u est finie et1 Ls <r < oo. 
Alors L'(T, Z,u)e L'(T, £,u) et de plus si 


K (r 9 À p (7-09 pour r<oo, 
un (T)'" pour r=0o, 
alors 


IzILsÆ (Fr, s)11z loir. 


DEMONSTRATION. Le cas r — est laissé au soin du lecteur. Soit 


r << oo. En posant p = r/s, g = r/(r — s) (p, q > 0, 1/p + 4/q =1), 
on obtient à partir de l'inégalité intégrale de Hôlder 


Izlis= | | EC « LT e@au TT isa |" = 
T > J 


=||z{fru(T) ES = KA (r, s)zlhr. 

Remarquons que |[z||. = lim ||z|l,r (Hardy, Littlewood, Polya, 
p—0o 

page 173), mais L”-£ ff LP. Le théorème 6 est faux dans Île 


1<p<oo 

cas d’une mesure infinie. 

Les espaces L? (1  p < o) ont été introduits par F. Riesz 
[1], l’espace L! par Steinhaus [1]. 

3.4. Nous allons étudier un cas particulier important d’ espaces 
de fonctions mesurables: l’espace des suites. On rappelle que si 

— N, Z est l’ensemble de toutes les parties de N et la mesure u 
de tout point est égale à l'unité, alors S (T, Z, u) est l’espace s 
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de toutes les suites. Les définitions et résultats des paragraphes pré- 
cédents sont de ce fait tous valables pour les sous-espaces de s. 


Dans le cas traité, les espaces LP (7, Z, u) sont notés HP. 


Si x = {E,}:-1, alors par définition de la norme dans LP (T; Z, u), 
on obtient 


L Ex jp}? pour 1Sp< oo, 
x Île = : 


Sup En | pour p = c. 


Les résultats de 3.3 entraînent que 1? (1 < p << co) est uu espace 
de Banach séparable, et 1” un espace de Banach non séparable. 

Introduisons encore deux espaces de suites qui sont des sous- 
espaces de 1”. Notons c l’espace de toutes les suites convergentes et 
c, celui de toutes les suites convergeant vers zéro. Munissons c et 
©, de la norme induite de 1”. Il est évident que c et c, sont des sous- 
espaces vectoriels de I”. Montrons qu'ils sont fermés dans 1°” d'où 
il résultera qu'ils sont des espaces de Banach. Etablissons ce fait 
seulement pour l'espace c. 

Si {x,} est une suite d'éléments de c, convergeant vers x,€ 1”, 


alors ||z, —zoll — 0. En posant x, —{E), pour tout e>>0 et 
n>N, on a: 


0 
[Ta — Hll T7 SiP EN — Er | < e/3, 


ce qu'on peut encore noter : 


REG EU) Ce (k=1, 2, ...: n>N4). 


Fixons n>N.. L'élément zr,E€ce, donc la suite EM), En), 


,E") ... est convergente. Donc, pour k et k’ assez grands, 


on aura [ES — et <&/3. Donc, pour les mêmes Æ et £’ on obtient 
(0) p(u) (a) _ gt (n)_g{n) 
RES — EN GE — EN HIER — El + 


Een) 0) E 1 E& 2 _ 


. . e. (0) (0) (0) 
Ainsi, la suite £,. Ë, , ..., Ex , ... est convergente, c'est- 


à-dire x EC. 

Remarquons que c, est un e.f. de Banach avec la condition (A) 
(c est donc un B-espace séparable), mais sans la condition (B). Donc, 
la condition (B) n’est pas nécessaire à la complétude d'un e.i.n. 
L'espace c n'est pas un espace idéal, | 


10—0996 
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Signalons que les espaces 1P (1 < p << oo) sont justiciables d'’in- 
clusions et d'inégalités pour la norme (avec Æ (r, s) — 1) inverses 
de celles formulées dans le théorème 6. 

Citons enfin l'exemple de l’espace q des suites tronquées. Cet 


espace est constitué de toutes les suites {E,};-1 dont un ensemble 
au plus fini de coordonnées est différent de zéro. La norme dans q 


est induite de 1”. Il est évident que œ est un e.f.n., mais pas un B- 
espace, puisque l'espace œ est dense dans cs. 

Les espaces 1? ont été introduits et étudiés par F. Riesz [3], l’es- 
pace Î* avant lui par D. Hilbert (cf. Hilbert). 

3.5. Indiquons les espaces 1% de dimension n finie liés avec les 
espaces de suites IP. Deux espaces de même dimension finie étant 
isomorphes, ils ne peuvent être distincts que par le procédé de défi- 
nition de la norme. Plus exactement, dans l’espace 1% la norme est 
définie comme suit: si x — {Ë,}}-1, alors 


À 1E#1" pour 1< p< 


Ce 


Iz] » — 
max |E, | pour p = © a 
=! 


(pour p — 2 on obtient la norme euclidienne). 

Le corollaire 1 du théorème 1.2 nous apprend que malgré la diffé- 
rence de définition des normes sur ces espaces, la convergence pos- 
sède le même sens: c'est une convergence en coordonnées. (Ceci dé- 
coule directement de l'inégalité | E, | < ||z || qui est valable dans 
chacun des espaces de dimension finie considérés). 

L'espace 15 peut être considéré comme sous-espace de 1?. Pour 
cela il faut identifier l'élément (E,, E:, . .., ë,) E 15 et l'élément 
(Ë1 Eos EL En, 0, 0 . .) € 1. 

3.6. Outre les espaces L? on étudie en analyse fonctionnelle de 
nombreux autres espaces de fonctions mesurables. 

Commençons par la définition des espaces d’Orlicz, qui géné- 
ralisent les espaces L?. On appelle W-fonction une fonction M (u) 
continue, paire. convexe, positive pour u 0, définie sur 
] — oo, ol, telle que 
M (u) 

u 


—0 et lim : + 0 


u —+ + oo 


lim MG) | 
u—0 u 
L'égalité 


M*(u)— sup (uv— M (v)) 
— << D< 00 


définit une ÂV-fonction complémentaire pour chaque W-fonction. 
Il est évident que la V-fonction M est monotone croissante sur [0, 
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+ œ| et 1/ (0) — 0. On démontre que M* est une N-fonction et 
que M**(—=(M*)*) = A. 

Soit (7, Z, pu) un espace de mesure finie. Fixons une V-fonction 
M. On appelle classe d'Orlicz Lis (T. ©, u) (plus brièvement Li) 
l’ensemble de toutes les fonctions x € S (T. Z, u) telles que 


À M (1x (#1) du < + co. 
T 
Une classe d'Orlicz peut ne pas être munie d'une structure d'espace 
vectoriel, plus exactement pour x € Lfs il peut arriver que 2x 6 Li. 
Il est évident que L” & Li. 
On appelle espace d'Orlicz La; (T, ©, u) (plus brièvement L,,) 
l'ensemble de toutes les fonctions x € S (T, Z, Lu) telles qu'il existe 
un nombre À — À (x) > O0 pour lequel 


À A7 (12 (#)172) du < 0. 
T 


De toute évidence Li; € L,,. Nous verrons plus bas que ces 
ensembles peuvent être inégaux. L'espace L,, est déjà un sous-espace 
vectoriel de S. En effet, il est évident que le produit d'un élément 
de L,, par un nombre est un élément de L,,. Si 


À A (Iz (170) du < © et Ÿ M (y (91/R) du < ©, 
T T 


alors en vertu de la convexité de Àf on a 


jm Iz (4) + y (2) du < 
T 


À1+ e 
Li \ M (OL) au + \ M (OL) an, (40 


d'où z+yeElLy. M étant monotone, L,, est de toute évidence un 
espace fondamental sur (7, À, u). Munissons l'espace d'Orlicz 
des deux normes suivantes : 


Izlh=sup {[ izyidu: | M*)au<1}, 


T T 


Uz le = inf{1>0: | M (1x (21/2) du<1}. 
T 


Montrons que || - |, et || - |} sont des normes. De la définition 
de M”, déduisons l'inégalité de Young 


Luc | << M (u) + M* (v). 
10% 
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Supposons que | M (Iz (1/4) du << oo. L'inégalité de Young 
T 


entraine 
Uiautan=à | Ia7al lui du< 
T 


T 
A | Wal) du +3 | M#(Iyl)du. (11) 
T ï 

De (11) il suit que || x |] << oo. Comme L” © Lÿy. de || x | = 0 
il résulte que x —0. Les autres propriétés de la norme sont 
évidentes pour ||: ||]. 

Par définition il est évident que || x ||: oo. L'homogéneité 
est immédiate ; l'inégalité triangulaire se déduit sans peine à partir 
de l'inégalité (10). Si [x | = 0, alors x — 0, puisque M (u) > 0 
pour u >> 0. Donc, || - ||, est une norme. De l'inégalité (11) on déduit 
que [zx |L L2 1x |. On démontre que || x |, < || r |. Nous ne le 
ferons pas. mais nous démontrerons seulement l'existence d une 
constante k, > 0 telle que [|zx IL > X, 1x Il: (x € L,), c'est-à-dire 
les normes || + | et || - ||, sont équivalentes. Le dernier fait découle 
de ce que || - |, et || - | sont des normes monotones munissant L,, 
d'une structure d'’e.f. de Banach (cf. théorème 2). 


THÉORÈME 7. Muni de la norme || + ||, ou de la norme || - ||, l'es- 
pace d'Orlicz L;,, est un e.f. de Banach dans lequel sont satisfaites les 


conditions (B) et (C). 

DÉMOXSTRATION. Un e.f.n. avec les conditions (B) et (C) étant 
complet (théorème 4), il suffit de montrer que dans (L,;. LE 11) 
sont réalisées les conditions (B) et (C). c'est-à-dire de 0< zx, f, 
zh ELy, sup x, ll ©, il résulte qu'existe x € L,, pour lequel 
La Îz et sup za Îl = zx Îl (ë = 1, 2). 

Supposons tout d’abord que i - 1. Posons x (t) — Sup Zn (4). 


La fonction x peut a priori prendre des valeurs infinies sur un en- 
semble' de mesure positive, mais d'après le corollaire du théorème 


1.6.7, pour tout y vérifiant Jr (y) du < 1 on obtient 


À tv du = sup \ Zn |y| du sup ||zA Il. (12) 


Je 


L'inégalité (12) montre que les conditions (B) et (C) sont satis- 
faites dans (L,,, || - ||). 

Traitons le cas à — 2. Comme ||z || L2/{|r|l,. la condition 
(B) est réalisée dans (L,,, || - [l:). Il reste à vérifier que 0 < rx, 
f rEL,y entraîne [x [ls — [x Île. 
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Mentionnons d'abord la propriété suivante de || - |, : pour tout 
zÆ0ona 
| M(zG)/z Il) du 1. (13) 
T 
En effet, prenons À, — ||zx ||: (4, 0) et de plus 
far (2 (12) dut. (14) 
T 


En passant à la limite dans l'inégalité (14), on obtient (13) d après 
le théorème de Fatou. 
Posons lim ||x, | — À. En vertu de (13) 


Ê M Gzn (OM zn le) du 1. (15) 
J | 


En passant à la limite dans (15), on obtient, toujours en vertu du 
théorème de Fatou, 


| M (Iz(@1/à) du <1. 
T 

D'où [xl SA = lim x, |h L IIzl, ce qui achève la dé- 
monstration du théorème. 

Etudions maintenant le problème qui se pose lorsque la condi- 
tion (A) est satisfaite dans l’espace d’Orlicz. Les normes || - || 
et ||: ||; étant équivalentes, la condition (A) est ou n'est pas réa- 
lisée simultanément pour ces normes. 


On a déjà signalé que L” € Li, € L,,. Désignons par E,, l'a- 
dhérence de L” dans l'espace d'Orlicz L,,. Etudions aussi les normes 
+ [h et 1-1 sur E;. 


LEMME 6. 1) Si {r,} € L,, et x, —> x en norme dans L,,. alors 
la suite {x,} converge en moyenne vers une fonction, c'est-à-dire 


À M (izn (@— 7 (01) du —— 0). 

T 
2) Si dans les hypothèses de 1) 2x, EL$s (nEN), alors xE Li. 
3) Ey € Lir. 


DEMOXSTRATION. 1) Remarquons tout d’abord que l'égalité 47 (0) — 
= Ü et la convexité de A7 entraînent 


M (au) < aM (u) pour 0< a< 1. : (16) 


*) Un nombre fini de ces intégrales peuvent être infinies. 
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Comme ||x, — x ll > 0, alors ||x, — x [le < 1 pour r > N. 


Pour de tels r, en vertu de (16) on a (&œ = ||z, — x ||) 
1> Tn—Z -, 1 … = 
RE ART À (xs zDdn, (7) 
d'où 


Ÿ A (Izn— 21) du KI ze — 7 Île + 0. 
T 


2) découle de l'inégalité 
1 1 
(MGzDduez | M(22—20n1) du ++ | M (I2zn1) du. 
T T T 


3) Sir EE. il existe {r,} © L” telle que r, — x en narme. 
Comme 2r, € L” € Lÿy. alors en vertu de 2) on a x € L\.. 


THÉOREME 8. L'espace E,, est un e.f. de Banach dans lequel est 
réalisée la condition (A). 


DÉMOXSTRATION. [Il nous faut simplement vérifier que la condi- 
tion (A) est réalisée dans E,,. Supposons le contraire. 

Il existe alors une suite {r,} € E;, telle que zx, + 0, ||2, |k >> 
> 6>0(nEN). En vertu de (13), on a 


= [Mmldu>t, Vren. 
T 


D'autre part, r,/0 € E,y © L}y en vertu du lemme 6. 
Le théorème de Lebesgue nous donne alors 


Î M (Iza1/8) du —— 0, 
T 


ce qui est absurde. 
On dit qu'une N-fonction M (u) vérifie une A.-condiltion si exis- 
tent des constantes # > 0, u, > 0 telles que 
M (Qu) << kM (u) (u > uw). 


Dans le théorème suivant nous supposons que l'espace (T. Z, pu) 
est continu *). 


THÉORÈME 9. Les propositions suivantes sont équivalentes : 
1) la condition (A) est satisfaite dans L;,; 

2) Lys = Er; 

3) la condition (B) est réalisée dans E,;, : 


*) Cette condition n'est utilisée que pour la démonstration de 5) => G). 
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4) Lys = Ly; 
9) Lis est un espace vectoriel ; 
6) toute N-fonction M vérifie une A.-condition. 


DEMOXSTRATION. 1) => 2). Si dans L,, est réalisée la condition (A), 
le lemme 3 dit que L” est dense dans L;,, et alors E,; = L, 

2) = 3) puisque la condition (B) est réalisée dans L,, (théorème 7). 

3) = 2) en vertu du lemme 1. 

2) = 4) puisque E,, € Lÿ d'après le lemme 6. 

4) = 5) puisque L}, est un espace vectoriel. 

5) = 4). En effet, si x E Ly, x 0, alors en vertu de (13) on 
a z/llz ik ELA et x =zie(c/lz lle) € Li 

4) => 1) se démontre exactement comme le théorème 8. 

6) =- 5). Supposons que mEN. Il est aisé de voir qu'une 
A;-condition implique l'inégalité (pour uw > uo) 


M (27u) < KTM (u). 


Soient maintenant x € Lh, À un nombre quelconque. Il existe 
alors m E N tel que | À | < 2”. On obtient 


| M (zh du &k" | M (121) du + à (T) M (20) < ©, 
T T 


d'où ?.x E LY. 

5) = 6). Supposons que la N-fonction M ne vérifie pas une 
A.-condition. Il existe alors une suite numerique D. telle que 0 < 
un T + oo, M(u)>1 et 


MQu,)>2"M(u,) (n =1,2,...). (18) 


L'espace (T. ©, nu) étant continu, il existe des ensembles À, € À 
disjoints, tels que 


pe (An) = (n—1, 2, ...). (19) 


Définissons une fonction zx (t) par 
u, pour EE A, (n—=1, 2,...), 
z (1) — 0 pour zé Ù À, . 
n={ 


ed 


En vertu de (19) 


| M (z())du= | M (x (D)du= D M (un) u (An) &u(T) < ce, 


T n=!{ An | 
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d’où x € Lÿ. D'autre part, (18) et (19) entraînent 


| M (2x (t)) du = M (2u,) u (An) > 2"M (u,)u (4) = u (D), 
A 


d'où 


| M (z(t))du> S | M (2x (t)) du = + oo. 
T 


n=]) A 


— 


n 
Donc 2x & Li. Ceci achève la démonstration du théorème. 

Soit D un domaine de R” de mesure de Lebesgue finie. Les théo- 
rèmes 3 et 9 impliquent le 


CoROLLAIRE. L'espace d'Orlicz L,, (D) est séparable si et seulement 
si une N-fonction M vérifie une À,-condition. 


Notons eu conclusion que les espaces L? (1 < p << ©) appar- 
tiennent à la classe des espaces d’Orlicz. En effet, posons AJ (u) — 
— u?/p. La norme de l’espace d'Orlicz La, est alors équivalente à 
celle de L?. Prouvons que 


ze = PU Île. (20) 


Si Ÿ M (all x ll) du 1, alors | 1e) PAIZ I du p, d’où 
T T 


( ( Iz (é)1? du) "< pP | z [le 
T 


D'autre part 


1z (4) 
M | —"——— \du—- 1, 
JM (rqeorar )* 


d'où [xl > p'/P [|x[lL. En comparant les inégalités prouvées 
on obtient (20). 

Les espaces d'Orlicz et leurs applications à la résolution des 
équations intégrales non linéaires sont traités plus en détail dans 
le livre de Krasnosselski et Routitski dont nous avons par endroit 
suivi l'exposé (voir également Zaanen |Il). 


3.7. Arrêtons-nous brièvement sur deux classes d'espaces, importantes en 
théorie de l'interpolation des opérateurs linéaires (cf. Birman et autres). 

Etant donné z € S (0, 1), on appelle permutation équimesurable du module 
de x dans un ordre décroissant une fonction r*(1t) ur [0 1] donnée par 


z*(t) = inf {a> 0: mes ({t:|rz()| > a })< T}. 


Soit 4 (t) une fonction continue concave, positive pour t # 0 sur [0, 1], 
telle que t/Ÿ (t) > O. 
t-0+ 
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On appelle espace de Mar:inkhiewicz M (y) un espace de Banach conposé 
de tous les r € S (0, 1) pour lesquels est finie la norme 


1 k | : 
Il x || = sup se \ [x (t}ldt : A C [0,1] est mesurable et mes (4) > o)= 


h 
= ae, a | ro). 


L'espace M (1t) est un e.f. de Banach dars lequel sont vérifiées les conditions 
(B) et (C). mais pas la condition (A). 

On appelle espace de Lorentz À (1) un espace de Banach composé de tous 
les r € S (0, 1) pour lesquels est finie la norme 


1 


HAECrE OC 
0 
L'espace A (1) est un e.f. de Banach dans lequel sont vérifiées les condi- 
tions (A) et (B). 
Les espaces M (+) et A (Ÿ) les plus répandus correspondent au cas où Ÿ (t) — 


= 1% (0 < œ < 1). Dans ce cas on les désigne par M (æ) et A (a). 

Le passage à une fonction r* équimesurable décroissante est lié à ure 
classe importante d'e.f. de Banach: la classe des espaces symétriques (cf. Bir- 
man et autres). c'est-à-dire à des e.f. de Banach X sur [0. 1] muni de la mesure 
de Lebesgue. tels que r € X,y € S (0.1), r* = y* entraîne que y E Xet || z || = 
— [[y ll. Les espaces LP (0, 1), L,,(0, 1), Ex (0. 1). M(y)et A (j) sont des 
espaces symétriques. 

Signalons en conclusion qu'on peut considérer des classes d'espaces de 
fonctions mesurables à valeurs dans des B-espaces. analogues aux e.i. de Ba- 
nach. Ces espaces sont utilisés en théorie des équations différentielles. en théo- 
rie analytique des semi-groupes, dans l'interpolation des opérateurs linéaires 
(cf. par exemple Bourbaki [VIII]; Dunford et Schwartz [1, 11]: Dinculeanu. 
Yosida; Hill et Phillips; Edwards). 


$ 4. Autres espaces normés de fonctions 


4.1. Arrètons-nous tout d’abord sur le B-espace C (Æ) des fonc- 
tions continues sur un compact X. Nous allons formuler le théorème 
de Stone-Weierstrass des ensembles denses pour la norme dans C (X), 
qui est important dans les applications. 

Définissons dans C (Æ) la multiplication: (xzy) (£) = x (t) y (6). 
Ün sous-espace vectoriel Æ de C (Æ) est une sous-algèbre si x, y€ 
CE =zry£ E. Désignons par 1 la fonction identiquement égale à 
l'unité sur X. 


TH£ÉOREÈNME 1 (Stone-Weierstrass). Soit E un ensemble d'un B-espace 
réel C(K). Supposons que sont vérifiées les conditions suivantes: 

1) Æ est une sous-algèbre ; 

2) 1EKX;: 

3) E sépare les points de K, c’est-à-dire queis que soient t, l'E K 
(4 1’), il existe une fonction x € E pour laquelie x (t) x (t'). 

Alors E est dense dans C(K). 


= 
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Du théorème 1 on déduit sans peine le résultat classique : l’en- 
semble des polynômes est dense dans C la, bl. 


Le théorème 1 n'est pas valable dans le cas d'un espace complexe 
€ (K). 


En effet, prenons À = {2€ C:|z]<1} et considérons l’en- 
semble E des polynômes complexes sur K. c'est-à-dire £ — £ (1, 
Z, 2°. ...). L'ensemble E vérifie les conditions du théorème 1, 


mais il nest pas dense dans C (X) complexe. Par exemple la fonc- 


tion x (z) — Re z é E. puisque dans le cas contraire elle serait ana- 
lytique à l’intérieur du disque d'après le théorème de Weierstrass. 


Cependant. on peut facilement remédier à la situation dans le cas 
complexe. 


THÉORENME 2. Soit E un ensemble de l’espace de Banach complexe 
€ (Æ). Supposons que sont vérifiées les conditions 1) à 3) du théorème 1 
et que de plus: 

4) si xEéE, alors xE E, où x (t) =xi(t), la barre désignant la 
conjugaison complexe. 

Alors E est dense dans C (K). 


On peut trouver les démonstrations des théorèmes 1 et 2 par exem- 
ple dans Dunford et Schwartz [1]; Schaefer [I]. 


LEMME { (de partition de l'unité). Si {l/;}f-, est un recouvre- 
ment fini ouvert d'un compact K, il existe un système de fonctions con- 
tinues réelles ni (t)}—, sur K, tel que: 

1) p: @) Z 0 (i = 1, 2, 0 

2) qi @ = 0. LŒEUi ti = 1, 2, , n); 


3) à pitt) =1, VIEK. 


DÉMONSTRATION. Nous l'effectuerons seulement dans le cas d'un 
compact métrique À muni de la métrique r(t, s). Notons F; — 
= KNKU; (Gi = 1,2, ., n). Pour tout { € À posons 


3, r(t, Fn) 


Rk=1 


Le système Li OH vérifie 1) à 3), puisque r (t, F;) = 0 est 
équivalent à 1€ F 


THÉORÈME 3. Si K est un compact métrique, alors le B-espace C (K) 
est séparable. 


REMARQUE. Il est clair que la réciproque est aussi vraie: si le 
B-espace C (X) est séparable, le compact X est métrisable. 
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DEMOXSTRATIOX. Sans restreindre la généralité on peut considérer 
C (Æ) réel. D'après le corollaire 1 du théorème 1.5.2 le compact X 
est séparable. Soit M un ensemble dénombrable partout dense dans X. 
K étant compact, pour chaque m € N il existe un recouvrement fini 
de X par des ensembles ouverts UT — {s€E K: r{t;, s) << 1/m} 
(i = 1,2, ...,n(m)), où t; E M. Soit {p” (t)}527 la partition de 
l'unité construite d'après {UT} en vertu du lemme 1. Montrons 
que l'ensemble dénombrable Æ de fonctions de la forme 


nom) 

à rip (Li) (m=1, 2, …..); 

où r; sont des rationnels quel:onques, est dense dans C(Æ). Soient 
zx EC(K)et un nombre & > 0. La fonction x ({) étant uniformément 
continue sur À, il existe pour € >> 0 un Ô > 0, tel que r (t, s)< Ô 
implique [x ({) — x(s) | <<e. Prenons mEN tel que 1/m < 6. 
Cu peut alors choisir des nombres rationnels r; vérifiant | x ({) — 
— r,1< 2e pour tous les t E UT (i = 1, 2, ..., n(m)). Posons 

n(m) 


z (= D ripr(e). 


Alors r€E et si tEU” il vient 


TUE n(m) 
LS 


Iz()—z(1=| - 2) D ripr (#)|< 


n(m) 


< 2 120) ri ç7 E < 2e. 


{UT} étant un recouvrement de K, il résulte que [|r—z||< 
<< 2e, ce qui montre que Æ est dense dans C(X). 

4.2. Nous verrons plus bas que l'espace C la. b]l est étroitement 
lié à l'espace des fonctions à variation bornée. 

Soit x ({) une fonction finie donnée sur un intervalle [a. bl]. 
Soient une partition quelconque t de l'intervalle [a, b] (a = t, << 
<<... <t, = b) et l'expression 


n 
Ur = à [T (£x) — x (tr-1)|. (1) 
Si l'ensemble des sommes v, correspondant à toutes les partitions 


possibles t de l'intervalle {[a, b] est borné, alors la fonction zx (t) 
est appelée fonction à variation bornée sur [a. bl et la quantité 


b 
V (x) =supv: 
a T 


Uariation totale de la fonction x (t). 
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Considérons l’ensemble V de toutes les fonctions à variation bor- 
née. V est un espace vectoriel. En effet, toute fonction à variation 
bornée sur |a, bl peut être représentée par la différence de deux 
fonctions croissantes (Fikhtengoltz, tome [IF): 


xt) —=x (t)—z(t) (Ella, bl. 


Il est aisé de voir qu'inversement toute fonction représentable 
sous la forme d'une différence de fonctions croissantes est une fonc- 
tion à variation bornée. Le fait que V est un espace vectoriel découle 
immédiatement de cette remarque. 

Si pour x € V on pose 


b 
xl = 12 (a)| + V (x), 


alors V est un espace normé. 

En effet, les deux premiers axiomes de l’espace normé sont réa- 
lisés manifestement, donc il faut simplement vérifier l'inégalité 
triangulaire. Soient x, yE Vet 2 = x°+ y. Alors pour toute partition 
de l'intervalle la, bl (a = <h<...<1, - b) 


Iz2@)|=Iz(@)+y(a)l< Lz (a) | + | y (a) | 
et 
2 (4) — 2) | < TT (x) — x (un) + Ty (x) — y Gun) | 


& = 1, 2,...,n). 
Donc 


LEO + Ÿ 1 (D 2 1 € 1e (1 + Ÿ 2) x (nl + 


+ 1y (a)! +È OS ICENE IEEE 


d'où suit l'inégalité voulue. 

Prouvons que V est un espace complet. 

Soit {z,} une suite de Cauchy. On remarquera tout d’abord que 
quel que soit { € la, b] la suite de nombres {x, ({)} est convergente. 
puisque 


[Tr (4) — Ln (Et) [Zm (4) — La (t)] — [Zm @ Ta (a)]| + 
+ | Tm (a)—z, (a)| < < |Tm (a)— za (a)| + V (Zm — Zn) = 7— Î Tm— Ln Il: 


Posons x, (t) = lim Zn (t). Supposons que € >> 0 et N, assez grand 


pour que pour m. n > Ne l'on ait 
[Ta — dy [ < E. 
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À plus forte raison pour toute partition a = tb <h<...<t, = b 
on aura 


| Tm (a) T Tn (a)| + à | [Tm (tx) — Tn (tx) — [Zn (£x-1) — Tn (£x1)]] < &- 


En fixant la partition et en passant à la limite pour m — ©, on 
trouve 


[To (a) — Zn (a)] + à [To Cr) — Zn (tx)] — [ro (tr-1) — Zn (én-1)]| KE. 


Ceci étant valable pour toute partition, il vient 
b 
[To (a) — Zn (a) + V (xo— 2) <E (R> Ne), 


d'où l'on déduit que x) € Vet 
To — Zn << E (R > AN). 


c'est-à-dire zx, —> zo. 

4.3. Hormis les espaces des fonctions continues et mesurables 
les espaces des fonctions analytiques et lisses jouent un rôle impor- 
tant en analyse fonctionnelle. Comme exemples d'espaces de fonctions 
lisses citons les espaces C‘” (D) et les espaces de Sobolev traités plus 
bas. Donnons à titre d exemple la définition des espaces de Hardy 
de fonctions analytiques (pour de plus amples détails voir Hoffmann). 


On désigne par HP (1< p< oc) le B-espace des fonctions analytiques 
z (z) dans le disque unité ouvert D, pour lesquelles est finie la norme 


27 
0 1/p 
sup (\ [x (re )1P dé ) , 1<p<o, 
rit <<; 
sup [r (2)|, P = ©. 
:€D 
Pour 1!  p < les espaces HP peuvent être de façon naturelle plongés 
dans L?(0, 2x) sous forme d'un sous-espace complémentable. Pour p — 1 et 
cette opération n'est possible dans aucun LP(T. ©, p). 
4.4. Soit D un domaine borné dans R". On dira qu'une fonction 
x (t) continue dans D est prolongeable en continuité à l’adhérence D 
si existe une fonction zx ({) continue sur D dont la restriction à D 


coïncide avec x ({) (la fonction x (t) est visiblement unique). 
Appelons C (D) le B-espace de toutes les fonctions x (t) continties 


dans D. prolongeables en continuité à D, de norme 
zx = sup [x (+) |. 
tED 
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Il est aisé de voir que l'application r—+ x est une isométrie 
linéaire du B-espace C (D) sur C (D). D'où il résulte que l’espace 
C (D) est complet. 


On dira qu'une fonction x ({) admet ! dérivées continues dans D 
si dans D existent toutes les dérivées partielles continues d'ordre 


<!, prolongeables en continuité à D. 
Appelons C() (D) le B-espace de toutes les fonctions x (ft) dans D 
possédant / dérivées continues dans D, de norme 
l 


z || — S' su 
Il z || 2; 21 sup 


R=0 (k) 


ORz (1) 
guf1 ... on 


9 


où est la sommation de toutes les dérivées possibles d'ordre k. 
(A) 
Les espaces C (D) et C() (D) joueront un rôle important dans les 
théorèmes d'immersion (voir chapitre XI et tome 2). 


$ 5. Espace de Hilbert 


5.1. L'espace euclidien R" se distingue de tous les espaces de di- 
mension finie par le fait qu’y est défini un produit scalaire lié à la 
norme par une relation simple: le carré de la norme d'un élément 
est le produit scalaire de cet élément par lui-même. 

De ce fait il y a lieu de considérer des espaces dans lesquels est 
défini le « produit scalaire » et qui sont munis d'une norme de la 
manière indiquée plus haut. 

On dit qu'un espace vectoriel complexe H est un espace muni du 
produit scalaire si pour chaque couple d'éléments x. y € H est défini 
le produit scalaire (x, y), nombre complexe vérifiant les conditions 
(axiomes) suivantes: 


1) (y, 2) = (&, y); 

2) (rs + Mes Y) = À (ris Y) + U (Ze, y): 

3) (4,2) > 0, (zx, x) =0< x = 0 *). 

La définition de l’espace muni du produit scalaire entraine : 


a) (x, ÀÂYy1 + Uye) = À (x, y) + m (x, y2) 
(axiomes 1) et 2)). 
En effet (x, O-y) = O-(x, y) = 0. 


*) Le produit scalaire est plus rarement défini sur un espace vectoriel 
réel. Cependant, si on le définit on admet que c’est un nombre réel et de plus 
l’on remplace la condition 1) par la condition (y, x) = (x, y). 

Dans la suite, lorsqu'on parlera d’un espace muni du produit scalaire on 
sous-entendra, sauf mention du contraire, que cet espace est complexe, bien 
que tous les résultats, à l’exception de la théorie spectrale des opérateurs, soient 
valables pour un espace réel. 
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c) |(zx, y) F << (x, x) (y, y) (inégalité de Cauchy- 
ouniakovski). Pour démontrer cette proposition considé- 
rons l’expression 


(+ Ag, s + y) = (x, 2) + (x, y) + À (y, x) + |A (y, y). 


L'axiome 3) dit que cette relation est positive quel que soit À. En sup- 
posant que (y, y) > O (dans le cas contraire y = 0 et l'inégalité à 
démontrer est évidente), posons À = — (x, y}/(y, y). En vertu de ce 
qui précède 

__ Hz, y)l$ _ I(z, y)lf Lx, y)|° 

@, 2) (y, y) (y, y) L (y: y) 20, 
c'est-à-dire (x, x) (y, y) — | (x, y) * > 0, c.q.f.d. 
Si dans un espace H muni du produit scalaire l’on pose 


Ixil=V{x, 2) (EH), (1) 
alors H est un espace normé. En effet, des axiomes de l’espace normé 
seule l'inégalité triangulaire ne découle pas directement de Ja défi- 


nition de H. Prouvons-la. Soient x, y € H. L'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski donne 


x +ylÈ = (+ y, x + y) = | (x, z) + (x. y) + (y. x) + 
+ GW I< Hz +21 My + My = Me + y 


Un espace normé H est dit unitaire si on peut le munir d'un pro- 
duit scalaire lié avec la norme par la relation (1). 

H étant un espace normé, il en possède toutes les propriétés. 
En particulier, il est justiciable des faits élémentaires indiqués 
dans 1.1. Notons encore quelques propositions simples particulières 
aux espaces munis du produit scalaire. 

1) CONTINUITÉE DU PRODUIT SCALAIRE. Si x, — x et y, — y alors 
(Zn: Un) — (x, y). 

En effet, l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski donne 


(x, y) — (rx )1< 1 y—-y)l+1Gc—- zx y) 1< 
< 1x || Il Y — Yn Il + [x — x, [| [| Yan If. 


La suite convergente {y,} étant bornée, le second membre de cette 
inégalité tend vers 0, donc (zx,, y,) — (x, y). 
2) On a 


Iz +ylF+Nz-yiF=21Nz lt + y A, Vz. "yes, 


*) Cette relation est la généralisation du fait géométrique élémentaire que 
la somme des carrés des diagonales du parallélogramme est égale à la somme des 
carrés de ses côtés. 

Si la relation (2) est vérifiée pour des éléments quelconques r, y d'un espace 
normé X, alors cet espace est unitaire, c’est-à-dire qu’on peut le munir du pro- 
duit scalaire de telle sorte que la norme soit définie par l'égalité (1). 
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En effet, par définition de la norme on a 
Uz+yF+lz-yF=G+yz+y +G-y z-y) = 
= (x, 2) + (2, y) + (y, 2) + (y, y) + | 
+ (x, 2) — (2, y) — (y, x)+ (y, y) = 2 z À + I y IF]. 


Le fait que H est un espace unitaire signifie que la norme est intro- 
duite dans H d’une façon spéciale au moyen du produit scalaire. La 


complétion H de l’espace H sera également un espace normé (1.4). 
Montrons que le produit scalaire dans H se généralise à H, faisant 
de lui un espace unitaire. 


3) La complétion H d’un espace unitaire H est elle-même espace 
unitaire. 


En effet, soient E, n € H. Il existe des suites {z,}, {y} € H 
telles que x, —+ £. y, — n. En reprenant presque intégralement les 
raisonnements de la démonstration de 1), on s’assure qu'il existe 
lim (z,. Un) ne dépendant pas du choix des suites {z,} et {y,} et 


fn 00 

déterminée uniquement par les éléments Ë et n. Du fait qu'en vertu 
de 1) lim (x,. y,) — (E, n)épour Ë, n € H, il est naturel de poser 
pour Ë. n EH 


(Es 1) = lim (ons Yn). 


Il est immédiat de vérifier que par définition H est un espace muni 
du produit scalaire. Compte tenu de la relation existant entre la 


norme dans H et la norme dans H indiquée dans 1.4, on aura 
ILE I = lim || Th ||= lim 14 (Zn: Th) — V (£, ë) 
ŒEH, 26 meEH, n—1,2,...), 


ce qui revient à dire que l'espace H est unitaire. 

Notons encore une proposition assez évidente. 

4) Ün sous-espace d'un espace unitaire est aussi espace unitaire. 

5.2. L'espace unitaire complet présente le plus grand intérêt. 
Un tel espace est dit hilbertien (du nom du mathématicien allemand 
D. Hilbert) *). 

L'espace hilbertien est la généralisation immédiate de l’espace 
euclidien. c'est pourquoi sa « géométrie » est plus proche de la géo- 
métrie euclidienne que celle de tout autre /}-espace. L'espace hil- 
bertien possède de nombreuses propriétés de l’espace euclidien que 
n'ont pas les /?-espaces génériques (cf. par exemple la relation (2)). 
Cette circonstance a permis de développer l'analyse fonctionnelle 


*) On exige parfois que l'espace soit de dimension infinie. L'espace hilber- 
tien abstrait a été introduit par Neumann [1]. 
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sur la base de l’espace hilbertien d’une manière bien plus approfon- 
die et plus complète qu'avec les espaces normés généraux, grâce à 
quoi la théorie de l’espace hilbertien s'est érigée en discipline indé- 
pendante importante de l'analyse fonctionnelle avec ses résul- 
tats et méthodes qui n’entrent pas dans le cadre de l’analyse fonc- 
tionnelle générale à laquelle est essentiellement consacré ce livre. 
Donc, l’espace hilbertien ne servira ici et dans la suite en principe 
que pour illustrer des faits relatifs à la théorie générale. 

5.3. Un exemple concret d'espace hilbertien est l’espace 12. Le 
produit scalaire est défini dans cet espace par l'égalité 


(xs n= à Eune (x = (E:. Éo; DE En ...), y= (ni, Mes ce) Mrs .)). 
La norme, définie d’après (1) au moyen du produit scalaire 
(ETES PURE Dee 


est confondue avec celle définie dans 2.3. Pour cette raison nous con- 
serverons la notation précédente l* pour l’espace envisagé. Nous 
avons démontré que cet espace est complet. 

De façon plus générale, soit (T, Z. u) un espace mesuré. 
L°(T, Z, u) est un espace hilbertien si l'on pose 


@e y)= | 20. yG du. 


T 


La norme dans L* est confondue avec celle définie par la formu 
le (1). Voyons maintenant un cas particulier. Soit une fonction 


p € L' (a, b) telle que œ (ft) > 0 p.p. (l'intervalle peut être infini). 
Posons 


"A)= | ed 


pour tous les ensembles À mesurables Lebesgue et désignons par 
L? (a, b) l’espace hilbertien des fonctions de carrés sommables 


pour la mesure v. Ceci étant, le produit scalaire se définit de toute 
évidence par la formule 


b 
(z. ÿ= L (8) Le (9 y O1 dt.ÿ 


. 


Si @(t) = 1, alors L? (a, b) — L*° (a, b). On a déjà démontré 
que les espaces I et L? (a, b) sont séparables. 


Un exemple d'espace ” hilbertien non séparable est l’ensemble H. 
des fonctions définies sur la droite numérique tout entière et pos- 


11—0996 
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sédant un nombre au plus dénombrable de valeurs distinctes de zéro. 
Ceci étant, on admet que 


2 1x EI < ce *). 
Définissons le produit scalaire dans H, par la formule 
Ge, y)= D 2 (ty O0). 


On laisse au lecteur le soin de prouver la complétude de cet espace 
en utilisant celle de l°. 
Si l’on désigne par zx, l'élément de H. : 


4, i=T—, 
ze (t) = 0, 1-7—, 
il est immédiat que || x; — zx || — V2 (sit T1), d'oùilsuit que 


H. n'est pas séparable. 

5.4. La notion d’orthogonalité est particulièrement importante 
dans l'étude des espaces hilbertiens. 

On dit que deux éléments zx et y d'un espace hilbertien H sont 
orthogonauzx si (x, y) = 0 et l’on note x L y. 

Si un élément fixe z € H est orthogonal à chaque élément d’un 
ensemble £ € H, on dit que zx est orthogonal à E et l'on écrit x 1! E. 

Enfin si les éléments de deux ensembles Æ, et E, sont deux à 
deux orthogonaux on dit que ces ensembles sont orthogonaux et 
l’on écrit E, L E.. 

Indiquons quelques faits simples relatifs à ces notions. 

a) Si z_Ly, et x Lye, alors x | Ày, + Lys. 

b) Six Ly, (n = 1, 2, ...) et y, — y, alors x L y. 

Ceci est une conséquence immédiate de la continuité du produit 
scalaire (cf. 1) 5.1). 

c) Si zx LE, alors x 1 £ (E). 

Pour le prouver il faut utiliser a) et b). 

d) Si x i E, où Eest un ensemble fondamental dans H, c’est-à- 
dire si £(E) = H, alors x = 0. 

En effet, on a alors zx |! H et par suite x est orthogonal à lui-même, 
c’est-à-dire (x, x) — 0, ce qui équivaut à x = (. 

e) L'ensemble de tous les éléments orthogonaux à un ensemble 
donné E est un sous-espace de H, c’est-à-dire un sous-espace vectoriel 
fermé **). Ce sous-espace est appelé orthocomplément de l’ensemble E. 


*) La fonction zx (t) est non nulle seulement pour un ensemble au plus 
dénombrable de valeurs de t. Donc la somme écrite peut être traitée comme 
une série ordinaire. 

**) Dans le cas d’un espace hilbertien le terme « sous-espace » désignera 
toujours dans la suite un sous-espace vectoriel fermé. 
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Le théorème suivant est fondamental en théorie de l’espace hil- 
bertien. 


THRORËME 1. Soient H, un sous-espace d'un espace hilbertien H 
et H, son orthocomplément. Tout élément x € H peut être représenté 
de façon unique sous la forme 


z=zxz +z" (2 €EH,, z" CH,). (3) 
De plus l'élément x’ exprime la distance de x à H,, c’est-à-dire 
x — 2 = p (x, Ki) *). (4) 
DEMONSTRATION. Posons 
d=p(z, H;) 
et trouvons les éléments x, € H, tels que 
zx F<Ë + A1/r (nn =1,2,...). (5) 


La relation (2) donne 
Il Tn — Tm IF + || (z — Zn) + (x — Zn) IF = 
= 21{|x — 2 [+ [x — zm ll]. (6) 
Comme nn cH,, on a 
I 20) + (2m) 1-4] 2 Ent | ddr. 
Donc, de (6) et compte tenu de (5) et de cette minoration il vient 
1 9 1 o 2 2 
tn — 2m PS2] +++ | ar = + 
Donc, la suite {x,} est une suite de Cauchy. L'espace H étant 


complet, il existe x’ = lim zx,. En outre zx’ € H, (puisque celui-ci 


n— 00 
est fermé). En passant à la limite dans (5), on trouve || x — x || d, 
et puisque pour tout élément de H,, y compris pour x”, on doit avoir 
[x — 2 [| > d, il vient 


Iz—z = d. (7) 


Prouvons maintenant que l'élément x” = x — x’ est orthogonal 
à H, et appartient de ce fait à H.. Considérons un élément y € H, 
non nul. Pour tout À on a x’ + Ày € H,, de sorte que 


x" — Ay = 2 — (+ y) IF > à, 
ce qu'on peut encore écrire compte tenu de (7) 
—À (2, y) —2 (y, 27) + IA F(G, y) > 0. 


+) Dans sa forme actuelle ce théorème a été prouvé par Rellich [1]. 
11% 
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Ld 


En particulier pour À = (x”, y}/(y, y) on en déduit 


__ IG”, y) |”, yJl° I(z”, y)l° 
(y, y) (y, y) LL (y, y) > 0, 


c'est-à-dire 
| (z”, y F< 0, 


ce qui n'a lieu que lorsque (x”, y) = 0, x” L y. 

Donc l'écriture de x sous la forme (3) et la relation (4) sont éta- 
blies. 

Montrons que la représentation (3) est unique. En effet, si 


z=z+zx, (x EH,et x: EH), 
en comparant avec (3) on obtient 
Z'— x = x — x. 


L'élément du premier membre appartient à H,, celui du second à 
H,. donc z'— zx lzx, — x”, d'où z° — x, = x; — x” — 0. Ce qui 
achève la démonstration du théorème. 

Les éléments de x’ et x” définis de façon unique par l'élément zx 
s'appellent projections de l'élément x sur les sous-espaces H, et H, 
respectivement. 

On dit qu'un système d'éléments {r,} (&œ € A) est complet dans 
un espace hilbertien H si l’ensemble {xr,} est fondamental (voir 


11.3.2) dans H, c'est-à-dire H — Z({x,}). 


COROLLAIRE. Pour qu'un système d'éléments {x,} (&œ € A) soit com- 
plet dans un espace H, il faut et il suffit qu'il n'existe pas d’élément 
non nul orthogonal à chaque élément du système. 


En effet, la condition nécessaire résulte de la proposition d) de 
5.4. La condition est suffisante, puisque si {x,} est un système non 


complet, alors le sous-espace H, = £({1r,}) ÆH, et par suite en 
prenant un élément x € HH., et en le décomposant en une somme de 
projections x = x + zx’(x" € H,, zx” | H,), on aura x” 0 et 
zx” ! za (&œ E A), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

5.5. On dit qu'un système d'éléments {r,} (&« € A) d'un espace 
hilbertien H est orthogonal si deux quelconques de ses éléments sont 
orthogonaux. Si de plus la norme de chaque élément x, est égale à 
l'unité, alors ce système est dit orthonormal ou orthonormé. 


Un exemple important de système orthogonal dans L: (a, b) est le système 


des fonctions trigonométriques 1, cos 2nU—a), sin Ft a 


b—a 
2rn (t—a) .. 2nn(t 


— a) . . 
cour COS sin —p3 -(Ce système est complet puisque 


son enveloppe linéaire. l'ensemble de tous les polynômes trigonométriques, 


9 ee 
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est dense dans L° (a, b). Pour s’en assurer on remarquera tout d’abord que 
l’ensemble de toutes les fonctions bornées (mesurables) est dense dans L° (a, b). 
Ensuite, grâce au théorème de Lusin, on établit que l’ensemble des fonctions 
périodiques (c'est-à-dire prenant des valeurs égales aux extrémités de l'inter- 
valle fa, b]) continues sera dense dans cet ensemble. Enfin, en vertu du théorème 
de Weierstrass, on conclut que l’ensemble des polynômes trigonométriques est 
dense dans l’ensemble des fonctions continues. 

Un autre exemple de système orthogonal dans L* (a. b) est le système de 
Rademacher, composé des fonctions 


Zn (1) =(—1)À 


ce (b—a)<t—a< FES (b— a); k=0,1,...,22—1; n—0, 1, ……). 


Ce système n'est pas complet. En effet, la fonction x (t) = (t — a) (t — b) — 


b — a)° . , 
+ @— er 8 2 est orthogonale à toutes les fonctions du système. 


Le système {rn}, zn = (0, 0, ..., 0, 1. 0. ...), est orthogonal dans |°. 
Il est clair que ce système est complet. 
L'ensemble {r.}, où x- sont les éléments définis plus haut dans 5.3, est un 
système orthogonal dans H.. 


Si un système orthogonal ne contient pas d'élément nul il est 
linéairement indépendant. En effet, si existait la dépendance li- 
néaire : 

2t 


NW __ 
= Axa, — 0, 


en multipliant scalairement les deux membres de cette égalité par 
Te;, On obtiendrait À; || Ta; IF = 0. 

On passe sans peine d'un système orthogonal à un système ortho- 
normal en divisant chaque élément par sa norme (on suppose que le 
système ne contient pas l'élément nul). Le passage d'un système 
quelconque à un système orthonormal est plus compliqué. Nous 
allons démontrer le théorème d'orthogonalisation (au sens de 
Schmidt) pour le cas de systèmes dénombrables. 


THÉOREME 3 (d’orthogonalisation). Soit {y,} un système linéaire- 
ment indépendant d'éléments d'un espace hilbertien H. Il existe un 
système orthonormal {x,} tel que 


En D My (HO; n=1,2,...). (8) 


— 
— 


Nous donnons deux démonstrations de ce théorème. 
PREMIÈRE DÉMONSTRATION. Posons 
_10 D) 
Ti = À, Yi (A, = 1/|| yi (l) 


et admettons qu'on ait déjà construit des éléments deux à deux ortho- 
gonaux et normés Zi, Los « + +» Zn_-1 liés par les relations (8) à y, 
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Ygs + + Ynh1. Désignons par H, l'enveloppe linéaire des éléments 
Vus Yes + + + Yn 1 et par H; l’orthocomplément de H;,. Comme y, € H;, 
dans la décomposition 


Yn=YntYn (YnEHn, yrE Hi) 
la projection y, ==0. En posant 


Tn=Àn Yn (An =1/|| ynil), 


on aura |[[2z,|[|=1. Vu que zx, L H, et zx,EH, (£n), il vient 
Tn LTr (kLN). 
D'autre part 


am, an "us, 
Tn =}n Un = Àn Un —Àn Va. 


Le fait que y, € H,, entraîne 


En posant 24° -= — af Ar (k<n), on trouve 


n 
on) 


— 
Zn= À ÀK Ye 

k=1 

La démonstration de ce théorème s'achève par récurrence. 
REMARQUE 1. Les éléments y, peuvent être exprimés au moyen 
de Zj, Lo, . . ., En puisque Àn 0: 


—! 


n) (nr) 1 r 
Yn= D, bk Th (ur ETS n=1,2,...). (3) 


R=1 


REMARQUE 2. Les éléments x, ne sont pas définis de façon unique 
par les éléments y,. Cependant si l’on exige que À > 0 (n = 1, 
2, ...), alors le système {x,} sera unique. 


En effet, supposons qu'existent deux systèmes {z,} et {Zn} vérifiant Ja 
condition imposée. En utilisant les relations (8) et (9) et les relations analogues 
pour le système {7, }, nous pouvons exprimer les éléments du système {7,} en 
fonction de ceux de {rh}, c'est-à-dire obtenir une relation de la forme 


n 

= Sue «0 
k=1 

Il est aisé de voir que le coefficient pin) est positif (il est égal au produit 

AU), où 1 représente le coefficient corres pondant de la formule (8) pour 

le système {zh}), d'où il résulte que z,—z1. Si l'on a déjà démontré que 

T1 = Ti, Lo = Los ce) En-1=EZn-1, en multipliant scalairement les deux mem- 
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bres de l'égalité (40) par 5, on aura 0— BE G< »), c'est-à-dire Zn =Bzn. 

Or, du fait que | ral =||zn=1, on a BG) 1 et par suite zn=Zn. 
DEUXIÈME DEMONSTRATION. Soit 


(Y1s Vs) (Yis Ya) +. (Y1s Un) 
A, = (Y2» V1) (Y2s Ya) ‘... (V2: Un) 


, Ao=1 (déterminant de Gram), 


(Uns Y1) (Yns Y2) -.. (Un: Un) 
(Yis Ya) (Yas Ya) +. (Yi: Un-1) V1 
2 — (Yar Ya) (Y2s Ya) +. (Us Yn-1) V2 , 


(Yns Yi) (Yns Ya) -.. (Yn: Un-1)à Un 


le dernier déterminant étant la somme des produits des éléments de 
la dernière colonne par les cofacteurs correspondants. Il st clair que 


(Zn Yn) = An, (11) 
a, y)=0 k=1,2,...,n—1). (12) 


La dernière relation découle du fait que deux colonnes (la k-ième 
et la 7-ième) seront identiques dans le déterminant du premier mem- 
bre. 

Si l’on multiplie (scalairement) la dernière colonne du détermi- 
nant z, par x, alors compte tenu de (11) et de (12) on obtient un 
déterminant dont tous les éléments de la dernière colonne seront nuls 
à l'exception du dernier qui, lui, sera égal à A,. En développant le 
déterminant obtenu suivant les éléments de la dernière colonne on est 
amené à la relation 


(tn: Zn) = Ann (n=1,2,...). 


Vu que l’élément x, =£0 (sinon les éléments y;, yes, . . ., y, seraient 
linéairement dépendants), on trouve que À, Æ0 (n = 1, 2, ...). 
Notons enfin que l’élément zx; (4 << n) exprimé linéairement en 
fonction de yj, Y2, - . ., yr Sera orthogonal à x, en vertu de (12). 
D'après ce qui précède, nous obtenons la suite orthonormale 
cherchée si l’on pose 


* * 
Tr Zn 


CT + 
7 zn | V AnAn 


(nr = 1,2, ..….). (13) 


5.6. Utilisons les résultats obtenus pour construire un système de polynô- 
mes orthogonaux par rapport au poids. 


Dans l'espace Lo (a, b) prenons 


Un(t)=t" (n=0,1,...) (14) 
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pour {ÿn}. L'orthogonalisation de cette suite nous conduit à une suite {zh} 
telle que 


1 
Zn ({)= » A CR (A (0) 0; n=0, 1, ...). 
R=0 
et de plus 
0, mn, 


b 
(Tms Zn) = [ P(t) Zm (£) Zn (t) dt — { 


1, m=mn. 


Les polynômes zx, (t) sont dits orthogonaux de poids @ (t). Ils jouent un 
grand rôle en théorie constructive des fonctions. Le système (14) étant complet, 
le système de polynômes orthogonaux le sera également. 

On peut expliciter les polynômes orthogonaux au moyen de la formule 
(13). Dans ce cas 

Coo  Coi +. Con 
Cio  C12 ++ Cin b 
An=| -...…...... s Cjh= | œGt)tithkat (j, k=0, 1, ..., n), 
a 


Cno Cn1 --- Cnn 
de sorte que 


Coo  Co1 Con-1 1 
C10 C11 Cin-1 À? 
z” (t) Cno Cn1 ---+ Cnn-1 {” 
Zn = ——_—_û_—_—— = —— — ——_—  — (n=0, 1, ...). 
” V AnAn= V ArAn 


De ces formules il résulte entre autres que les coefficients des polynômes 
Zn Sont réels. 

Si p(t)= 1, a = —1, b = 1, les polynômes orthogonaux sont appelés 
polynômes de Legendre et notés P,(t). On démontre que 


Pa = 7 PE (EAP) (m0, 4.) (15) 


Pour q(t) = (1 —1)7%(1 +2), a — —1, b — 1, on obtient les polyni- 
mes de Jacobi 


_ _-g dn 
JE D (= ken A— TT AH OR EAN AH DÈTTT, (46) 
où 

bnp / 2 etBtantn TG ERERED U GFPEMET 
'(a+n+1)T (B+n+1) nl ° 
En particulier pour &« — B — —1/2 on obtient les polynômes de Tchébychev 
que l’on rencontre souvent dans divers problèmes de la théorie des fonctions. 
Pour @{t) = e-t; a = 0, b — on obtient les polynômes de Laguerre 
(—1) , an - 
La (t)= e [ete]. (17) 


n | dtn 


$ 5] ESPACE DE HILBERT 169 


Enfin, si q(t) = e-t*; a — —o, b — , les polynômes orthogonaux, 
qui sont notés //,(t) dans ce cas, s appellent polynômes d’'Hermite 
— 1 eo RM  _, 
Hat= CN F am [e É ] *). (18) 
Vonnivs IV r 


9./. La suite de l'exposé est essentiellement consacrée à l’espace 
hilbertien séparable. On constate que les systèmes orthogonaux sont 
tous dénombrables dans des espaces séparables. Cette circonstance 
n'est pas fortuite. Plus exactement on a le 


THÉORÈME 3. Un système orthonormal {x,} (&« € À) d'un espace 
hilbertien séparable H est au plus dénombrable. 


DEMONSTRATION. Soit D un ensemble dénombrable dense dans H. 
Pour chaque zx, trouvons y, € D tel que 


[Te — Ya 1 < 1/2. 


À des éléments x, et x, distincts correspondent des éléments y, 
et y. distincts. En effet 


Ye — Ya = Na — Te) + (re — Ya) + (Va —z)l> 
>| Ze — Ta | — {| Ze — Ya + ye—teN>V2-15%0, 
puisque 
Ta — Ta’ IF = (Ze — La’, Ta — Ta) — TT (To Lo) + (Za’ » To’) = 2. 
Donc l’ensemble {x,} est équivalent à une partie de l’ensemble 


dénombrable D et par suite il est lui-même au plus dénombrable. 
Le théorème prouvé est complété par le 


THÉORÊME 4. Si un espace hilbertien séparable H est de dimension: 
infinie, il contient un système dénombruble orthonormal complet. 


DÉMONSTRATION. Prenons un ensemble D — {z,} dénombrable, 
dense dans H et construisons un système {y,} linéairement indépen- 
dant complet dans H. A cet effet admettons que z, 0 et posons 
Y1 — Z. Ensuite pour y, prenons l'élément z,, d'indice minimal 
ns > 2 tel que y, et y, — z,. soient linéairement indépendants. 
En poursuivant cette procédure on est amené au système {y, } cherché. 
En effet, {y,} est un système complet, puisque tout élément z, 
est visiblement une combinaison linéaire des éléments y, = 2,; (n; < 


< n), de sorte que D € £ ({y,}) et par suite £ ({y:}) = H 

En appliquant la procédure d'orthogonalisation au système {y}, 
on obtient un système orthonormal complet qui de toute évidence 
est un système dénombrable. 


*) Le lecteur trouvera un exposé plus complet des polynômes orthogonaux 
et en particulier des démonstrations des formules (15) à (18) dans le livre Natan- 
son 1] (ou encore dans Szegü). 
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5.8. Soit donné un système orthonormal {:,} dans un espace 
hilbertien H. Supposons d'autre part que x € H. Les nombres 


Ah — (x, Th) (& — 1, 2, ° .) 


sont appelés coefficients de Fourier de l'élément x suivant le système 
orthonormal considéré, et la série 


œ 
» ART 
R=1 


série de Fourier de l'élément zx. 

Considérons le sous-espace H, — £ ({x,, ze, . .., 2, }) dont les 
éléments sont toutes les combinaisons linéaires des nr premiers élé- 
ments du système orthonormal donné. 

On a le 


THÉOREME 5. L’intervalle s, = È art, de la série de Fourier 


d'un élément x est la projection de cet élément sur le sous-espace H,. 
D£EMONSTRATION. Comme 


TZ =Sn + (TZ —S5)h) 


et que s, € H,, il suffit de prouver que x — s, L H,. Or, il est clair 
que z — Sn _Lzx (4 = 1, 2, ..., n), donc en vertu du point c) de 
5.4 on a x —s, L H,, c.q.f.d. | 

Ceci et le théorème 1 entraînent le 


CoROLLAIRE 1. Pour tout élément 2— NS a,;x,EH,, on a 
ke 


x —s = p (@, H) < zx — 2 1|. 
D'autre part 
Hz = sa I + z — sf > sn IF (19) 


n 


Is 12= À la |? (20) 


k=1 
d'où il résulte le 
COROLLAIRE 2. On a l'inégalité (de Bessel) : 
n 
DS lal<lzlf. 
En passant à la limite 


ur A —> oo on trouve 


e pour 
à | a 12<]1 x |. (21) 
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Si dans (21) l'égalité est réalisée pour un x € H, on dit qu'est 
réalisée l'égalité de Parseval ou que pour x est vérifiée l'équation de 
fermeture. 


TH£EOREME 6. La série de Fourier de tout élément x € H converge 
toujours et sa somme est la projection de x sur le sous-espace H, = 
= L ({2}). 

Pour que la somme de la série de Fourier soit égale à un élément donné 
z, il faut et il suffit que l'équation de fermeture soit vérifiée pour cet 
élément. 


Ÿ 


DEMONSTRATION. De (21) il suit que la série Ÿ 2 Tax |* est conver- 


gente. En notant comme précédemment s, la somme partielle de la 
série de Fourier, on obtient 
n+p 
HSntp—Snll= À la l—>0, 
k=n+1 n 00 


d'où résulte la convergence de la série de Fourier. 
Soit s= D) axr,. Puisque s€H, et 
R=1 
z=s+(xz—s), 


on peut, comme dans la démonstration du théorème 5, se contenter 
de prouver que z — s 1 H,. Cette démonstration s'effectue encore 
en utilisant c) de 5.4. 
Enfin si en tenant compte de (20) on récrit (19) sous la forme 
n 
Mrs lP=lzir- D 


PA |2, 


on s'assure sans peine de la véracité de la deuxième partie du théore- 
me. 

Si le système {4} est complet, alors H; — H et la projection de 
tout élément x € H sur H, est confondue avec cet élément. Ceci nous 
conduit au 


CoRoOLLAIRE 1. Si le système {x,} est complet, la série de Fourier de 
tout x EH converge vers x. 


On dit qu’un système orthonormal est fermé si l'équation de 
fermeture est vérifiée pour chaque x € H. 
De ce qui précède il suit le 


COROLLAIRE 2. Pour qu'un système soit fermé il faut et il suffit qu'il 
soit complet. 
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En effet, d’après le théorème 6 l’équation de fermeture est satis- 
faite pour tous les x € H, et pour eux seuls. donc la fermeture du 
système équivaut à l'égalité H, — H qui, à son tour, exprime la 
complétude de ce système. 

REMARQUE. Si l'équation de fermeture est satisfaite pour un en- 
semble Æ fondamental dans H, alors le système orthonormal donné 
est fermé. 

En effet, H, = E implique H, = £ (E) = H. 

Donc, si {x,} est un système orthonormal complet dans H, tout 
élément x € H se représente par sa série de Fourier: 


Pour cette raison un système orthonormal complet est appelé base 
orthonormale (ou orthonormée) de l’espace hilhertien H (cf. tome 2, 
XI1.7.2). 


THÉORÈME 7 (Riesz-Fischer). Soit donnée une suite numérique 

{c. } pour laquelle la série Ÿ | ck |” est convergente et soit fixé un système 
h=i 

orthonormal {x,} dans H. Jl existe alors un élément unique xEH 


tel que ses coefficients de Fourier a, = cx (k = 1, 2, ...)et, de plus 
l'équation de fermeture est satisfaite pour x. 


DEMONSTRATION. De même que dans la démonstration du théorème 
Le «) 


précédent on s'assure que la série Ÿ cz, est convergente. Soit x 
Rk=1 


sa somme. Alors 


m 
an=(z, tn)= lim(N cury, tn)=cn (n—=1,2,...), 


m 
puisque pour M>n on aura (SD cytr, Tn)=Cn. Que l'équation de 
k=1 


fermeture soit vérifiée pour x découle du théorème précédent. 


L'unicité de zx résulte également du théorème 6, puisque l'élément 
pour lequel est vérifiée l'équation de fermeture doit être la somme 
de sa série de Fourier. 

Voyons maintenant l’équation de fermeture généralisée. 

Supposons que l’équation de fermeture est vérifiée pour des élé- 
ments x, y € H. Si {a,} et {b,} sont les suites correspondantes des 
coefficients de Fourier de ces éléments, alors 


© 


Gy= À ab. (22) 
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En effet, en vertu du théorème 6 


N\ . 
T = 4 GpThs Y— à by ; 


donc 
Q S (ee) 
\' 
(x. y) = lim (S ee Apps — À bits) = lim » pos abs = ps abr- 
n—7 R=! no hk=1 R=1 


Si le système orthonormé considéré est complet, l'équation de 
fermeture généralisée est vérifiée quels que soient x, y € H. 

Si dans un espace hilbertien séparable H de dimension infinie il 
existe un système orthonormal non complet {x,} (k = 1, 2, ), 
alors un sous-espace H, engendré par {z:,} est distinct de H. Dési- 


gnons par H l'orthocomplément de H,. Le sous-espace H est un espace 
hilbertien séparable. donc on peut en extraire un système orthonor- 
mal complet au plus dénombrable {x,} (k = 0, —1, —2. ...). 
En l'unissant au système initial on obtient le système {zx,} (#4 — 

= ,..—1, 0, 1, .) qui sera complet dans l’espace H tout entier. 
En effet, tout élément y € H orthogonal à tous les x, (& — = . —1, 
0, 1, .) doit être orthogonal au sous-espace H,, c’est- à-dire on 


doit avoir y € H. Alors, du fait que {zx} (k = 0, —1, ...) est un 
système complet dans H. il vient y = (0. 


Signalons deux faits de la théorie des fonctions à variable réelle dont la 
démonstration découle des résultats généraux mentionnés plus haut. 

Un système trigonométrique étant complet dans l'espace L* (a, b), le corol- 
laire { du théorème 6 nous dit que toute fonction de carré sommable se décom- 
pose en une série (trigonométrique) de Fourier convergeant en moyenne (avec 
un exposant 2). 

Le théorème de Riesz-Fischer et l'inégalité (21) entraînent qu'une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'une fonction sommable donnée soit élément 
de L* est que la série des carrés des modules de ses coefficients de Fourier sui- 
vant le système trigonométrique soit convergente. 

Il est intéressant de noter que la démonstration de tels résultats pour d'’au- 
tres classes de fonctions présente de grosses difficultés. 


5.9. Prouvons en conclusion que deux espaces hilbertiens sépa- 
rables quelconques de dimension infinie sont linéairement isomé- 
triques (cf. 1.3), plus exactement qu'entre leurs éléments on peut 
établir une correspondance biunivoque respectant les opérations 
linéaireset le produit scalaire (donc la norme). Soient H et H” de tels 
espaces. En vertu du théorème 4, il existe des systèmes orthonormaux 
complets dénombrables {r,} dans H et {z;} dans H”. Soit x EH un 
élément quelconque. Désignons par {a,} la suite des coefficients de 
Fourier de cet élément. Le corollaire 1 du théorème 6 donne 


O0 


TI = Ÿ AnLh: 
R=1 
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et de plus * La << en vertu de l'inégalité (21). En appli- 
= 


quant le théorème de Riesz-Fischer à à la suite {ax} (dans l’espace H”) 
on trouve un élément z’'E€ H” possédant les mêmes coefficients de 
Fourier que l’élément x. En outre 


o0 
z' = D ALTh. 
h=1 


C'est cet élément x’ que nous allons associer à l'élément zx. Cette 
correspondance vérifie toutes les conditions de 1.3 (au lieu de l’éga- 
lité des normes on a ici l'égalité des produits scalaires des éléments 
correspondants). Sans nous arrêter à la vérification de l’invariance des 
opérations algébriques, en raison de sa simplicité, montrons que si 
z, yEH et x’ et y’ sont les éléments correspondants de H”, alors 
(z, y) = (x’, y’). En effet, les systèmes {z,} et {x;} étant complets, 
l'équation de fermeture généralisée (22) est vérifiée pour les élé- 
ments x, y, de même que pour zx’, y’, c’est-à-dire 


© 


(x, y) — à axbp; (z”, y') — 2 jdn; 


où {a} désigne la suite des coefficients de Fourier de l'élément zx 
(et de zx’), et {b,} celle de l’élément y (et de y’). 

En particulier, tout espace hilbertien séparable H de dimension 
infinie est linéairement isométrique (au sens indiqué plus haut) à 
l’espace l°. Ce résultat a été établi dans l’article de Neumann 1] 


Notons, sans le démontrer, un résultat analogue pour des espaces 
hilbertiens quelconques. Plus exactement, on peut montrer que la 
puissance d’un système orthonormal complet est un invariant de 
l’espace (la dimension de cet espace) et que les espaces ayant la même 
dimension sont linéairement isométriques. Voir la démonstration de 
ce fait par exemple dans Ahiezer et Glazman. 


CHAPITRE V 


OPÉRATEURS ET FONCTIONNELLES LINÉAIRES 


$ 1. Espace des opérateurs et espace dual 


1.1. Notre étude portant sur les opérateurs linéaires et parfois 
sur les opérateurs non linéaires, nous allons dans ce point introduire 
des notations se rapportant à ces deux cas. 

Soient X et YŸ deux espaces (métriques ou normés) et un ensemble 
Q € X. 

Si à chaque x € Q on associe un élément y — U (x) E Ÿ, on dit 
qu'est défini sur un opérateur U envoyant (ou appliquant) & dans Ÿ 
(ou de Q dans Y). L'ensemble Q s'appelle ensemble de définition de 
l'opérateur U et se note Q ,;. L'ensemble A ;; de tous les éléments de 
la forme y — U (x) s'appelle domaine de valeurs de l'opérateur U *). 
Si Qy = X et Au X, c'est-à-dire l'opérateur U applique X dans 
lui-même, on dira que Ù est un opérateur dans X. 

Si U est un opérateur de Q € X dans YŸ, on désignera par U (E) 
(E & Q@), l’ensemble de tous les éléments y € Y représentables sous 
la forme y = U (x), où EE, et l’on dira que l’ensemble U (E} 
est l'image de l'ensemble E. 

Rappelons les définitions des plus importantes classes d'opé- 
rateurs. 

a) Soient X et Y des espaces métriques, U un opérateur de 9 € X 
dans Y. On dit que l'opérateur Ü est continu au point x, € Q si 
POUr Zn —> Zo (Zn € Q), on a U (z,) —+ U (x). Si U est continu en 
chaque point d’un ensemble E € Q, on dit simplement que U est 
continu sur E. 

b) SiXet Y sont des espaces normés et ( un sous-espace vectoriel 
de X, on dit que l'opérateur U de Q dans Y est homogène si 


U (Az) = AU (x) (EG, AE. 
U est additif si 
U(niitz) = U (tm) + Ur) (ts ze € QG). 
c) U est linéaire s’il est additif et homogène sur Q 4. 


*) Souvent, au lieu de U (x), on écrit Ur et dans le cas d’opérateur non 
linéaire on remplace le terme « opérateur » par « application ». 
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Notons que si X et Y sont des espaces normés et U un opérateur 
additif de Q € X dans Ÿ, continu en un point x, € Q, alors U est 
continu sur Q, c'est-à-dire en chaque point de (2. 

En effet, soit x, — x (x, x, € Q). Comme 


Zn = [to + (tn — z)l + (x — &o) 
‘et 
To + (En — I) + Lo: 
alors 
Ù (zx,) = U (zo + (rs — 2)) + U (x — xo) — UÙ (xo) + 
+ U(z — 20) = U (x). 
1.2. Voici le critère de continuité d'un opérateur linéaire. 


On dit qu'un opérateur linéaire U d'un espace normé X dans un 
espace normé Ÿ est borné si existe une constante C telle que 


ITRI<CIzI, Vzex. (1) 


THÉOREME 1. Pour qu'un opérateur linéaire U soit continu il faut 
et il suffit qu'il soit borné. 


DÉMONSTRATION. La condition est nécessaire. Soit U un opérateur 
dinéaire continu. Montrons que 


Co = SUP, HU (x) 11 oo. 
xExX 


Si Co = oc, il existerait une suite {x,} (7, EX, ||x, || = 1) 
telle que À, = [| U (x:) || — oo. Etudions la suite {z:}, z1 — 
=? / bn. Il est clair que zh —+ 0; donc, en vertu de la continuité 
de Ü, on doit avoir U (x;) + 0, alors qu'en réalité [| U (x:) || = 1. 

Soit maintenant x 0 un élément quelconque de X. En posant 
z =zx/l|z||. on voit que x || = 1. Donc [| U (x) || L Co. Or, 


UÙ (x') = ES U (x) en vertu de l’homogénéité de l'opérateur, donc 


I OU (@) Co zx 1 


et (1) est réalisée avec € = C:. 

La condition est suffisante. La continuité de l'opérateur U en 0 
résulte immédiatement de la condition (1). En vertu de 1.1. U sera 
continu en chaque point de l’espace À. 

C.q.f.d. 

Montrons que C, est la plus petite constante vérifiant l'inégalité 
(1). En effet, si [|z || = 1, alors || U (x) [<< C. Donc C, <C. 
D'autre part, C, vérifie l'inégalité (1). 
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REMARQUE. On voit sans peine que 
Co= sup [U(zx) Il. 
x 114 


En effet, il est évident que CL << sup [U (x) il. Par ailleurs, pour 
x|< 


zEX (Iz1&1, 230) on a IU(aI=zl]U (EE) [Co ce qui 
nous conduit à l’inégalité inverse. 

Le nombre C, défini par l'opérateur U s'appelle norme de l’opé- 
rateur linéaire U et se note || U || *). D'après ce qui précède 


HUI=Co—= sup HUV(z)= sup [U(z)|. 
lixll=1 x l<i 


Si dans (1) on fait C = C, = || U ||, on obtient 
HU RI<NIUNTINZz I: 


Signalons encore que si une inégalité du type (1) a été établie 
avec un certain C, alors [| U|| < C. 

Pour finir attirons l'attention sur une valeur géométrique simple 
du nombre || Ü ||: en effet || U || est borne supérieure du coefficient 
de dilatation d’un vecteur par la transformation réalisée par l’opé- 
rateur U. 

1.3. Soient deux espaces normés X et Y. L’ensemble ZL (X, Y) 
de tous les opérateurs linéaires de X dans Ÿ est un espace vecto- 
riel (11.2.1). Notons PB (X, Y) l’ensemble de tous les opérateurs linéai- 
res continus de X dans YŸ. Nous allons vérifier que B (X, Ÿ) est un 
sous-espace vectoriel de Z (X, Y) et que la norme || U || est norme sur 
B (X, Y), c'est-à-dire B (X, Y) est un espace normé. 

Si U,, VU, EB(X, Y), U=U, + U:, alors 


I UC) I Di @) + Te @ << Di I + Ne D Hz I. 


Donc UEB(X, Y) et NUL Il Ua I + I Us 

Si UEB(X, YŸ)}, ÀEK, U—=AU, alors [| U||= I AU || = 
= [AL HU I. 

I est clair que [[U || = 0 entraîne | U(rx)|| — 0, VzEexX, 
donc ÜU = 0. Nous avons ainsi démontré que PB (X, Y) est un espace 
normé. 


Montrons que si Ÿ, espace des images, est complet, l’espace 
B (X, Y) le sera aussi. 


*) La norme d'un opérateur dans un espace hilbertien a été définie pour 
la première fois par Hilbert (cf. Hilbert). Voir la définition générale dans Ba- 
nac . 


Les notions d’opérateur et de fonctionnelle linéaires et continus ont 
été introduites auparavant par de nombreux auteurs. 
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En effet, soit {U,} une suite de Cauchy d’éléments de l’espace 
B (X, Y). En prenant e > O quelconque on aura 
Un —Tni<e (m,r > N.), 
c'est-à-dire pour tout zE X 
Un (2) — BA DI<Eellz |, (2) 
d’où il résulte que la suite {U, (x)} d'éléments de l’espace Ÿ est une 


suite de Cauchy et par conséquent, puisque l’espace Y est complet, 
il existe 


U (2) = lim U, (2) (zE X). 


Il est clair que l'opérateur U € L (X, Y). En passant à la limite 
pour m — oc dans l'inégalité (2), on obtient 


I U (x) — UV, @) = lim | Un (2) — Ur D <ellz | &@ > M), 
(3) 
c'est-à-dire l’opérateur V: 
Va =U(mD—UV;(2 (GE X) 
est élément de l’espace B (X, Y). Don U=V+U,EB(X, YŸ). 
De plus, (3) implique 
HU — VU, Il <e (nr > NL), 


ce qui signifie que U, —U dans l’espace B (X, Y). 
L'exposé précédent nous conduit au théorème suivant. 


THÉORENE 2. Si X est un espace normé et Y un B-espace, alors 
B (X, YŸ) est un B-espace. 


L'espace des scalaires K étant complet, l’espace de toutes les 
fonctionnelles linéaires continues B (X, K), noté X*, est un B- 
espace. L'espace X* s’appelle espace dual de l'espace normé X. 
Si f E X*, alors 


If11= sup | (2) |: 
xt 1 
On rappelle (11.2.2) que si l’espace X considéré est complexe, la 


multiplication par les nombres complexes est définie dans X* par 
la formule 


AN) = (x) CEX*, zEX). (4) 


La définition de la multiplication selon la formule (4) sera justi- 
fiée plus bas (cf. 3.2). 
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$ 2. Quelques fonctionnelles et opérateurs 
dans des espaces concrets 
2.1. Soit dans l'espace C [a, b] la fonctionnelle 


n 


f(æ)= À cuz (tu), (1) 


OÙ Lys Lay + + + n est un système de points de l'intervalle [a, b]. 
Comme exemples de telles fonctionnelles on a la valeur isolée d’une 
fonction en un point fixe, les différences finies d’une fonction, la 
somme de Riemann, la somme pondérée sur un système de nœuds. 

Montrons que la fonctionnelle f définie par l'égalité (1) est liné- 
aire et de plus 


n 


Wf1= DELSE (2) 


h=— 


La linéarité de f est évidente : 
fai ur) = À ex has (fn) + pre (Ha = 


= = CAT (ln) + à ChUo (tx) = Àf (21) + nf (22). 


L’inégalité 
If) = S cr) max 12H NS lal= NS lellzll 
,- R=î1 <Lt<Lb Rh=1 = À 


LES ES k 


entraîne la continuité d2 f et 


n 
MAIS D Leu 1. 
Construisons maintenant sur [a, b] une fonction x linéaire par mor- 
ceaux, prenant en £,, La, . . ., t, les valeurs 
z (t) — signCn (4 —=1,2,...,n), 
linéaire dans les intervalles [t,, t44,1 (4 = 1, 2, ..., n — 1) et 


constante dans les intervalles [a, £,] et [£,, bl. 
IL est clair que 


[x ()| <1, 
c'est-à-dire 
Izil< 1. 
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On a alors 


n n 


n 
IL f 11 = sup |f()1>f@)= > cz ()= D ck sign = À lc |, 


> 


h= 


ce qui avec l'inégalité inverse nous donne (2). 
2.2. Soit dans l’espace C [a, b] la fonctionnelle 


b 
f@= | pt xt dr, (3) 


où œ est une fonction sommable donnée. 

Comme exemples de telles fonctionnelles citons l'intégrale d’une 
fonction sur l'intervalle {a, b] tout entier ou sur un intervalle par- 
tiel, les moments d’une fonction, ses coefficients de Fourier, etc. 

Montrons que la fonctionnelle (3) est linéaire et que 

b 


Nfl= | 1e@ ar. (4) 


a 


Que la fonctionnelle f soit définie pour tous les x € C [a, bl et 
même pour x € L® (a, b) et soit linéaire est évident. L’inégalité 


b b 
OI 1pOz@ IAE max 1z(1 | 1e(1dt- 


b 
=ilzl f 1e 


entraîne sa continuité et la majoration de sa norme: 


b 
HÉSETIOIE 


Etablissons l'inégalité inverse. Pour cela traitons d'abord le 
cas où la fonction œ est continue. Prenons un & >> 0 quelconque et 
partitionnons l'intervalle [a, b] avec les points a —t,<t, < 
<...<t, = b de telle sorte que l’oscillation de la fonction œ 
soit inférieure à e dans chaque intervalle [f,, t,+.11. Classons tous 
les intervalles partiels en deux groupes. Dans le premier on portera 
les intervalles A;, À;, ..., A; sur lesquels la fonction @ prend des 
valeurs de même signe (lequel est susceptible de varier d’un inter- 
valle à l’autre). Les intervalles restants A, A7, ..., A; formeront 
le deuxième groupe. On remarquera que du fait que les valeurs de la 
fonction @ changent de signe dans un intervalle A; (4 — 1, 2, ... 

., S), il existe une valeur égale à zéro ; l’oscillation de la fonction 
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» 


étant inférieure à e dans chaque intervalle partiel, il vient 


|pÜ)i<e (CEA; k—1,2,...,s). 
Définissons maintenant la fonction zx € C[a, b]. Posons 


z(t)=signp(t) (CEA;; j—=1,2,...,7r), 


pour les intervalles du premier groupe. Admettons que la fonction est 
linéaire dans les autres points de l’intervalle [a, b]. En outre, si a 
(ou b) est extrémité d’un intervalle du deuxième groupe, on suppo- 


sera que x (a) = 0 (respectivement zx (b) = 0). 
Minorons la quantité 
b 
HO TIOEIOL 


Du fait que |z(t)|S1 (a&t<b) il vient 


| p(#)T(6) dt = S fowztma+ S CUETIE 
j=1 4° h=1 45 


>2 [ip@ia- > [lewia- 


j=i 4; Rk=1 AS, 


=| pHia—2 À Jlp@id> [1pt@ 1260). 


Rk=1 4% 


Et a fortiori 
b 
= @> Ÿ 16) 1 dt 28 (b—0) 


puisque || z | 1. En faisant € — 0 on arrive à l'inégalité désirée. 
On admet maintenant que est une fonction sommable arbitraire. 
L'ensemble de toutes les fonctions continues étant dense dans l’es- 


pace L', on peut trouver une fonction continue telle que 
b 
Ip—plu=(1p@-ptia<e. 
a 
Utilisons la fonction œ pour construire une fonction z EC la, bl, 
avec ||xz [| 1, comme nous l’avons décrit plus haut, c'est-à-dire 
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telle que 
b b 
fouzta> (19 14-28 (b—0)=119 ll —2e (6—0). 


Or 
elle ll —11p—® lu >11p ll —e, 


donc 
b b b 


AOPAIOP OL ER ETOECL PE ANCOEETO)ECE 


b 
> 11p ll —e— 2e (b—a)— | lp—e4lt> 


> 11 @ lu: — 2e (b—a+1). 
Comme plus haut, on en déduit que 
> (2 > ls —2e (b— a+ 1), 


de sorte que pour e — 0 


IFAPSAIR'ALTT 


c.q.f.d. 

2.3. On peut considérer une fonctionnelle de la forme (3) dans 
l'espace LP (a, b). De façon plus générale soit (7, Z, u) un espace 
muni d’une mesure o-finie. Montrons *) que 


fa = | 2 (0) y (du, (5) 
T 


où yELT(T, ES, u) << p< 00, 1/p + 1/q = 1), est une fonction- 
nelle linéaire continue dans |’ espace L’ (T, Z, u), et de plus 


1/ 
{L] Oral", 1<p<oo, 
PAPAS (6) 
| vrai sup 1 y p=i. 


1) Voyons d’abord le cas 1 << p << co. L'intégrale (5) est définie 
pour tous les x € L?. Ceci résulte de l'inégalité intégrale de Hôlder 


*) Dans la suite on démontrera que les fonctionnelles représentées sous la 
forme (5) sont les seules fonctionnelles linéaires de l'espace LP (1 < p < co), 
c jest-à-dire (5) est la forme générale d'une fonctionnelle linéaire de PLP (cf. 
chap $ 2). 
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(cf. IV.2.3). Grâce à cette inégalité on trouve 


1e) 20 vEd< 
T 


<[[ivo ra)" TT 126 Pa)" =uvhenzt 
T T 


donc 
IFALESSIR APTE (5) 


Pour démontrer l'inégalité inverse nous considérons la fonction 
z(t)=1|y(e) 171 sign y (4). 
Comme 
2 IP= y PS = y lt, 
il vient que zE LP et de plus 


1 1.4 
iel=[froral=[fivoral uma. 
T T 


ce qui entraîne 


— b L 
MZ (E) = ET FC 


4 C a(1- 5) 
=— [luc du= ya P/=1ylle. 


Ce résultat joint à (7) nous donne l'égalité cherchée. 
2) Soit maintenant p = 1. Posons 


IL y IL = vrai sup | y(t) | = Q. 
tET 
L'inégalité || f || Q est évidente. D'autre part, prenons e > 0 
et appelons À l’ensemble 
A={tET:y() >Q—e}. 
Remarquons que u (4) >> 0. Définissons la fonction 


signy(t), t € À, 
0, t & À. 


- SL. 4 


2 = | 
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b 
Il est clair que zELt et Izl= | | x (#) | du=u(4). D'autre part 
z 1 — 
F1} (+) = y(t)z(t)du= 


= ra | lp Id> TT 10— en (4)=Q—e. 


D'où ||f [> @, puisque £ est arbitraire, et par conséquent || f || = Q. 
3) Supposons enfin que p — co. L'inégalité || f [| || y [La est 


évidente. D'autre part, la fonction z (&) = sign y (t) appartient 
à Let ||z|lx < 1. De l'inégalité 


LfZ1 @1= À signv (oc = | iv 1e =liy ls 
T T 


il résulte que || f [> || y Il: et finalement || f | = ||y||r:. 
REMARQUE. Si l’on se place dans le cas d’un espace L? complexe, 
il y a intérêt à écrire la fonctionnelle (5) sous la forme 


f(a)= | 24) y du. 


T 


La formule (6) reste visiblement en vigueur (cf. 1.3). 
2.4. Considérons l’opérateur intégral y = ÜÙ (x) défini par 


b 
y(s)= | K(s, 9 z(t) dt, (8) 


où X (s, {) est une fonction continue. Comme exemple d'opérateurs 
de la forme (8) citons les intégrales de Dirichlet et de Fejér. Montrons 
que U est un opérateur linéaire continu de C {a, b] dans C [a, bl, 
et de plus 


b 
IUI= max (IK(s,51dt=M. (9) 
a<s<b 


La linéarité de l'opérateur (8) est évidente ; sa continuité et || U || < 
< M découlent de l'inégalité 


b 
IU (x)11= max REC z(at|< 
a<s<b . 


b 
<lizll max Ü1K(s, Did=MIzll 
a<s<b + 
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Etablissons l'inégalité inverse. L'intégrale 
b 
| LA (s, t)ldt 


étant une fonction continue de s, il existe s, € la, b] tel que 


a<s<b 


b bd 
M= max | LK (s, tldt= | LK (so, tldt. 


Dans l’espace C [a, b] considérons une fonctionnelle de type (3), 
avec  (£) = Æ (so, t), c'est-à-dire 


b 
f(a)= Ko, Dz()dt (2EC(a, 6). 


En s'inspirant de 2.2, on peut trouver un élément zECla, b}, 
avec || z || 1, tel que 


b 
fe [IA (s, Dldt—e= M —e. 


En posant y—U(x) on a de toute évidence 
b 


UN @U=ATIZT(0)= | Ko, 97 = (D>M—e. 


D'où l’on déduit (9) puisque e est arbitraire. 
2.5. Montrons que l’opérateur intégral (8) peut être traité comme 
un opérateur linéaire de L! (a, b) dans L! (a, b); mais alors 
b 
LU ||= max | LK (s, t)lds= M". (10} 
7 a<t<b e 


L'additivité de Ü est évidente. Le théorème de Fubini sur le 
changement de l’ordre d'intégration donne 


wa fl{kc t)z (1) dt| ds< 


d b 
<{ [TK iés]le ide MZ, 


de sorte que 
IRAESL EE 
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Choisissons maintenant comme précédemment t, € La, b] tel que 


b b 
M'= max | LK (s, tlas= | LK(s, #)lds. 
a<t<b a ù 


Prenons un &e >> 0 quelconque et trouvons à partir de la continuité 
uniforme de la fonction Æ (s, t) un Ô > 0 tel que 


IK(s,#)—K(s, t1)1<e, 


dès que |s” — s [<< 6, | £ — t | < ô. Comprenons le point ?, dans 
un intervalle d = [#4, 4.) (a << ti < to te L b) de sorte que sa 
longueur soit inférieure à Ô (£; — !, << Ô). Posons maintenant 


4 
_ —, Ed, 
10={ te ta (Iz|l= 1). 
0, téd 


En désignant y=U (x), on trouve 
) b b 
AUl>U@u=ngi= bords (|{ ke, pzwa|a- 


b 2 b to 
— —— like, dt |ds> — NEC ts) dt | ds — 
a ft: " 


{1 


b to 
1 


——— | [1 LK(s, t)—K(s, t)ldt |ds=M?—e(b—0), 
a 
ce qui donne (10). 

Le lecteur peut s'assurer sans peine que si l'opérateur (8) est 
traité comme un opérateur de l’espace L! (a, b) dans C [a, b], alors 
HUII= max |K(s, t)|. 
a<s<b 
aRt<b 


2.6. Traitons maintenant l'opérateur intégral (8) comme un 
opérateur de L° (a, b) dans L* (a, b) et affaiblissons la condition 
imposée à son noyau À (s, £). Plus exactement, nous ne supposons pas 
qu'il est continu mais qu’il est mesurable sur le carré et 

b b 
| Î LÆ(s, t)l2dsdt= N?< oo. (11) 


a «a 


Montrons qu’à cette condition l'expression (8) définit un opérateur 
<ontinu de L° dans L* et de plus que 


I UNS W. (12) 
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La continuité de l'opérateur (8) et la majoration (12) de la norme 
découlent de l'inégalité de Bouniakovski : 


HU (x) = | K(s, t)z(t) at las< 


bd 


< [\ |Æ (s, par | EXCIEC ds = N?||zx||°. 


a a a 


Montrons que dans le cas d’un noyau symétrique (KÆ (s, t) = 
= K (t, s)) on a l’égalité 


IUI=., (13) 


où À, est la valeur caractéristique de plus petit module du noyau 
K (s, t). 


Si le noyau n'est pas symétrique, la norme de l'opérateur U a 
une expression plus compliquée, à savoir 


IUI=— (14) 


où À, est la plus petite valeur propre du noyau 
b 
K*(s, t)— | K(x, s)K(t, t)dx. 


Pour établir les égalités (13) et (14) on aura besoin de quelques 
notions de théorie des équations intégrales *). On sait qu'une équa- 
tion intégrale de noyau symétrique admet un système complet de 
fonctions fondamentales (normées) et de valeurs caractéristiques: 
O1 (£), ©o (£), . .., Aus Ào, - . . ensemble des solutions linéaire- 
ment indépendantes de l’équation homogène et des À pour lesquelles 
cette équation possède des solutions non nulles: 


b 
on (s)= An | Æ (s, thos(thdt (k=1, 2, ...) 


Le théorème de Hilbert-Schmidt **) nous dit que toute fonction 
représentable par un noyau, en particulier la valeur y (s) de l’opé- 


rateur, se décompose en une série convergeant en moyenne dans 
(L°) suivant les fonctions propres: 


b 
y(5)= Ÿ) 32 où (s) (= | 2 (0) où (9 dt; k=1, 2, .….). 
k a 


*) Voir par exemple Pétrovski. 
**) Ibidem. 
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D'où (cf. théorème 1[V.5.6) 
É h5 _1 1 
FE POLE TES DEEE E 
k 


Ceci montre que |U|<—-—— RE C- En prenant T = O4, on aura y — 


1 
=U (a)=7 2, donc 
cm’ | em’ 
IUIZ2NVGI=--Izl= 
LP 
D'où l’on déduit (13). 


Traitons maintenant le cas d’un noyau arbitraire. Le théorème 
de Fubini donne 


1 
[Al © 


b b b bd 
lie Sivtias= [[TK6, Da TK, Dztod]ds- 


— 298 | f K(s, t)Ks, r) ds |z(#) dt = 


- 


En désignant par À, et Q, (f) les valeurs caractéristiques et les fonc- 
tions fondamentales du noyau X* (t, t) on trouve, compte tenu du 
théorème d'Hilbert-Schmidt, 


b b 
PA EICERE SUR EIULE 


K®%(t, t)z(t)z(x) dt dr. 


CRE x 


b 
= (za) 0, (0 > 7 ls 
a R k 
b 
(H= | 2(90 (08, k=1, 2, ...). 


a 
D'où l’on voit que NUS: ; de même que dans le cas 
précédent en prenant æ—Q, on s’assure que l'égalité est réalisée, 
c’est-à-dire que (14) est vérifiée. 


2.7. Par des raisonnements analogues on définit la norme de 
l'opérateur U dans le cas où (8) contient un terme en dehors du signe 
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d'intégration. Soient : 
y=U (x), y()=z(s—2 | K(s, Dz(bdt. (15) 


Limitons-nous au cas d’un noyau symétrique. Nous utilisons de 
nouveau le théorème d’Hilbert-Schmidt après avoir préalablement 
complété le système de fonctions fondamentales par les fonctions 
@gs Dj We, - - . Désignons par ..., k, ho, hi, h+, . . . les coef- 
ficients du développement de Fourier de la fonction x suivant ce 
système. La fonction y aura pour coefficients de Fourier 

b 


mm = | yo (s) ds 


n 


b 


b 
= Ko-2f re oc0a]utd=n (12) 


(k = 1, 2, ..….); Nr = hr (k = 0, —1, — 2, ...)e 


Signalons que dans tous les cas on pourra se servir de la première 
de ces formules en admettant que À; = oo pour # = O0, —1, —2, . 
On obtient en définitive 


00 . co à 12 
Iye= D imre 3 rlt- fer mlr=zizlr, 
k=-00 h=—00 


*« 


où 
À 
Il est évident que 
HU = L. 


2.8. Considérons maintenant des epérateurs dans des espaces de 
dimension finie. Soient X et YŸ des B-espaces respectivement de 
dimensions m et nfinies, U un opérateur linéaire de X dans Y. Dési- 
gnons par e, (4 = 1, 2, ...,m) l’élément de X dont toutes les coor- 
données sont nulles à l'exception de la k-ième qui est égale à l'unité. 
Il en sera de même pour l'élément g, € Y (k = 1, 2, ..., n). Si 
x = (E,, Es, . . ., Em) EX et y = (n1, Mes - - ., Nn) € Y, alors 

m n 


IT — ù Enr, Yy= ÿ NAER- 
k=1 k=1 


Donc si y=U(z), on a 


y= À EU (e). 


Rk=1 
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Si lon désigne par &x, Gen, + + ., 4nx les Coordonnées de l'élément 
U (e,) (k = 1, 2, ..., m), on en déduit 


lull= D me= D & D ang = D (D antx) &5. 
J=1 h=1 J=1 J=1 k=! 


Les éléments g,, ge, - .., £n étant linéairement indépendants, il 
vient 


m 
m= à a jrËn (j=1, 2, .. n), 
c'est-à-dire les coordonnées de l'élément y = Ü (x) se déduisent 
à partir des coordonnées de l'élément x par une transformation 
réalisée par la matrice 


dii ie Zim 

Œoy os Tom 
A — 

Any n2 *.. Anm 


Inversement, toute matrice de cette forme définit un opérateur 
linéaire de X dans Ÿ. On laisse au lecteur le soin de vérifier ce fait *). 
La norme de l'opérateur Ü dépend de la métrique utilisée dans les 
espaces X et Y. 


a) Traitons U comme un opérateur de 1® dans 1% (cf. IV.3.5). 
Alors 


m 


m 
y 11=1IU (x) 11 = max nl<max 3 lan SU z 11 max 2 laynl, 
J J = — 
c’est-à-dire 
m 
AU ISmax À layxl = L. 
) = 
Choisissons j, tel que 
m 
ù lajonl = L 


et construisons z-=(E,, ER ..., En) en supposant 


E=signa;sx (k—=1, 2, ..., m). 
Alors 


AT >IU @l=max| À anû| > > Ÿ aber 


k=1 


l 
Île 
Q 
nl 
on 


*) Donc, tous les opérateurs linéaires d'un B-espace de dimension fiuie 
dans un B-s. ace de dimension finie sont continus. 
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En définitive 


m 
IUI=L=max à LITE 
J = 


b) Si l'on traite U comme un opérateur de li, dans 11 (cf. IV.3.5), 
on obtient 


n 


AU lI=max À layal = L. (16) 


En effet, || U IIS L’ est évident. D'autre part, il existe 
k, tel que 
S 
N lajrol = L L’. 
= 
11 suffit maintenant de prendre z = (0, 0, ..., 1, ..., O) (l'unité 
se trouve au k.-ième rang). Alors 
ss 


m n 
1 + ! 
IUIZUU = SIN ab = À las = L’, 


J=1 hk=! J=i 


de sorte que || U || = L’. 

c) Considérons le même opérateur en nous plaçant dans des es- 
paces euclidiens, c'est-à-dire X = 12, Y = 1£. Si m = n et la ma- 
trice À est symétrique, alors 


HUN= TA. 


De plus À, est la valeur propre de plus grand module de la matrice À. 
Dans le cas général 


EU I= VA: 
où À, est la valeur propre de plus grand module de la matrice 4*A 
(A* est la transposée conjuguée de À) *). 

Etudions d’abord le premier cas. La matrice À possède des valeurs 
propres réelles À, À, . .., À, et des vecteurs propres linéairement 
indépendants 2, Ze, .- .., æ, que l’on peut supposer être normés 
et deux à deux orthogonaux. Si z = c2, + Cola +... + Cntn, alors 

=U(z = U (au +et +... + Cntn) — 
= Qt + Cohote +... + CnÂnTns 

y À = 1 ca Ê + leo Ê + 000 # L'on 
<M(aPF+lIer+... +la) =xMlzl, 


l'égalité étant réalisée pour zx — z.. 
1 


*) Les éléments ajk de la matrice A* sont définis par ai = ‘ak kj Ü = 
2, ..., AE k = 1, 2, ..., n). En particulier, si À est une. matrice éclle! 
alors ajh — Ahje 
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REMARQUE. Signalons une autre FXPrESSION pou’ || U ||, soit 


IUI= sup I(4z, z|— Sup, È CÈ ajnëx) El. 
En effet 


| (Az, 2) I< Az] Hz =NV@IIzN<IUN = th 
(x 1 = 1). 
Or, l'égalité est réalisée pour z = zx, donc sup | (4x, 2) =U|I|. 


Ed 
Supposons maintenant que la matrice À est arbitraire. On a alors 


AU I= sup IU()1F= sup (42, 42) = 


p À (À GyrE DaE) = — er D Ÿ [ > où ayna3;) El Es = 
nat Ami =is=1 = 
— sup (A*Azx, x) = A;, 
\ixll=1 
où À, est, en vertu de ce qui a été dit dans la remarque, la plus gran- 
de valeur propre de la matrice A*A. 

Pour n — 1 l'opérateur U se transforme en fonctionnelle. La 
matrice À dégénère alors en une matrice à une ligne. En modifiant 
les notations, on peut dire que toute fonctionnelle linéaire f dans 
un espace X de dimension m est définie par un système (q,, Po, 

... Pm) de m nombres: 


Î (x) — 2 PaËr (x = (Ë:, E2, ….. Em) € X). (17) 


Etant donné qu'inversement tout système de nombres (m1, @e, . .. 
- +; Pm) définit d’après la formule (17) une fonctionnelle linéaire 


dans X, on peut identifier la fonctionnelle f avec le système qui la 
définit et écrire 


Î = (Pas Pos + + +, Pm). (18) 
La norme de la fonctionnelle (18) est définie comme suit: 

X= ln, (f= 3 Il, (49) 

X =], NI max qui, (20) 


X=ln, || f || = r à [pal (21) 
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REMARQUE. Si X est un espace complexe, il est commode d'écrire 
la formule (17) sous la forme 


m 


f(x) = > PrËk: 
h=1 
en identifiant encore f avec le système (q,, @+, . . ., @m) (cf. remar- 
que dans 2.3). 


$ 3. Fonctionnelles et opérateurs linéaires 
dans un espace hilbertien 


3.1. Dans un espace hilbertien séparable un opérateur *) admet 
une représentation matricielle analogue à celle d’un opérateur dans 
les espaces de dimension finie (cf. 2.8). 

En effet, soit U un opérateur dans un espace hilbertien H sépara- 
ble de dimension infinie. Soit un système orthonormal complet 
Ti Los + + + Zn, - «+. Chaque élément x € H peut être représenté 
sous la forme 


co 
LI — Ÿ ChTh) 
hæ=1 


où cx — (x, z4) sont les coefficients de Fourier de l'élément x. Donc, 
en vertu de la continuité de l'opérateur U 


y=Uzx—- 2 CUT. 


En identifiant les coefficients de Fourier du premier et du second 
membre on trouve 


[s = 


dj= À ajncx. (1) 


où d; sont les coefficients de Fourier de l'élément y et a;; ceux de 
l'élément Uz,. 

Ainsi, la suite des coefficients de Fourier de l'élément y — Uzx 
se déduit de celle des coefficients de Fourier de l'élément x par une 
transformation réalisée par la matrice 


di: 42 eee Œik .….e 


4 ... Ge D | e) 


*) Dans un espace hilbertien le terme « opérateur » désignera toujours un 
« opérateur linéaire continu ». De plus, on écrira Ur au lieu de U (x). 


13—0996 
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Donc l'opérateur ÜU admet une représentation matricielle comme 
dans le cas finidimensionnel. 

Cependant, il convient de noter que toute matrice (2) ne définit 
pas un opérateur linéaire comme dans le cas finidimensionnel. Une 
condition nécessaire et suffisante à cela est l’existence d'une cons- 
tante C telle que 


2 | S a jncr |” ci [Cr |* (3) 


quels que soient m, n—1,2, ... et ci,C»,...,Cm- 

La condition nécessaire est presque évidente. Si pour x on prend 
un élément dont les coefficients de Fourier sont nuls à partir du rang 
m —+ 4, on obtient 


D | È apncr SI = Ÿ amer (= 
m 
= || y | = Uz PRIORI x IP = (LA [cn l®, 


d’où il suit que pour C on peut prendre || U ||. 
Inversement, si l'inégalité (3) est vérifiée, en y faisant tendre m 
et ensuite n vers l'infini on obtient 


C0 


00 O0 
u | 2 u u 9 
Iyl8= 2 TT amer | <c? 2 lol2= C2|x [2 
J= = = 


Ce critère est difficile à vérifier. Nous allons donc indiquer une 
condition suffisante plus simple qui rétrécit fortement la classe 
des opérateurs. Plus exactement, si 

[se «] % 
Di= Ni à à) [ayn|? << 00, 
J—= 
la matrice (2) définit suivant (1) un opérateur linéaire dans H. 
En effet 


laja |? à lex? = 


œ 00 
Il y |? = à en ajncr 
= 


7 


#7 


oo 
\ 
a) 

1 k=1 


LU 
Il 


© 00 
—“ dE 
= 0 
=1 km! 


ajr|*1lz IR, 


Le 


d'où il suit que l'opérateur U est borné et || U || D. 

Notons encore que la représentation matricielle de l'opérateur 
U dépend du choix du système orthonormal z,, x, ..., x, . . . Le 
problème de savoir à quelle condition deux matrices de type (2) 
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définissent le même opérateur est très compliqué. Nous ne l’exa- 
minerons pas et renvoyons le lecteur à des ouvrages spécialisés *). 
3.2. Etudions maintenant la forme générale d'une fonctionnelle 
linéaire dans un espace hilbertien. 
On constate sans peine que dans un espace H le produit scalaire 
(x. y), y E H étant fixe, est une fonctionnelle linéaire. En effet, soit 


Î (@) = (&, y). (4) 


L'additivité et l'homogénéité de la fonctionnelle f sont simplement 
l'axiome 2 de l'espace muni du produit scalaire ; le fait que f est bornée 
découle de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski: 


If I=I(G, y) I<Nzl y, 
ce qui nous permet de conclure que 
[FAST RE (5) 


Démontrons que les fonctionnelles de la forme (4) sont les seules 
fonctionnelles linéaires de H et de plus que l'égalité est réalisée dans 
(5). 

THÉOREME 1. Pour toute fonctionnelle linéaire continue f dans 
un espace hilbertien H il existe un élément y € H défini de façon unique 
par la fonctionnelle f, tel que l’on ait (4) pour chaque x € H. De plus 


MEN = y il. (6) 


DÉMOXSTRATION. Etablissons tout d'abord l'existence de l'élément 
y. Désignons par H, l’ensemble des éléments z € H tels que f (x) — 0. 
La fonctionnelle f étant linéaire et continue, cet ensemble est un 
sous-espace fermé. Si de plus H, — H, on peut prendre y — 0. 

Etudions le cas où H, = H. Soit y, 6 H,. Ecrivons y, sous la 


forme , 
Yo =Y +y" (y EH, y” L Hi) 


(théorème IV.5.1). Il est clair que y” 0, f (y”) 0, donc on peut 
admettre que f(y") = 1. Prenons un élément quelconque x € H 
et posons f (x) = &. L'élément z° = x — ay” € H, puisque 

f(x) =f() — af (y) =a—a=0. 
Donc 

(x, y") — (x + ay”, y") = (y”, y"), 
de sorte que 


area (ze m5) 


et l’o eut prendre y=——, 
l'on peut p = 

*) Voir par exemple Ahiezer et Glazman. 
13* 
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Nous avons donc démontré l'existence de l'élément y. 
L'unicité de cet élément est très simple à établir. En effet, si 
pour tous les x € H 
(x, y) == (&, y), 


alors (x, y — y,) —0et par suite y — y, L H, ce qui n'est possible 
que pour y = Yi. 


D'autre part 
Mr) Tr lvl 


ce qui avec (5) donne (6) *). 

Le théorème est entièrement prouvé. 

En particulier, dans l’espace L° (T, Z, un) la forme générale de 
la fonctionnelle linéaire sera 


fH=(Guy)= |: yDadu (vel. 
T 
Dans l’espace I? 


1 (x) — (x, y) — D Enix (z = (&:, Ée; .. .). U — (M: M2, -.. ) € l2). 


La forme générale des fonctionnelles dans l'espace L* (a, b) a été 
indiquée par Fréchet {2}, pour un espace hilbertien abstrait dans le 
cas séparable par Neumann {1}, dans le cas général par Rellich [1]. 

Dans 1.3 nous avons défini le produit par un scalaire pour les 
fonctionnelles dans un espace normé complexe au moyen de la 
formule 

(AS) (x) = À (a). (3) 

Pour justifier cette définition, considérons des fonctionnelles dans 
un espace hilbertien H. Le théorème de la forme générale d’une fonc- 
tionnelle linéaire dans un espace hilbertien nous permet d'identifier 
la fonctionnelle f € H* avec l'élément y € H la définissant : 


1) =, y) GEH). (8) 


Si de plus f, est défini par l'élément y, et f, par y, il est évident que 
f1 + f2 est défini par l'élément y, + y.. Ceci est valable pour la 
fonctionnelle Àf et l'élément Ày, puisque Àf est définie par la for- 
mule (7). En effet, 


() Ce) = À (x) = à (x, y) = (x, A9). (9) 


D'autre part, puisque || f H — || y ||, ce qui vient d'être mentionné 
nous permet d'identifier l’espace H* des fonctionnelles f et l’espace 
H des éléments y: ces espaces sont linéairement isométriques. 


*) Si y = 0, (6) découle. immédiatement de (4). 
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3.3. Soit U un opérateur linéaire (borné) dans un espace hilbertien 
H. Considérons la fonctionnelle 


f (x) = (Uz, y), 


où y est un élément fixé de H. Il est évident que f est une fonction- 
nelle linéaire qui est bornée, puisque 


If) = 1 (Uz, y) I< NW Uz y IS UN Hz Hay 
et de plus 
IFAIESSIR A RIRE (10) 
Donc, en vertu du théorème 1, il existe un élément y* € H tel que 
f(x) =(x, y*) GEH), 
c'est-à-dire 
(Uzx, y) = (x, y*) (x EH). (11) 


L'élément y* est défini de façon unique par la fonctionnelle f et 
en fin de compte par l'élément y. Donc, en associant à l'élément y 
l'élément y*, on obtient un opérateur dans H. Cet opérateur est 
noté U* et appelé adjoint de U. Dans (11) la substitution de U*y à 
y* nous donne la relation qui définit l’opérateur adjoint 


(Uz, y) = (2, U*y) (x, y EH). 
L'opérateur U* est additif, puisque en sommant les relations 
(Uz, y) = (x, UXys), (Uzx, y:) = (x, U*yo), 
qui sont réalisées pour tous les x € H, on obtient 
(Uz, y + ye) = (2, U*ys + U*y:), 
d'où 
U* (ui + ve) = U*y + UYye. 
De façon analogue 
(Ux, iy) = — i (Uzx,y) = — i(x, U*y) = (zx, iU*y) (x, y EH), 
d'où 
U* (iy) = iU*y. 
Donc, U* (y) = AU*y pour tout À, d'où U* est un opérateur 
linéaire. 
D'autre part, du fait que || f || — || y* ||, l'inégalité (10), écrite 
sous la forme 


y = I Ty INK UN Hay lt 
montre que l'opérateur U* est borné, et de plus || U* [| [| U Il. 
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Il est facile de voir que l'opérateur U** — (U*)* est confondu 
avec U. En effet. on a 


(U®*zx, y) = (x, U*F*y) 
et 
(U*x, y) — (x, Uy), 


pour tous les x, y E H, d'où (x, U**y) — (x, Uy), de sorte que 
U**y = UÜy pour tout y EH. 

Cette circonstance nous permet d'établir l'égalité ues normes des 
opérateurs ÜU et U*. En effet, l'inégalité démontrée nous donne 
HU = U** NS HU, d'où AUX | = HU I. 

Un opérateur ÜU confondu avec son adjoint est dit auto-adjoint. 
L'opérateur auto-adjoint est caractérisé par 


(Uzx, y) = (x, Uy) (x, y EH). 


Les opérateurs auto-adjoints jouent un rôle primordial en théorie 
des opérateurs dans l’espace hilbertien, puisque les faits les plus 
importants de cette théorie les concernent précisément. De plus il 
paraît possible de considérer des opérateurs non bornés. 

La notion d'’opérateur adjoint sera généralisée plus bas (cf. cha- 
pitre IX) aux opérateurs linéaires dans des B-espaces. Cependant 
l'opérateur adjoint sera défini d’une façon générale dans un autre 
espace, donc la notion d'opérateur auto-adjoint ne pourra pas être 
généralisée. 

Soient H — L* (a, b) et U l’opérateur intégral défini dans 2.6, 
c'est-à-dire y — ÜUzx est équivalent à 

b b 


y (s)= (x Gaza (TTIK( DIrasdt<+o). (12 


a a 


Il est immédiat de vérifier que l'opérateur adjoint U* est également 
intégral. Plus exactement si y* — U*y, alors 
b 
pe (s)= [A+ Due (KE D=RES). (13) 


a 
En effet, pour tout x € L* on doit avoir 


(Uz, y) = (x, y*), 
c'est-à-dire 


(l Îxk (s,t)zx(t) dt | y (s) ds — É (t)y* (t)àt. 
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Donc 


b EE 
[z (2) [u* ()— (K (5, t)y(s)ds] =0, 
a a 
d'où, puisque zx est arbitraire, 

b 

y+ (= Î RG, 5 y(s)ds, 
ce qui aux notations près est confondu avec (13). 
L'opérateur (12) sera auto-adjoint si le noyau XÆ (s, t) est con- 
jugué symétrique, c'est-à-dire si 
K(t,s)=%K (s, t). 


Supposons maintenant que l'opérateur Ü est défini par la ma- 
trice (2). En désignant les coefficients de Fourier de l'élément ypar 
di, da, . .., on aura 


Le Le +) © © 
(Uz, y)= À (Dares) dj= Ce D 'ayd;= (x, y*), 
J=l R=1! J=1 J=1 
où y* est l’élément dont les coefficients de Fourier sont 
= à ahde (j=1, 2, 1 a = ap). 


Le fait que y* = U*y signifie que l'opérateur U* est défini par la 
matrice 


af dî2 dik 
Ai Aÿe ah 

A*=l ............ , 
dj dj Ai 


transposée conjuguée de la matrice (2). En particulier, U* = UV 
signifie que ay; = Gpj. 

3.4. Les projecteurs forment une importante classe d'opérateurs 
dans l’espace hilbertien. 

Soit H, un sous-espace d’un espace hilbertien H. En vertu du 
théorème 1V.5.1 à chaque x € H est associée de façon unique sa 
projection sur H,. Ceci définit dans H un opérateur P = Px,, ap- 
pelé projecteur (sur le sous-espace Hi). 

Notons les propriétés évidentes des projecteurs. 

a) Les éléments Px et x — Pzx sont orthogonaux pour tout x € H. 

b) x € H, est équivalent à Pr = x. 

c) x L H, est équivalent à Pz — 0. 
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D'autre part, x |? —||Prz|F+||z — Pr|f implique 
Il Pz NS 1x 11 d'où || P I& 1. Si H,  { 0 }, en prenant x € Hh, 
avec || x || — 1, on obtient || P| > || Pr] = x] = 1. 
De sorte que 

d) HP = 1. 


La classe des projecteurs est justiciable du théorème suivant. 


THÉORÈME 2. Pour qu'un opérateur linéaire P dans H soit projecteur 
il faut et il suffit que: 

1) P soit auto-adjoint ; 

2) pour chaque x € H on ait P (Pz) = Pz. 


DÉMOXSTRATION. CONDITION NÉCESSAIRE. Soit P un projecteur 
sur H,. Prenons zx, y € H quelconques et mettons-les sous la forme 


z=2x +2" (x =PrEH,, zx” LH), 
y=y +y (y =PyEHs, y" LHb). 
On a alors 
(Pz, y) =, y + y) =, y) = +2, y) = (x, Py), 


d’où il suit que l'opérateur P est auto-adjoint. 
Par ailleurs, en vertu de b) on a 


P (Pz) = Pr = 2 — Pz, 


ce qui démontre la condition nécessaire de 2). 

CONDITION SUFFISANTE. Soit P un opérateur linéaire vérifiant les 
deux conditions du théorème. Désignons par H, l’ensemble des 
x CH, tels que Px — x. On vérifie sans peine que H, est un sous- 
espace de H. Montrons que P est un projecteur sur H,. En effet, pre- 
nons un z € H, et mettons-le sous la forme x = Pr + (x — Pz). 
Il faut prouver que Pzx € H, et zx — Pr | Hi. 

La première relation est évidente, puisque P (Pr) — Pzx. Si en- 
suite u € H,, alors Pu = u et par conséquent 


(x — Pz, u) =(x, u) — (Pz, u) =(x u)—(x Pu) =0; 


donc, z— Pr | H,, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Pour obtenir une représentation matricielle commode du pro- 
jecteur P, il faut choisir un système orthonormal z,, x,, . .. tel 
que pour chaque À —1, 2, ... l’on ait soit x, € H,, soit x, _L H, *). 


*) Ce qu’on réalise de la manière suivante. On choisit des systèmes ortho- 
normés dans Ho et dans l'orthocomplément de H,, complets dans chacun de 
ces sous-espaces. Puis on groupe ces systèmes dans un seul (cf. 1V.5.8). 
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Avec un tel choix on a 
0, j#k, 
ai = (Pzs, ty)= 4 0, j=k, zx LH, 
1, j—£k, z,.CH,. 


Donc, tous les éléments de la matrice (2) représentant le projec- 
teur P sont nuls à l’exception de ceux de la diagonale principale qui 
peuvent être égaux à l'unité. 

Les opérateurs adjoints et les projecteurs ont été introduits par 
Neumann [1] dans le cas d’un espace hilbertien séparable et par 
Rellich [1] dans le cas général. 

3.5. Etablissons une relation entre le projecteur introduit dans 
3.4 et le projecteur au sens de la théorie des espaces normés (1V.1.9). 
Nous appellerons provisoirement le premier opérateur orthoprojec- 
teur et le second, projecteur. Soit H un espace hilbertien. Il est évi- 
dent qu’un orthoprojecteur est un projecteur; la réciproque n'est 
pas vraie. Le théorème I1V.5.1 affirme l'existence d'un orthoprojecteur 
sur tout sous-espace d'un espace hilbertien. or cela veut dire que ce 
sous-espace admet un complémentaire (au sens de IV.1.9). Il s'avère 
que cette propriété caractérise l’espace hilbertien dans la classe des 
B-espaces. 


THÉORÈME 3. Si tout sous-espace fermé d'un B-espace X possède 
un complémentaire dans X, alors X est isomorphe à un espace hilbertien. 


Le théorème 3 dont la démonstration (ainsi que des exemples con- 
crets de sous-espaces non complémentables dans des B-espaces) 
figure dans un article de Kadets et Mitiaguine [1], a été prouvé par 
I. Lindestrauss et L. Tzafriri. Les plus connus des sous-espaces non 
complémentables sont l'espace e, (dans 1®) et C [0, 1] (dans L® (0, 1)). 
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4.1. Les opérateurs linéaires peuvent ètre additionnés et aussi 
multipliés. Soient X, Y et Z des espaces normés, U et V des opéra- 
teurs linéaires de X dans Ÿ et de Y dans Z respectivement (UE 
EB(X, Y)},VEB (Y, Z)). Par produit des opérateurs V et U on en- 
tendra l'opérateur W — VU de X dans Z, défini par: 


W (x) = V(U (x) (ze X)*). 
Comme 
Won + ze) = V(U (nm + ze)) = V(U (x) + U (x:)) = 
= V(U (x)) + V(U (x2)) = W (x) + W (22) 


*) Cette définition a un sens pour les opérateurs non linéaires. 
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et 
I (@) 1 = NV (OU G) IS IV INT @) ITU V AN x 
il vient que W” est un opérateur linéaire et de plus 
IWI = HVU IS HVINUTN. (1) 


Si X, Ÿ, Z sont des espaces respectivement de dimensions m, n, p 
finies, et À, B, C les matrices définissant respectivement les opéra- 
teurs U, V, W, alors C — BA. En effet, z — W (x) signifie que 

m 


Cj — D cnEx 


(j=1,2,...,p; Z = (Ë1, E2, . .., Em); 2 — (C1, Cor... Gp) 
D'autre part, z=—V (y), où y=U (x), c'est-à-dire 


m 


ñn 
Cy= Ÿ Dmfm: Nm = NS Amhèk 
m=i R—1! 
(j=1,2,....p; m—1,2. ... n; y—(M, M:..., Nn)). 


En comparant avec ce qui précède et du fait que x est arbitraire il 
vient 


n 
Cjn = 2 dm Em (j=1,2,...,p, k=1,2,...,m), 
m = 


c.q.f.d. 

On sait du cours d'algèbre que le produit de deux matrices peut 
être une matrice nulle même si les matrices facteurs ne le sont pas. 
Cette circonstance montre que dans (1) l'inégalité ne peut être rem- 
placée par une égalité, même dans le cas d'espaces de dimension finie. 

Cependant, de nombreuses propriétés du produit de nombres sont 
valables pour les opérateurs. Indiquons par exemple sans les dé- 
montrer la distributivité et l’associativité de la multiplication. Il 
existe des opérateurs qui jouent le rôle de l'unité dans la multipli- 
cation des nombres. Mais à la différence de la multiplication usuelle 
il existe ici deux unités : l'unité à gauche et l’unité à droite. Ainsi, 
opérateur TE B(X, X) qui réalise la transformation identique dans 


Ta) =z (GEX), (2) 
sera l'unité à droite: 
UI = U, 
et par analogie, l'opérateur Z, dans Y, l’unité à gauche: 
I,U = U. 
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Il importe de souligner la non-commutativité du produit des 
opérateurs. Bien plus, l'opérateur UV n'est en général pas défini, 
et pour cette raison l'égalité UV — VU n’a pas de sens. Même si 
UV a un sens (ce qui. de toute évidence, a lieu lorsque Z = X), les 
opérateurs VU et UT’ sont définis dans des espaces différents, le 
premier dans X, le second dans Ÿ. 

Donc, le problème de la permutabilité des opérateurs U et V 
ne peut être posé que lorsque À — ŸY — Z, c'est-à-dire lorsque ces opé- 
rateurs sont des opérateurs dans un même espace X, autrement dit 
sont éléments de l'espace B (X, X). 

Cependant, mème dans ce cas l'égalité UV — VU n’a pas lieu 
pour des opérateurs U, V quelconques de 73 (X, X), sauf si X est 
un espace de dimension f. 

4.2. L'espace B (X, X) des opérateurs linéaires continus de X 
dans X occupe une place particulière parmi les espaces B (X, Y). 
puisque le produit de deux éléments quelconques n’a de sens que 
sur lui. 

On appelle anneau un ensemble muni de deux lois de composition : 
l'addition et la multiplication obéissant aux règles usuelles des 
opérations sur des nombres (à l’exception de la commutativité et 
de l'opération inverse de la multiplication). Si la multiplication 
est définie pour les éléments d'un espace normé, on dit que ce der- 
nier est un anneau normé *). De plus, pour rattacher la multiplica- 
tion à la métrique de l’espace. on exige que le produit soit continu. 

Donc, l’espace B (X. X) est un anneau normé (la continuité du 
produit résulte de l'inégalité (1)) **). 

Dans un anneau normé, notamment dans l'espace B (X, X), on 
peut définir les puissances de tout élément. Soit L’ € B (X, X). Par 
définition 

U9 — I, Ur — Uri (n — À, 2, ....), 


où / est l'opérateur identique dans X (cf. (2)). 
Cette définition ne différant en rien de la définition correspon- 
daute pour les nombres, quels que soient m et n entiers positifs, on a 


UrU" _ Urmx, 


d'où il résulte que les puissances d’un même opérateur U sont per- 
mutables. 


*) On utilise souvent respectivement le terme d'algèbre et d'algèbre ncer- 
mée, et dans le cas de la complétude pour la norme, le terme d’algèbre de Ba- 
nach. 

*+*) Nous étudierons la théorie des anneaux normés seulement dans le cas 
de l’espace B (X, X). Le lecteur désireux d'approfondir ses connaissances sur 
les anneaux normés pourra consulter l'ouvrage de M. Naïmark. 
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En appliquant ensuite successivement l'inégalité (1), on trouve 
IUT NS HUIT  (e =0, 1,...). (3) 


Le signe d'égalité n’a généralement pas lieu. 

On conviendra dans la suite que l’espace X est complet. Alors 
l'espace B (X, X) le sera également d’après le théorème 1.2. Envisa- 
geons sous cette hypothèse la « progression géométrique » : 


I+HU+U+... +UT+... (4) 


Voyons à quelles conditions cette série est convergente. De (3) il 
résulte aussitôt que la convergence a lieu en tous les cas lorsque 


HUN<T, (5) 


puisque la série (4) est alors majorée par la série numérique conver- 
gente : 


1A+NUN+NUR +... +HUI +... 


et donc elle est convergente en raison de la complétude de l'espace 
B (X, X) (cf. IV.1.5). Cependant à l'inverse du cas numérique, la 
condition (5) n'est pas nécessaire à la convergence de la série (4). 


THÉOREME 1. Pour tout opérateur U € B (X, X) il existe 
lim ÿ JU" I= cv. 


n -» 0 
De plus, la série (4) converge si cy << 1 et diverge si cu > 1. 
DEMONSTRATION. Appelons 
a=infÿ [U" || 
n 


et prouvons que cy=limyÿ [[U"[|=a. Soit e>0. Trouvons m tel 
ñn — 00 
que 


v IUTII<a+e. 
Soit par ailleurs 


M =maxt,||U1|, ..., | Ut ||]. 
Prenons n quelconque et mettons-le sous la forme n = k,m + 
+ 1h (0L/,L m — 1). Ceci étant, d'après (3) on a 
VUS Ur UT Er M AU fjhnr << Mn (a + ejm nn, 
Comme 
lim Min(a+e)}®-lhlneate, 


7 + © 
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il existe N, tel que 
ANR (a+e)n-ln/n La+2e (n>N:). 
Donc, pour ñn> AN: 


a<ÿ NU" II < a +2, 
d'où suit l'existence de lim V4 | VU" = a. 


Pi — 90 


On établit maintenant la convergence ou la divergence (selon 
que Cu << 1 ou >1) de la série (4) en appliquant le critère de con- 


vergence de Cauchy à la série SU" II. 
n=0 
COROLLAIRE. Pour que la série (4) converge il faut et il suffit que 
pour un k on ait 


UF | < 1. (6) 


En effet, si la série (4) converge, alors || U" [| —- O0, et (6) est 
réalisée pour À assez grand. Inversement, si (6) a lieu, alors «y — 
= inf VAT U" || VA U* || << 1 et par suite la série (4) est con- 

ñn 


vergente. 

4.3. Etudions maintenant l'opération inverse de la multiplica- 
tion des opérateurs. Soit donné un opérateur linéaire U d'un espace 
normé X dans un espace normé YŸ. On dira que l'opérateur U admet 
un inverse (ou qu'il est inversible) si existe un opérateur V de Ÿ dans 
X tel que 


VU = 1x, UV = I, (7) 


où /x (resp. /;) est l'opérateur réalisant la transformation identi- 
que de l’espace X (resp. de l’espace Y *)). L'opérateur V s'appelle 
inverse de Ü et se note V = U”1. 

De la définition il suit immédiatement que l'opérateur inverse 
U”!' est également linéaire. En effet, si y], ÿa € ŸY, la deuxième re- 
lation (7) donne 


Yyn = U (zx) (zx = V (y); k = 1.2). 
En vertu de la première relation (7) on aura donc 
Vi + ye) = V(U (mi + 22) = 2 + Ze = V (y) + V (y). 


De façon analogue, on démontre que U-! est homogène. 
De la définition il résulte encore que l'opérateur Ü est inverse de 
U-!, c'est-à-dire (U-!)-! = U. 


*) Dans la suite nous utiliserons les notations 7, 7, etc. sans les mention- 


per expressément. Lorsque aucune confusion n'est à craindre, on omettra l’in- 
dice précisant l’espace dans lequel est défini l'opérateur. 
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La définition de l'opérateur inverse revêt un caractère formel. 
Pour en dévoiler la signification nous allons montrer que si existe 
l'opérateur inverse ÜU-!, alors l’opérateur Ù réalise une bijection de 
X sur Ÿ 

En effet, prenons x, xs (x,, 2: EX). Si l'(x,) = U (x), la 
première relation (7) nous donnerait 


a = VU (x) = VU (x:) = 23. 


Par ailleurs. chaque y € Ÿ est l’image d'un x € X (et ce x ne peut 
étre qu'unique d'après ce qu'on a démontré). Plus exactement, pour 
x il convient de prendre l'élément zx = V (y). Alors la deuxième re- 
lation (7) donne 


U' (x) = CV (y) = y. 


Inversement. supposons que l'opérateur Ü réalise une bijection 
de X sur YŸ. Associons à un élément y € Ÿ son image réciproque. 
c’est-à-dire l'élément x € X tel que Ù (x) = y. Ceci nous conduit 
à un opérateur V de Ÿ sur X. On vérifie sans peine que Ÿ est un 
opérateur linéaire et que V = Ur. 

En effet, les relations x = V (y) et y = U (x) sont équivalentes, 
donc 


VU (x) = V (y) 


z, UV(y)=U (x) = y. 


De ce qui précède il suit entre autres que l'opérateur inverse, 
s'il existe, ne peut ètre qu'unique. 

Notre exposé nous permet d'envisager la notion d’opérateur 
inverse sous un autre angle. Soit donnée l'équation 


U (x) = y, (8) 


où y est un élément quelconque mais fixe de Ÿ, et x un élément in- 
connu de l’espace X. 

Il est clair que si existe un opérateur inverse U-1, alors l'équation 
(8) admet une solution unique pour tout y € Ÿ, et de plus cette so- 
lution est x = Ut (y). 

L'unicité de la solution de l’équation (8) ne garantit pas encore 
l'existence de l'opérateur inverse continu U”!. 


THÉOREME 2. Supposons que l'équation (8) possède une solution 
pour tout y € Y et qu'existe un nombre positif m tel que pour chaque 
zEX 


HUGI>Zmlzl. (9) 


L'opérateur U admet alors un opérateur inverse continu U”! et de plus 


UE. (10) 
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DEMONSTRATION. I] est évident que l'application réalisée par 
l’opérateur Ù est bijective, puisque si x, r.,0n a 


HU (x) —U (x) > miz-r|l > 0. 


De plus, la résolubilité de l'équation (8) pour tout y € ŸY entraine 
U (X) = Y*. 

Ainsi donc il existe, comme on l’a montré plus haut, un opéra- 
teur linéaire V = U-!. Comme x = V (y) équivaut à y = U (x), 
de (9) on déduit que 


y 1ZmlV(y) I (yE Y) 
ou 


UD I= IV HIS LI EX). (11} 


En d’autres termes, VU”! est borné et par suite est un opérateur con- 
tinu. La majoration (10) découle immédiatement de (11). 


REMARQUE. Les conditions du théorème sont également nécessaires 
à l'existence de l'opérateur inverse continu U”!. 

Que la première condition soit nécessaire est évident. On vérifie 

. . . | 
facilement que la deuxième l’est si l’on prend m — TO 

Pour illustrer le théorème prouvé, considérons l'opérateur U 
dans L* (a, b), défini dans 2.7: 


b 
y=U (x), y(s)=2(9)— AK (s, 2) (1) dt 


(le noyau Æ (s, t) est supposé symétrique). 

Si l’on suppose que À n'est plus valeur caractéristique du noyau, 
des faits classiques de la théorie des équations intégrales nous per- 
mettent de conclure que l'équation (8) possède dans ce cas une so- 
lution pour tout y € L* (voir Pétrovski). D'autre part, dans 2.7 on 
a montré (on utilise les notations précédentes) que 


Se à \2 
My Ie Di (1-5) 
Donc 


IU (x) 82m? Shi = m?||z ||? 


m=inf|i— | (k=...,—1,0,1,...), 
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et À, représentent les valeurs caractéristiques du noyau X (s, t) 
(pour À — O0. —1. —2, ... il faut poser À, = co). Comme À, À 
et À, — oo pour À —+ oc, on a m > 0. Il existe donc un opérateur 
continu U-! et de plus 


_ 1 À 
nu L=suplt+ | h=...,—1.0,1,...) 


4.4. En conservant l’une des relations (7) on arrive à la notion 
d' opérateur inverse à gauche (resp. à droite). Plus exactement. un 
opérateur V, de U (X) dans X s'appelle opérateur inverse à gauche 
de l'opérateur U si 
VU = Tx. 


De façon analogue, un opérateur V, de Ÿ dans X est opérateur inverse 
à droite de U si 
UVa = Ty. 


On désignera l’opérateur inverse à gauche par U,' et l' opérateur 
inverse à droite par U3'. On omettra parfois ces indices lorsqu'il 
n’y aura aucune confusion à craindre. Le raisonnement précédent 
montre que l'opérateur inverse à gauche est nécessairement linéaire. 

L'existence de l'opérateur inverse à gauche ou à droite nous per- 
met de tirer quelques conclusions sur la solubilité de l’équat'on (8). 

Plus exactement, si existe l’opérateur inverse à gauche U?'. la 
solution de l’équation (8), si elle existe, est unique. En d'autres ter- 
mes. si l'opérateur inverse à gauche existe, U réalise une bijection 
de X sur U (X). Eneffet, pour vérifier cette circonstance dans le cas 
où l'opérateur inverse existe, nous n’avons utilisé que la première 
des relations (7) qui est valable pour l'opérateur inverse à gauche. 

IL y a lieu de noter que, d’une façon générale, l ensemble U (X) 
n'est pas confondu avec Ÿ, et, de ce fait, l'opérateur U;' n’est pas 
défini sur Ÿ tout entier. 

De façon analogue, on s’assure que l'existence de l'opérateur 
inverse à droite entraîne celle de la solution (en général pas unique) 
de l'équation (&) pour tout y € Y (la solution sera x = U3' (y)), c'est- 
à-dire U (X) — 

De ce qui précède il suit que si existent l'opérateur inverse à 
gauche U£' et l'opérateur inverse à droite U3', ils sont égaux entre 
eux. De plus, il existe l'opérateur inverse VU”! = U} = Uj. Aussi 
appellerons-nous parfois l'opérateur inverse opérateur inverse bilaté- 
ra 

Notons en conclusion qu une condition nécessaire et suffisante 
d'existence de l’opérateur inverse à gauche continu est que l’opé- 
rateur Ü vérifie la condition (9). 

4.5. Le cas Y — X est intéressant en ce sens que si existe l'opé- 
rateur inverse continu d'un opérateur donné LU € B (X, X), il est 
élément du même espace B (X, X). 
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Les raisonnements de 4.2 relatifs à la série (4): 
I+U+ +... +UT+..., 
nous conduisent au théorème suivant (voir Banach {2]). 


THÉOREME 3 (Banach). Soient X un B-espace et UE B(X, X). Si 


APTE S (12) 
l'opérateur I — U possède un opérateur inverse continu et de plus 
_ 1 
IG—UNI<z—. (13) 


DEMONSTRATION. Dans 4.2, on a montré que la série (4) était con- 
vergente dans les conditions du théorème, c'est-à-dire dans la con- 
dition (5). Désignons par V la somme de cette série. On a 


VU—-U=U+U+...+U + ...)(I—U) = 
=H+U+...+U+..)—(U + U+ ... + Una) = 


— Î, (14) 
et de façon analogue 
([— U)V =]. (15) 
Donc V = (1 — U)”t. 
En vertu de (à) 
IV ISIZI+NUI+... ++... < 
Li+9+...+g" +... =, 


c.q.f.d. 


REMARQUE. Les relations (14) et (15) étant toujours réalisées lors- 
que la série (4) est convergente, le théorème 1 et son corollaire nous 


disent que l’opérateur linéaire continu (7 — U)-! existera aussi 
lorsque 


lim ÿ TU I<1 (16) 
ou si pour un À = 1,2, ... 


ÿ UF 1. (17) 


4.6. Le théorème de Banach montre que l'opérateur Z — U qui 
diffère peu de l'opérateur identique Z possédant un inverse continu 


(1-1 = JT), admet lui-même un inverse continu. Ce fait se généralise 
comme suit. 


THÉOREME 4. Supposons que U, € B (X, Y), où X et Y sont deux 
B-espaces et qu'existe U5' E B (Y, X). Si l'opérateur UE B(X, Y) 
L4—0996 
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vérifie la condition 


1 
HU< Tr: (18) 


alors l'opérateur V = U, + U admet un inverse V-\ continu, et de 
plus 


L I Us? || | US? || 
EVTI<T=S US'UN “1—HUS HU 


DEMONSTRATION. Soit l'opérateur 
W = UV = Jx + UU. 
D'après le théorème de Banach l'opérateur W possède un inverse con- 
tinu W-!, puisque 
UT U NS HU NIUE 1. 


De plus 
_ 1 Â | 
TT Te (9) 

D'autre part 

U5'VW-1 = Ix, 
d’où 

VW = U, 

et par suite, 

VW=-iU5! — 14. 
D'autre part 

W-IUSV — Zx. 


Les deux dernières égalités entraînent que l'opérateur W-1U5! est 
l'inverse continu de l'opérateur V. 
De l'égalité V-1 = W-!U5! et compte tenu de (19) il vient 


LA ETUI TN Eee EE ee LES ESS 
NU UT 1—TUS TU] 


$ 5. Méthode des approximations successives 
5.1. Soit l'équation 
z—U(x) = y, (1) 


où Ü est un opérateur linéaire continu dans un B-espace X, y est 
donné et x est l'élément cherché de X. 

” La méthode des approximations successives est l’une des méthodes les 
plus usuelles de résolution de l'équation (1). Son principe est le 
suivant: on donne un élément quelconque zx, € X appelé approxi- 
mation initiale et on construit à partir de cet élément la suite {x,} 
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des solutions approchées: 


Inn = Y+U(x) (nm =0, 1,...). (2) 


Si l’on obtient une suite convergente dont la limite est la solution 
de l’équation considérée, on dit que le processus des approximations 
successives pour l'équation (1), d'élément initial x,, est convergent 
(vers la solution de l'équation (1)). Vu que UE B(X, X), le seul 
fait de la convergence de la suite {r,} implique que x* = lim zx, est 


. - no 
solution de l'équation (1). Pour s’en assurer il suffit de passer à la 
limite pour ñ7 —+ oc dans (2). 

La convergence du processus d'approximations successives pour 


* 


l'équation (1) est rattachée à celle de la série 
I+U+... ++... (3) 


dont la somme (en cas de convergence) est (7 — U)”"! (voir remarque 
suivant le théorème de Banach 4.3). 


THÉOREME 1. Si la série (3) est convergente, le processus d'approzi- 
mations successives pour l'équation (1) converge vers l'unique solution 
x* de l'équation (1) quelle que soit l’approximation initiale x,. De plus 
z* — 2 ISO — UV) HIT NU —-zoil (æ—1,2 ...). 

(4) 


En particulier, si l'on se place dans les conditions du théorème de Ba- 
nach, cette majoration peut être remplacée par 


Mr — 2 rico (n=1, 2, ...). 


DEÉMONSTRATION. En spoliquent successivement la formule (2) 
on trouve 


Zn =y+Uy+... + UT Ty) + U'(xz) (n =1,2,...), 
(5) 


d’où il suit que si la série (3) est convergente, alors existe 


2'=limz,= S U*(y)=(1—U) (y), 
ni — 00 k=1 

puisque UT" (20) — 0. La première partie du théorème est démontrée, 

puisque z* est manifestement solution de l'équation (1). 

__ Pour obtenir la majoration (4), substituons x* à x, dans (5). Alors 

il est clair de la formule (2) que x, = z* (nr — 1, 2, ..). Donc. 

nous sommes conduits à la relation 


=y+UW+... +0) + Ut) (ni, ea se 


14* 
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Si l’on soustrait l'égalité (5) de cette relation et l’on passe aux normes 
on obtient 


r* — 2 K N'UTNIZS — co ll (nr = 1,2, ...). (6) 


Posons 7 = r* —x,. Vu que r* est solution de l'équation (1) et par 
suite z* — U (x*) = y, on aura 
A—U)@)=z—U (x) = 2 —U (2) — 20 + U (x) = 
= y + U (to) — Lo = Hi — TL; 
d'où 
z = (1 — U)" (m — x). 

En utilisant ceci dans (6) on obtient la majoration annoncée. 

5.2. Le théorème 1 possède d'innombrables applications. Voyons 
quelques unes d'entre elles. 

Supposons d’abord que X est un espace de dimension m. Un 
opérateur linéaire U € B (X, X) est déterminé dans ce cas par une 
matrice carrée À = (a;,) et l'équation (1) peut être écrite sous la 
forme du système d'équations 

m 
E— D 'antr=1; 
k=1 
(=1,2,...,m; m—(Ei Es ..., Ëm)s Y= Mn Nu -.., Nm)). (9) 


Les approximations successives x, — (ES, Es), .., Em) (n=0,1,...) 
de la solution sont données par les formules 


gg = D anëx +1, (j=1, 2,...,m; n—0, 1, ...). 


La condition (12) du paragraphe précédent qui assure la con- 
vergence du processus d’approximations successives vers la solu- 
tion dépend de la norme adoptée dans X. Si X = |®, alors le fait que 
dans ce cas (cf. 2.8) 


m 
IUlI=max 2 | a | 
J = 


entraîne l'existence de lim Et) —E* (j=1, 2,..., m) sous réser- 


00 


ve que 
Zlant<1 G=1,2,...,m) (8) 


et de plus E, — Ef, E, — E3, ..., Em — Em est solution (unique) 
du système (7). 
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Pour X = 12, on obtient une autre condition 
m 
Dlant<1 (=1,2,...,m). (9) 
J2= 


Enfin, pour X = 1;,, la majoration qui a lieu dans ce cas 


m 


m 
I U RTS à | ay 12]°° 
J—= = 
donne la condition 
D D lanlr<t. (10) 


Il est curieux de noter que si la matrice À est symétrique et X — 
— 1}, alors la condition || U || << 1 est non seulement suffisante mais 
nécessaire à la convergence du processus des approximations succes- 
sives. 

En effet, on a démontré dans 2.8 que dans ce cas 


IUH= IA, 


où À, est la valeur propre de plus grand module de la matrice À. 
Si, dans le système (7), on prend pour y le vecteur propre associé à 
À. et l’on pose zx, — 0, on obtient 


D =Y; Le =U(s)+y= (M +1)y;...; 
Tnt = Um) +y=U +... + +l)y (n=1,2,...) 


d'où il suit que pour n —+ o la suite {E;"’} ne possède pas de limite 

[M I>1 (n; #0). 

Donc, lorsque la matrice À est symétrique, le processus des ap- 
proximations successives converge vers la solution si et seulement si 
toutes les valeurs propres de la matrice À sont inférieures à l'unité 
en valeur absolue. 

Au chapitre XIII, tome 2, on démontrera un résultat général qui 
entraînera le fait indiqué plus haut sans l'hypothèse de symétrie 
de la matrice À. On laisse au soin du lecteur la vérification immé- 
diate de cette circonstance. 

Exhibons les majorations de la valeur propre de plus grand module 
À d'une matrice arbitraire À. En désignant par zx, € X le vecteur pro- 
pre associe à la valeur propre À,, on obtient U (x,) = À,x, et par suite 


[dla = NU) IKNUNIz 


c'est-à-dire | À, |< || U ||. Si pour X on prend l’espace 1®, il en ré- 
sulte 


m 
[A l<max À lan |. 
1 = 
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Si X = 14, on obtient la majoration 
m 

4 1<max à lan |. 
è = 


Enfin, si X = l£, alors 


m m 
‘ 9 1 2 
QU ISIUISES À lan 1217) 
J=i h=î 
5.3. Passons à l'étude des systèmes infinis. Soit le système d'équa- 
tions 


Ej — à ajnEr = (j=1, 2,...). (11) 


On appellera solution du système une suite numérique {E*}, telle 
que pour E; = Ë* les séries du premier membre de (11) soient con- 
vergentes et toutes les équations (11) se transforment en identités. 
Les systèmes de cette nature se présentent dans l'étude des pro- 
blèmes aux limites pour les équations de physique mathématique et 
les équations intégrales **). 
Supposons tout d’abord que la matrice infinie 


&i1 Œyo . .. Œih -.. 


A = 


du système (11) vérifie la condition 


D D laml?<1. (12) 
Ras 


j=i 


De plus, ainsi que nous l’avons montré dans I11.3.1, la matrice À 
définit un opérateur linéaire continu U dans l’espace I: 


z=U(xz), L;= à Gjnôn 


G = 1,2, ... 5 TZ —= (E1, be, . . .), 2 — (Qu, Goes + - -)). 
La condition (12) donne 


ASE 2 Lan 12]? 1, 


*) Pour les méthodes itératives de résolution des systèmes finis voir Faddéev 
et Faddéeva, chap. I 
*+*) Pour ‘les Dutèmes infinis voir Kantorovitch {4]; pour la bibliographie 
sur les systèmes infinis voir Kantorovitch et Krylov. 
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donc le système (11) écrit sous forme d’une équation (1): 
z—U (x) — 1 (x — (E, Ëas ° .), y — M: Nes - -)); 


est justiciable du théorème 1 qui dit que pour chaque y € É il existe 
une solution x* — {r}} unique (dans l’espace L*) qui est susceptible 
d’être obtenue par la méthode d'approximations successives : 


+1 ù an Es" + (j= 1, 2, …. n=0, 1, ...)s 
& 
lim DIE —E" 110 
nex j=1 


({EQ°} est une suite quelconque de I). 
Remplaçons maintenant la condition (12) par une moins forte: 


à D laml?< oo. (13) 
jæi h=! 


On ne peut se servir du théorème 1, car même si sous cette condition 
la matrice À définit dans l° un opérateur linéaire continu, l'inégalité 
I U 11 << 4 n’est d’une façon générale plus réalisée. 

Montrons que l'étude du système (11) sous la condition (13) se 
ramène à celle d’un système fini (nous admettons que la suite {n;} 
des seconds membres est un élément de l’espace l°). 

Trouvons un nr, tel que 


© oO 
NT 9 
à lanl?<1. 
jJ=no+i k=nç+i 
Fixons les nr, premières inconnues E,, E+, . . ., Eh, et considérons 
le système 
œ ñno 
b— À apbx=nm+ Dambx (=no+1, no+2,...). (14) 
Ræn, +1 Ram! 


Comme 


œ œ © 


[s »] 
n NT 7 e 
D) lambnl2=1El D anl<IE 2 À las l?< oo 
j=no+1 ] 1 j=i 521 


(k= 1, 2, .. Ro): 


la suite des seconds membres du système (14) appartient à |*, donc 
en vertu de ce qui a été dit plus haut ce système possède une solu- 


tion unique En Enotes ... dans l°, dépendant des valeurs fixées 
Ets Ego + + -, En. Etudions le caractère de cette relation. Considérons 
pour cela les systèmes 
O0 
E; — > GjnEr = js (j=7r0+1, Ro + 2, .. s= 1, 2, ..., lo) 
R=not+ 1 
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et 


© 
E— D anb=n (j=no+1, Ro+ 2, ...), 
R=no+i 
dont les solutions (qui sont uniques) seront désignées respectivement 


par {c:.} et {12} = nn +1, nn +2,...; s—=1, 2, ..., no). 
On a donc 


ja — 21, GIChe © Gjo G=nr+1, no + 2, 0 s = 1, 2, .. No)» 
(15) 
M 2, enm=m G=no+i, r+2,...). (16) 


En multipliant les premières égalités par E,, en sommant et en 
ajoutant à la dernière, on obtient la relation 


(n, + à CjsËs) — à. ajk (ne + à ChoËs) =; + À Ajoës 
(j=ro +1, no + 2 CE .), 


No 
d'où il résulte que la suite ne + À crsës) est solution du sys- 
s=1 


tème (14). Par suite, en vertu de l’unicité de cette dernière 


Ex = + 2 Chobs (k=no+1, n+2,...). 


On peut énoncer le résultat obtenu sous la forme suivante: le 
système donné (11) est équivalent au système 


H— à ‘ | SinËr = 1 (j=1, 2, SE 
(17) 


To 
Ej — > CynEr = 1} (j=r0+1, no+2, ...)- 


ed 


Dans les équations du premier groupe remplaçons E,, & => no, 
par leurs expressions déduites du second groupe : 


< Ç Te € . 
Ej — 2 AjnEr — À. jh (mx + à ansËs) =; (ÿ= 1, 2,...,n0), 
s (18) 
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ou, si l’on pose (comparer avec (15) et (16)) 


[eo Le) 
Cjh = Aj + » GjsCshs =; + > STATE 
s=n,+ 1 Rk=no+ 1 


(j, k—1,2 “y... » lo) *) 
alors on peut transcrire les équations (18) sous la forme 


Ra 


b— À CjnËr = 1) (=1, 2,..., 7). (19) 


En ajoutant à ces équations celles du deuxième groupe du sys- 
tème (17): 


To 
bi, 2 CE = G=not1, n0+2, ...), (20) 


on obtient un système infini équivalent au système donné (11). 

La résolution du système construit s'effectue en deux étapes: 
d’abord on trouve les valeurs des 7, premières inconnues à partir 
du système fini (19); ensuite on porte ces valeurs dans les équations 
(20) pour déterminer celles des inconnues restantes. 

La deuxième étape étant toujours réalisable lorsque la première 
l'est, on a donc établi que la résolution du système infini (11) se 
ramène à celle du système fini (19). 

Grâce à cette circonstance on peut prouver que le système (11), 
avec la condition (13), possède toutes les propriétés des systèmes 
finis. Au chapitre XIII, tome 2, nous arriverons à ce résultat par 
d’autres raisonnements généraux. Pour l'instant nous nous conten- 
tons d'indiquer seulement une de ces propriétés : si le système homo- 
gène associé à (11) (c’est-à-dire obtenu à partir de (11) pour 
M = Ne = ... — 0) admet dans l* une solution unique (de toute 
évidence la solution triviale), alors le système donné (11) admet une 
solution unique, quelle que soit la suite {n;} des seconds membres. 

En effet, si le système (11) est homogène, le système (19) le sera 
également et du fait que cette proposition est valable pour les sys- 
tèmes finis, le système non homogène (19) possède une solution 
unique. Ce que nous voulions. 

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le système homogène 
(11) admet un nombre fini de solutions linéairement indépendantes 
et d'établir également la condition de résolubilité du système non 
homogène dans le cas où ce nombre est plus grand que zéro. 


[s O0 ss] 
*) Les séries à lajsl?, D Icsxl®et OÙ  Inxl? étant convergen- 


+1 s=no+ 1 R=not i 
tes, celles du second membre le seront également. 
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9.4. Supposons maintenant que la matrice À vérifie la condi- 
tion 
© 


2 lanl&i—p (G=1,2,...), (21) 
où p > 0. 

Un système (11) vérifiant cette condition est dit complètement 
régulier. 

Soit dans l’espace 1® l'opérateur U : 


z=U (x), 


= Japlr (G=1, 2,...: (Es, Es, ...); 2= (6, bn...) 


DIS 2 lent l<lzl 2 lam1SA—p)Izl G=1, 2...) 
(22) 


en vertu de (21), z = U (x) a un sens pour tout x € 1® et est élément 
de 1*. De plus 


Uz = NU (G)N< A — ep) Hz ]l. 


D'où compte tenu de la linéarité évidente de U on déduit que U est 
un opérateur linéaire continu dans 1® et 


I U NS 1 — p. (23) 


Tout comme dans 3.3 on peut récrire le système (11) sous la 
forme d'une équation (1): 


z — U (x) — y (rx = (E1 És eh y = M Ms» - - .)). (24) 


Grâce à l'inégalité (23) on peut appliquer à l'équation (24) le théorè- 
me 1 qui affirme que cette équation possède pour tout x € 1® une 
solution unique (dans l’espace 1®) qui peut être trouvée par la métho- 
de des approximations successives. 

Donc, un système complètement régulier admet une solution bor- 
née unique quelle que soit la suite bornée {n;} des seconds membres. 

REMARQUE. La proposition énoncée assure l’unicité de la solution 
bornée d'un système complètement régulier. De plus, il n’est pas 
exclu que ce système admette encore des solutions non bornées. 
Ainsi le système 


1 . 
b—qhim=0 (G=1, 2...) 
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possède une infinité de solutions 
EL = 4, Es —= 24, ..., Er = kla, .. 


où a est une constante arbitraire. Cependant si a 0 toutes ces solu- 
tions sont indéfinies. 
On peut faire une remarque analogue au sujet des systèmes envi- 


sagés dans 5.3. 
Si l’on étudie les systèmes pour lesquels il existe n, et M tels que 


Les) © 
D, lanl<i-p, LlanlSM G=1,2,...,p>0, 
=îllo = 
alors tout ce qui a été établi dans 5.3 pour les systèmes vérifiant 
la condition (13) est valable pour eux; de plus, les raisonnements se 
généralisent sans changement important. 

5.5. Soit l'équation intégrale 


b 
z (9) —2 | K(s, t)z(t)dt=y (s), 


où le noyau X (s, {) est supposé être continu. 

Si l'on introduit un opérateur intégral U dans l’espace C [a, b] ou 
dans L* (a, b) (cf. 2.4 ou 2.6), on peut écrire l'équation intégrale sous 
la forme 


x — AU (x) = y. (25) 
Si 
| 
|A | <-TT : (26) 


alors le théorème 4.3 dit que l'opérateur Z — AU admet un inverse 
continu 


(— AU)! = I + AU + U* +... + AU + ... 
Donc, l'unique solution x* de l’équation (25) est de la forme 
2 = (1 — AU)" (y) = y + AU (y) + UE (y) + -.. 
... + A "UT (y) +... (21) 


Cette série s'appelle série de Neumann. 

Montrons que les opérateurs U” sont intégraux au même titre 
que U. En effet, v = U* (x) signifie que v = U (2), où z = U (x), 
c'est-à-dire 


b b 
v(s)= | Æ(s, t)z(t) dt, 2(9= | K (t,u)zx(u) du. 
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= | K (s, o[| K (ë, u) z (u) du | dt— 


— ri K(s,t)K(4, u) dt | x (u) du = ( K,(s, u)x(u) du 


b 
(Æ2(s, u) = | K(s, t) K(t, u)dt). 
On peut montrer par récurrence que v = U” (x) signifie que 
b . 
UV (s) = | K,(s, u)z(u)du (n—=2, 3,...), 


a 
où À, (s, u) sont déterminés à partir de la relation récurrentielle 


b 
K, (s, u) — | Knus, t)K(t,u)dt (n=2, 3,...), 


dont le développement nous donne 


b b 
K, (s, u)= |. | K(s,t)Klts t)... Ktnss u)dtidts .. dt 


Les fonctions X, (s, u) sont dites noyaux itérés. 
La série de Neumann peut maintenant être écrite sous la forme 
détaillée : 


b b 
z°(s)=y (s) +4 | Æ (s, t)u (t)at+32 | K:(s, t)y(t)dt+... 


b 
an [A (6, t)y(t)dt+ 


Le caractère de convergence de cette série dépend de l’espace dans 
lequel nous considérons l'opérateur U. 

On déduit les conditions de convergence de la série de Neumann 
à partir de (26) en remplaçant || U || par son expression. Ainsi dans 
l'espace C la, b] (cf. 2.4) 


b 
IU1I=max | IK(s D IdSM(b—a) (M=max|K(s,t)l) 
s s,t 
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et la condition (26) s'écrit 


LA — 
max | | K(s,t)|dt 


1 


ou simplement 


TE 7G = 
Dans l’espace L° (a, b) (cf. 2.6) 
b b 
. 1/2 
IUIST( Sika Pa]. 


Donc une condition suffisante de convergence (dans L*) de la série 
de Neumann sera 
[Al << 
[( \ | Æ(s, t) [?dsdt] 


1 
1/2 


Si le noyau X (s, £) est symétrique, alors comme on l’a vu dans 
2.6 on a l'égalité 
1 


[Al 


où À, est la valeur caractéristique de plus petit module du noyau 
K (s, t). Donc, dans le cas d’un noyau symétrique, la convergence de 
la série de Neumann (toujours dans L*) aura lieu pour 


[AÏ< Il. 


De mème que dans 5.2, on peut vérifier pour les systèmes finis 
que, si |À |> | À |, la série de Neumann ne sera pas convergente 
pour tout y € L*. Donc, dans ce cas, la condition (26) est une con- 
dition non seulement suffisante mais aussi nécessaire de convergence 
de la série de Neumann. 


De façon analogue on se sert de l'inégalité | À, | > OT pour 


L'AES 


minorer la valeur caractéristique de plus petit module du noyau: 


1 1 1 
MD —— 270%) (M2; T° 
max | | K(s, t) | dt [LS SIK(st)Ids&] 


Signalons en conclusion le fait suivant. D'après la remarque qui 
suit le théorème de Banach (4.5) la série de Neumann sera conver- 
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gente lorsque pour un n = 1, 2, ... 
1 


À L———— , 
sr 
c'est-à-dire (dans l’espace C [a, b]) 
1 
[AI ve 
[max {| Ans, t)ldt] ” 
ou (dans l’espace L* (a, b)) 
[Al <—- a 


[SSIÆAnts, 9 I°dsdt] 


am «a 


$ 6. Anneau d’opérateurs dans un espace hilbertien 


6.1. Etudions plus en détail l'anneau B (H, H) des opérateurs 
linéaires dans un espace hilbertien H. Voyons tout d’abord comment 
le passage à l'opérateur adjoint est lié avec les opérations algébriques 
de l'anneau. On a les propositions suivantes: 


a) [U, + Vlr = UT + US. (1) 
En effet, quels que soient zx, yEHona 
(LU, + Vlz, y) = (x, IU, + U.l* y), 
(DU, x, y) = (x, Uiy), 
(Uzsz, y) = (x, Usy). 
En additionnant les deux dernières égalités]on trouve 
(EU, + Uslz, y) = (x, Uiy + Uiy) = (x, [Uf + Uil y), 
d'où, puisque zx est arbitraire, 
[U, + Cl y = [UT + US] y, 
ce qui équivaut à (1). 
b) AUI* = AU. (2) 
On a 
(AU) x, y) = (x, AU“ y) (x, y EH). (3) 
Or [AU] x = AUz, donc oc 7 
(QAUT x, y) = À (Uz, y) = À (x, U*y) = (x, (AUS*] y). 
En comparant avec (3), on obtient (2). 
C) . [U,U,Ï* = USU. (4) 
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En effet 
([U;Ul T, y) — (x, [U,U,1* y) (x. y € H). 
Par ailleurs, 
(EU, UT x, y) = (VU; (Usx), y) = (Usxz, Uiy) — 
= (x, U3 (Uiy)) = (x, IUSUi] y). 


En procédant comme plus haut on obtient (4). 
d) Si l'opérateur Ü admet un inverse linéaire U-!, alors l’opé- 
rateur adjoint Ü* possède également un inverse linéaire *) et de plus 


(U*)+ = (U-). 5) 
En effet, puisque U-!U = UU-! = ], on a en vertu de c) 
U* (U-1)* = (U-UEUS = J* =]. 


D'où notre proposition. 

Si les opérateurs l, et UÜ, sont auto-adjoints, les propositions 
a) à c) nous amènent aux résultats suivants: 

e) Si À, u sont des réels, l'opérateur AU, + uÜ, est auto-adjoint. 

f) Le produit U,U, est auto-adjoint si et seulement si U,U, — 
= UAU,, c'est-à-dire si U, et U, sont permutables. 

En effet, VU, et ÜU, étant auto-adjoints, c) entraîne 


[TU = UoU, 


d'où le résultat annoncé. 
Soient une suite d'opérateurs {U,} et un opérateur U. On dira 
que la suite {U,} est faiblement convergente vers U si 


lim (U,z, y) = (Ux, y), VrEH, VyeH. 


Il est clair que la limite d’une suite faiblement convergente d'opéra- 
teurs auto-adjoints est un opérateur auto-adjoint. 

De même si U,xz — Ur pour tout x € H (dans ce cas on dira que 
la suite d'opérateurs {U/,} converge vers l'opérateur U sur H) et U, 
sont des opérateurs auto-adjoints, alors Ü est auto-adjoint. 

Enfin, si U, — U dans l’espace B (H, H), le fait que les opéra- 
teurs U, sont auto-adjoints entraîne que l'opérateur Ü est auto- 
adjoint. 

Les deux derniers résultats deviennent évidents si dans les deux 


cas on remarque que la suite {U/, } converge faiblement vers l’opéra- 
teur U. 


*) On rappelle que dans un espace hilbertien un « opérateur linéaire » 
désigne un «opérateur linéaire continu » (voir page 193). 
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6.2. On dit qu'un opérateur ÜU dans un espace hilbertien H est 
positif (U=> 0) si 


(Uz, 2)> 0 


pour tout zx € H. | 

Il est immédiat de vérifier qu'un opérateur positif est auto- 
adjoint. En effet, supposons que (Uz, x) est réel pour tout z € H. 
Comme 


(Uz. y) = + {IU (x+ y), z+y)—(U (z—y), z—y)l + 
Hi (z+yi), z+yi) —(U(z—yi), z—yi)]} 


et que les expressions entre parenthèses sont réelles, en permutant 
zx el y on aura 


y. 2) = {U (y+2), y +2) —(U (y—2), y—x)] + 
+il(U (y+zi), y+zi) —(U (y—zxi), y—zxi)]}= 
= [QU (z+ y), z+y)—(U(z—y), z—y)] — 


—i[(Ü(z+yi), z+yi) —(U(z—yi), z—yi)]} = (Uz, y). 
D'où il vient 
(Uz, y) = (Uy, zx) = (x, Uy), 


c.q.f.d. 

REMARQUE. En fait nous avons démontré que l'opérateur U pour 
lequel l'expression (Uz, x) est réelle pour tout x € H, est auto-adjoint. 
Il est aisé de voir que cette condition est nécessaire pour que U soit 
auto-adjoint. 

On dira qu’un opérateur U, est plus grand qu'un opérateur 
U, (U, > U:) si la différence VU, — U, est un opérateur positif. 

On remarquera que l'opérateur U*U (ou UU*) est positif quel 
que soit l’opérateur U. En effet, 


(U*Uz, x) = (Uz, Uz) > 0. 


En particulier, si U* = U .c'est-à-dire U est auto-adjoint, alors 
U°> 0. 

Il est également clair que la somme d'opérateurs positifs est 
un opérateur positif. 

On notera encore qu’une combinaison linéaire d'opérateurs po- 
sitifs à coefficients positifs réels est un opérateur positif. 
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Par ailleurs, toute puissance ÜU” d'un opérateur positif U est 
opérateur positif. En effet, si n — 2m (i.e. est pair *)), alors 


(U"z, x) = (Uz, Urz) = [| Ur |F>0 (zE€H). 
Si r = 2m + 1 (n impair), alors 
(ÜUx, zx) = (U (UTz), Uz) = (Uy, y)>0 (x EH, y = Ur). 
De ce qui précède il suit qu'une combinaison linéaire des puis- 
sances d'un opérateur positif U à coefficients positifs, c’est-à-dire 
l'opérateur 
p(U)=a&œU"+aU"t +... +a,l (a, a, ..., a > 0) 


sera opérateur positif. On appellera l'opérateur œ (U) polynôme 
opératoriel de U. 


Scit U un opérateur positif. On a l'inégalité 
| (Uz, y) F << (Uz, 2) (Uy, y) (, y EH), (6) 


qui est une généralisation de l'inégalité de Bouniakovski (cette 
dernière se déduit à partir de (6) si l'on pose U = 7). La démonstra- 
tion de l'inégalité (6) répète presque intégralement celle de l'inégalité 
de Bouniakovski exhibée dans [V.5.1. Nous la laisserons donc au 
soin du lecteur. 


6.3. Utilisons l'inégalité (6) pour démontrer un « théorème de 
la limite d’une suite monotone ». 


THÉOREME 1. Scit donnée une suite croissante {U,} d'opérateurs 


auto-adjoints. Si sup || VU, || = À << oo, il existe un opérateur linéaire 
U tel que pour tout zCH cn ait 
Uzx = lim U,z, 
n 00 
et de plus 
IUII< À. (7) 
DEÉMONSTRATION. Prenons m>n. L'opérateur U,, — U, étant 


positif, pour tout € H on a 
(Ut, 2) — (Unz, 2) = (Un — Url zx, > 0, 
c'est-à-dire la suite numérique {(U,zx, x)} est croissante. Comme 
| (Unz, 2) | < H Uaz Hz N< A z |, (8) 
il existe lim (U,zx, x) qui est finie. 


no 


*) Si n = O et par conséquent Un = J, cette assertion est visiblement 
vraie. 


15—0996 
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D'autre part, en appliquant l'inégalité (6) à l'opérateur U,, — 
— U, (m> n) et compte tenu de (8), on peut écrire 
(Ur — Unz, y) PF << H(Unz, 2) — (Unz, 2)] [(Uny, y) — 
— (Uny, y) < 24 || y  [(Unz, 2) — (Unz, 2)l. 
Posons 
y = Unt — Unz. 
Ceci nous conduit à la relation 
H Un — Unz |? < 24 [(Umz, 2) — (Unz, 7)] (x EH). 
L'expression de droite tend vers zéro pour m, n oo. Donc, il 
existe 
Uz = lim U,z. 


n- 00 
Tel qu'il est défini, l'opérateur U est additif et homogène. Or 
I Unz <a NZ < À NZ], 
donc à la limite 
I Uz << À [zx ||, 
c’est-à-dire U est ur opérateur borné et [|U || < À, c.q.f.d. 
REMARQUE. Il est entendu que le théorème est valable pour une 


suite décroissante d'opérateurs. 
6.4. Soit donné un opérateur positif U. On dit qu’un opérateur 


positif V est racine carrée de l'opérateur U si V* — U et l'on note 
V = VU ou V = Ur?. 
THÉOREME 2. Soit U un opérateur positif. L'opérateur U admet 


une racine carrée V = V U unique. De plus V est permutable avec 
tout opérateur permutable avec U. 


DEMONXSTRATION. Sans restreindre la généralité on peut admettre 
que || U || << 1. Posons VU, = I — U. L'opérateur U, est positif puis- 
que 


(Uoz, 2) = (x, 2) — (Uz, 2)2 1 z—-NUNIzF2Z0 (xEH). 
En vertu de (6) on a 
Door, y) << (Uoz, 2) (Coy, y) z I y 
Pour y = U,x on obtient l'inégalité 
Tor < NZ I. 


Donc 
HU < 1. (9) 
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Définissons une suite d'opérateurs {V,} en posant 
1 ,;- .e ‘ 
V,=0, Van = (Uo+ Vi) (n = 1, 2. ...). (10} 


Compte tenu de (9), on vérifie facilement par récurrence que 


IVaU<T (m@=1, 2,...). (11) 
Montrons maintenant que les opérateurs V, et V,4, — V, sont 
des polynômes opératoriels de U, à coefficients positifs. Pour nr = 1 
cela est évident. Les polynômes opératoriels étant justiciables des 
mêmes opérations que les polynômes ordinaires, de la formule (10) 
ii résulte que si V, est un polynôme opératoriel de U, à coefficients 
positifs, V,+. le sera également. Si l'on utilise de nouveau la for- 
mule (10) pour écrire 


Fnti—Vn = (Uo+ Va) (Lot Fa-1)= = (V nm — Va- 1) = 


1 . ? 
2 (Va + n-1) (Va — Vas), 


alors en admettant qu'on ait prouvé que V, — V,_, est un polynôme 
opératoriel à coefficients positifs et en tenant compte du fait que 
V, + Vh_ est également un polynôme opératoriel, on déduit que 
l'opérateur V,+,, — V,, produit de polynômes opératoriels de U, 
à coefficients positifs, sera lui-même polynôme opératoriel de U, à 
coefficients positifs. 

En utilisant le fait qu'un polynôme opératoriel à coefficients 
positifs est positif (cf. 6.2), on conclut que V, > 0et V,,, — V, > 0. 
En d’autres termes, la suite {V,} est croissante et V,, étant positifs, 
seront également auto-adjoints. Vu que la suite {V,} est bornée 
d’après (11), le théorème 1 affirme l'existence d’un opérateur V, tel 
que 

Voz = lim V,z. 
n — 00 
De plus, F, étant positifs, V, le sera aussi et en vertu de (11) 
RARES (12) 


Supposons que l'opérateur U est permutable avec U et par con- 
séquent avec U,. Les opérateurs V, de toute évidence sont égale- 
ment permutables avec U, donc 

UV,rz=U (limV,r)=limUV,z=limV,Ur=VU, (r€H), 


ñ — 00 nc Hi % 


c'est-à-dire V, est permutable avec U. En particulier V, est permu- 
table avec tout opérateur V,. D'où 


é — Vi = (Vo + Fn) (Vo — Va), 
15* 7 
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donc 
I Vér—Var I < U Vo + Va NI Voz — Vas | < 
< 21 Vor — Vrr (| 0 (EH), 
de sorte que 
Viz=lim V£r (:€H). 


Er passant à la limite pour 7 —+ © dans la relation 
Vauz = (Uoz+ Vix) (n—=1, 2,...,x€CH), 


on trouve 
Vox = — (U,z+Vir) (rxEH). 


Donc, en posant V = Z — V,, on aura 

V=I—2V, + Vi = (I —2V,) +(2V, — Vol = 1 — U, =U. 
En tenant compte de (12) nous allons démontrer que l'opérateur 
V est positif, comme nous l'avons fait pour l'opérateur Us. Donc 


V = y U. 

Remarquons encore que V comme V, est permutable avec tout 
opérateur permutable avec U. 

Prouvons maintenant l’unicité de la racine carrée. Soit V’ une 
racine carrée de U. Comme 


UV" = V'# = V'U, 


V' est permutable avec U et par suite V est permutable avec V”. 
Prenons un zx € H quelconque et désignons y = V'xz — Vz. On a 


(y, y) + (Vy, y) = OV" + VITV' — VIz, y) = 

= (V2 — Vis, y) = AU — Ulz, y) = 0. 
D'où 

(Vy, y) = (V'y, y) = 0, 
puisque (Vy,v)> 0 et (V'y, y) > 0. Désignons par W une racine car- 
rée de |. Comme 
I Wy IE = (Wy, Wy) = (Wy, y) = (Vy, y) = 0, 
alors Wy = 0 et a fortiori Vy = W (Wy) = 0. De façon analogue 
V'y = 0. Or 
WU V'z — Vz IP = (V'— Vhz, x) = ([V' — Vly, x) =0 

et V'z = Vz pour tout zx EH, donc V” = V, c.q.f.d. *). 


*) On doit cette démonstration à Wisser (pour l'existence) et à Szekefalvi- 
Nady (pour l'unicité). Cf. Riesz et Nady Sz. 
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CoRoOLLAIRE. Si U, et U, sont des opérateurs positifs permutables 
entre eux, leur produit est également un opérateur positif. 
En effet, l'opérateur V U, = V est permutable avec U,, donc 
(UaU oz, z) — (U,V?z, z) — (VU, Vz, x) — 
= (UV, (Vz), Vr)20 (EH). 


6.5. Dans le cas où U est un opérateur auto-adjoint, le théorème 
V.4.1 du domaine de convergence de la série 


I+U+...+UT +... (13) 
se simplifie. 
THBOREME 3. Si U est un opérateur auto-adjoint, pour que la série 
(13) soit convergente il faut et il suffit que || U || << 1. 


DEMONSTRATION. Prouvons tout d’abord que 


LU? 1 = 1 UE. (14) 
En effet 
pe NUE. (Ur, 2) WUEzl (pre 
IUIÉ= sup ge = SUP pe SU gg NUL 


et l’inégalité inverse [| U* || < || U | est réalisée pour tout opéra- 
teur U. 
De (14) il suit que 


LUZ" = NUE" (m =1,2, ...) (15) 
et 
cu= lim [[U"{r = lim [0211427 = [AU]. (16) 


Compte tenu du résultat du théorème 4.1 et de la relation (16), il 
suffit de vérifier que la série (13) est divergente si cu = || U || = 1. 
Or, dans ce cas, en vertu de (15) 


HU?" =1 m=1,2,..)) 


et le terme général de (13) ne tend pas vers zéro. 

6.6. La famille de projecteurs (3.4) joue un grand rôle dans l’an- 
neau normé B (H, H) des opérateurs de l’espace hilbertien H. On 
montrera au chapitre IX, $ 5 que tout opérateur auto-adjoint peut 
être ramené à des projecteurs au moyen d'une construction spéciale. 
Cette circonstance explique l'importance des théorèmes sur les 
projecteurs, énoncés plus bas. 
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On dit que deux projecteurs P, et P, sont orthogonaux si P,P, — 
— 0 +). Désignons respectivement par H, et H, les sous-espaces sur 
lesquels projettent les projecteurs P, et P,. Pour que les projecteurs 
P, et P, soient orthogonaux il est nécessaire et suffisant que les 
sous-espaces H, et H, le soient. En effet, supposons que P,P, = 0, 
z' CEH,,zx” € H.. Le point b) de 3.4 et le théorème 3.2 nous donnent 


(x, 27) = (Pix, Pox) = (x, P;Pez) = 0. 


Si inversement H, ! Het x € H, alors P;,x € H, et par suite P,x L 
L H,; d'où P,P;:x = 0 d'après c) de 3.4, c'est-à-dire P,P, = 0. 


THÉOREME 4. Soient P,, P,. .... P, des projecteurs. Pour que 
l'opérateur P = P, + P; +... + P, soit projecteur, il faut et il 
uffit que les projecteurs P;, P:,.... P, soient deux à deux orthogonaux. 


DEMOXSTRATION. Condition nécessaire. Soit un projecteur P. 
D'après le théorème 3.2 


I Pzlf = (Pz, Pzx) = (P°z, x) = (Pz, x) (xEH), (17) 
de façon analogue 


Il Paz 1 = (Paz, x) (xEH; k=1,2,...,n). 


Donc 


LA: 


Pic + Pate D Pas (Pr, x) = 


R 


=(Pz,z)=||Prl®<|rl? (xEH). (18) 


Considérons un élément quelconque y € H et dans (18) posons x = 
— P,y. Comme P,x = Piy = P;iy, on a 


Pay I + I PaPay FUN Pay IF 


D'où il suit que P,P,y = 0 et P,P;1 — 0 sont des projecteurs, et 
P, et P, sont orthogonaux. De façon analogue, on montre que les 
autres projecteurs sont deux à deux orthogonaux. 

Condition suffisante. Vérifions que l'opérateur P = P, + P, + 
+ ,...+ P, remplit les conditions du théorème 3.2 et donc est 
projecteur. L'opérateur P étant la somme d'opérateurs auto-adjoints, 
il est lui-même auto-adjoint (6.1, d)). Assurons-nous que P* = P. 
Les projecteurs P,4 (4 = 1,2,...,n) étant deux à deux orthogonaux, 


*) 0 étant un opérateur auto-adjoint, les opérateurs P, et P, sont permu- 
tables en vertu du point f) de 6.1, de sorte que P,P, = P1P, = 0 et la défini- 
tion ne dépend pas de l’ordre dans lequel sont donnés les projecteurs. 
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c'est-à-dire 


0 GÆR), 
PPi= | . ,k=1,2, »R);, 
PEU, G=2 
on a | 
PI=(T P)=S ZE PP; 2 Pr=P, 
K=1 j=ik=l k=i 
c.q.f.d. 


Plaçons-nous dans les conditions du théorème et étudions la 


structure du sous-espace H sur lequel projette le projecteur P = 
= P, +Ps+... + P,. Désignons par H, le sous-espace corres- 
pondant au projecteur P, (k = 1, 2,...,n). Soit x € H. Alors 


z=Pr= Piz+P;z+...+Pir=m ++... +a, 


où 2, = P,xzEH, (k=1,2,...,n). | 
Inversement, supposons que x est un élément admettant une 
représentation de la forme 


Z=DHizt... tin (mm EH; k=1,2,...,n). (19) 
Comme 


PP,=Y P;P;= EP, et T4 = P,z, = PP,z,, 
J=1 
il vient 


n n n 
Pr = 2 Pr, = à PP,xr = à TR =T, 


c'est-à-dire z € H. Le fait que P,z,; = 0 (j = k) entraîne 


ñn n 


ne P,r;=P, Œ, zy)=Piz (k—1,2,...,n), 


J= = 


d’où en particulier résulte l’unicité de l'écriture de x sous la forme 
(19). 

En résumé on peut donc dire que le sous-espace H est composé 
de tous les éléments zx représentables sous la forme (19). H est appelé 
somme orthogonale des sous-espaces H,, H., ..., H, et noté 


n 


H=H,9H,9 ...@H,— e à H,. 


6.7. Etudions maintenant la différence et le produit de pro- 
jecteurs. | 
Montrons préalablement le lemme suivant. 
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LEMME 1. Soient P, et P, des projecteurs sur les sous-espaces Hi: 
et H, respectivement. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes: 
a) P, > Pe5 b) H:=H,; c) P;Po = Po; d) PeP; = P2. 


DEMONSTRATION. a) = b). En effet, soit x € H. Comme P,x | z — 
— P,zx, alors 
I IF = 1 Pix I + zx — Pix [F. (20) 


Si z € H:, alors P,x = zet (Pzx, x) = (x, x) = || x ||. À fortiori 
x I > I Pic À = (Pix, Pix) = (Pix, 2) 2 (P2x, 2) = || x É. 


De sorte que (20) implique zx = P,zx, c'est-à-dire x € H.. 

b) = c). Soit zx € H. Comme P;x € H, et par suite P,;: € H,, 
on a P,P,x = Pix. 

c) = d). Le produit des opérateurs auto-adjoints P, et P, étant 
un projecteur, donc un opérateur auto-adjoint, les opérateurs P, 
et P, sont permutables: P,P, = P,P, = P.. 

d) =- a). En effet, pour z € H 


(Pez, 2) = || Pez F = || P,Pix IE < | Pix IF = (Pix, x). 


THÉORÈME 5. Soient P, et P, deux projecteurs. Une condition néces- 
saire et suffisante pour que P = P, — P, soit projecteur est que P, > P:. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Soit P un projecteur. Com- 
me P, = P + P,, en vertu du théorème précédent on a PP, = 0, 
c'est-à-dire (P, — P.) P, = P,P, — P, = 0 d’où le point c) du 
lemme. 

Condition suffisante. De toute évidence, P est un opérateur auto- 
adjoint. Les points c) et d) du leinme donnent 


P° = Pi — P,P, — PaPi + Pi = Pa — Pa — P3 + Ps = P; 


il reste à appliquer le théorème 3.2. 

Désignons par H le sous-espace sur lequel projette le projecteur P. 
On laisse au lecteur le soin de prouver que H est composé de tous les 
éléments z € H, orthogonaux au sous-espace H.. Le sous-espace hH 
est appelé orthocomplément de H, dans H, et noté H — H, © H.. 


REMARQUE. Si P, = I, alors la condition du théorème est visible- 
ment satisfaite pour tout P.. Donc, P = I — P, est projecteur quel 
que soit le projecteur P.. De plus, P projette H sur l’orthocomplé- 
ment H@ H;, du sous-espace H.. 

Prouvons un théorème relatif au produit de projecteurs 


THEOREME 6. Soient P;'et P, des projecteurs. Une condition nécessaire 
et suffisante pour que l'opérateur P = P,P, soit projecteur est que 
P, et P, soient permutables. 
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DEMONXSTRATION. La condition est déjà nécessaire pour que P 
soit un opérateur auto-adjoint. 

On vérifie que la condition est suffisante en se servant de nou- 
veau du théorème 3.2 en tenant compte du fait que P est un opéra- 
teur auto-adjoint et 


P? = P,P,P,P, = P{Pi = P. 


On laisse au lecteur le soin de vérifier que le sous-espace sur lequel 
projette P est ici l'intersection des sous-espaces H, et H.. 

6.8. En appliquant le théorème 1 à une suite {P,} strictement 
croissante (ou strictement décroissante) de projecteurs, on est con- 
duit au résultat important suivant. 


THÉOREME 7. Soit {P,} une suite monotone de projecteurs. Pour 
tout EH existe 
Prz=lim P,x, (21} 
ñn—cœ 


Ca. à 


l'opérateur P étant projecteur sur le sous-espace H, où 


H — U H,, 
n=1 
si la suite {P,} est strictement croissante, et 
H— N H,. 
n=1 
si elle est strictement décroissante. H,, désignent les sous-espaces corres- 


pondant aux projecteurs P, (n = 1, 2, ...). 


DEÉMONSTRATION. Soit {P,} une suite strictement croissante. 
L'existence de ; limite (21) résulte du théorème 1, puisque || Pa I] < 1 
(r = 1, 2, ...). Montrons que P est un projecteur sur H. Pour 
cela il suffit de vérifier que si z € À, alors Pr = zetsiz L H, alors 


Pz = 0. Désignons par Q — U H, et prenons x € Q. Il existe m 
n—1 
tel que x € H, (x > m). Cela veut dire que P,r = rx (nr >m)et 


En. 3 


alors Pz = lim P,xz = zx. Eu égard à H = Q il vient que Px = x 
n—00 

pour z € H. Supposons maintenant que z | H. Alors à plus forte 

raison z ! H, (nr — 1, 2,...). Donc P,z — 0 ct en passant à la 


limite on obtient Pz = 0. 
Des raisonnements analogues nous conduisent aux résultats an- 
noncés dans le cas où la suite {P,} est strictement décroissante. 
REMARQUE. Le théorème subsiste si l’on remplace la suite {P,} 
par une famille de projecteurs {P;} dépendant d'un paramètre réel 
variant continüment. 
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COROLLAIRE. Soit {P,} un ensemble de projecteurs deux à deux or- 
thogonaux. Alors la série 


QC 


Pr= N P,r (22) 


R=1 


est convergente pour tout x € H et l'opérateur P est un projecteur. 
En effet, il faut appliquer le théorème prouvé à la suite 


n 
strictement croissante {P®®} (PM = NP; n=1, 2, ...) de pro- 
k=1 | 
jecteurs. 
On laisse au lecteur le soin de vérifier que P projette H sur le 
sous-espace H constitué de tous les éléments z € H représentables 
sous la forme 


= Dar (x EHri k=1,2,...5 À Ial?< oo). 


Le sous-espace H s'appelle somme orthogonale (comparer avec 6.6) 
des sous-espaces H,, H., . .., et se note 


H—H,9H@. .. — ® à H,. 


$ 7. Topologie faible et espaces réflexifs 


7.1. Au paragraphe 2.2 du chapitre III nous avons établi le 
théorème de Hahn-Banach pour les espaces localement convexes et 
en avons déduit de nombreux importants corollaires liés à l'existence 
d’un nombre suffisant de fonctionnelles linéaires continues. On se 
propose maintenant d'exhiber des résultats analogues dans une 
forme plus commode pour le cas normé. 


THÉOREME 1 (Hahn-Banach). Soient X un espace normé, f, une 
fonctionnelle linéaire continue, définie sur un sous-espace X, € X. 
IL existe alors une fonctionnelle linéaire continue f, définie sur X tout 
entier, prolongement de f,, et de plus ||f || = || fo Il- 


DEMOXSTRATION. La fonctionnelle f, étant continue sur X,, on 
a |f @I< folllzil (& E Xo). D'après le théorème II.4.2 il 
existe un prolongement jf de la fonctionnelle f, à X, tel que | f (x) | << 
< Ifozll & EX), d'où |fI] < fol D'autre part X, € X 
entraine ||foll < Il f Il, c.q.f.d. 

Du corollaire 2 du théorème III.2.4 il résulte le 
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THEORÈME 2. Pour tout élément x, non nul d'un espace normé X 
il existe une fonctionnelle f € X telle que 


MF = 1 f (co) = Iroli. 
c'est-à-dire l'élément x, réalise l'égalité dans | f (x) | << If [1 IIz Il. 
COROLLAIRE. Pour tout xE X on a 
x] = sup {1 f (x) |: fEX*, HN < 1}. 
Le théorème 2 admet la généralisation suivante: 


THÉORÊÉME 3. Soient ( un sous-espace vectoriel d'un espace normé X, 
zo E X un élément se trouvant à une distance d > 0 (p (xs, S) = d) 
de Q. | 


Il existe alors une fonctionnelle f € X* telle que 
f()=0 GEQ), IfI=1, /(&) = d. 


DEMONSTRATION. Désignons par X, l'extension simple de Q, 
obtenue par adjonction à Q de l'élément zx,, c'est-à-dire X, = 
= £ (Q, x). Vu que xé Q, la représentation de x € X, sous la 
forme 


z= tr, + (x EQ) 
est unique. Pour z € X, posons 
fo (x) = M. 


Il est clair que f, est une fonctionnelle lineaire. De plus fo (xo) = d 
et fo (x) = 0 pour x E Q. D'autre part 


> 1416 (ro, Q)= ld = 1 fo (a). 


Donc, la fonctionnelle f, est bornée et || fo [| << 1. Pour établir l’iné- 
galité inverse, choisissons zx’ €Q tel que ||xz —z |<d+e. 
Alors 


d = fo (to) = fo (&o — 2) < | fo Il Il xo — ZI << || fo I (d + €), 
d'où 


a = x’ 
Hell = Miro + 211 IA Île + + 


ol < 7 + 


et ||f, | = 1, puisque € est arbitraire. 
En appliquant à f, le théorème 1 de prolongement d'une fonction- 
nelle, nous obtenons la fonctionnelle f avec les propriétés requises. 


REMARQUE . Le théoreme 2 relatif au nombre suffisant de fonc- 


tionnelles est un cas particulier du théorème 3. Plus exactement, si 
Q = {0}, alors p (x9, Q) = || x I. 
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REMARQUE 2. Dans les théorèmes 2 et 3, il est parfois commode de 
remplacer f par la fonctionnelle f: 


rs 1 
f(z)=—+ f(). 
La fonctionnelle f est douée des propriétés suivantes : 
Ps es 4 =. 2 
f(a)=0 (xE€Q), =, f()=f. 


Voici une application du théorème 3. On dira qu'un système 
d'éléments {x,} (&œ € A) d’un espace normé X admet une biorthogo- 
nalisation si existe un système de fonctionnelles {f,} (&œ E A). f, € 
E X*, tel que 

0, aa, 
Ja (Za) — 1 


THÉORÈME 4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
système {x} (&œ € A) admette une biorthogonalisation est qu'il soit 
minimal, c'est-à-dire qu'aucun des éléments x, n'appartienne à l'enve- 
loppe linéaire fermée de l'ensemble des autres. 


&' =. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Soit {x,} un système ad- 
mettant une biorthogonalisation. Si pour un &, on avait 
n 
ra, =lim Ÿ Are, (an 3 Go) 
nn = 


alors 
fa, (Ga) = lim SAP, (ta) = 0, 


ce qui est absurde puisque f,, (za) = 1. 

Condition suffisante. Supposons maintenant que {zx.} est un 
système minimal. Désignons par X,,. l’enveloppe linéaire fermée 
de l’ensemble des éléments {z,} («x == «”). Comme x, 6 X,- et X 
est un espace vectoriel fermé, il existe d’après le théorème 3 (ou plus 
exactement d’après la remarque qui suit ce théorème) une fonction- 
nelle f.. nulle sur X,,: (c’est-à-dire fr (x) = 0 pour « = «'), telle 
que far (tar) = 1. La famille des fonctionnelles {f.-:} vérifie les 
conditions de la définition, c'est-à-dire le système {x,} admet une 
biorthogonalisation. 


REMARQUE. Tout système fini x;, Ze, . . ., x, d'éléments linéaire- 
ment indépendants est minimal. En effet, x; € £ ({x,}) (k = j) en 
vertu de l’indépendance linéaire, et l’espace vectoriel Z ({x,}) de 
dimension finie étant fermé, x; n'appartient pas non plus à son 
adhérence. 
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D'après cette remarque, tout système fini d'éléments linéaire- 
ment indépendants admet un système de fonctionnelles qui lui est 
biorthogonal. 

En appliquant le théorème 4 à l’espace hilbertien et en tenant 
compte de la forme générale d’une fonctionnelle linéaire dans cet 
espace (cf. V.3.2) on arrive au résultat suivant. 

Soit {r,} une suite quelconque d’éléments d’un espace hilber- 
tien H. Pour qu'il existe dans H une suite {y,} biorthogonale à la 
suite donnée, c'est-à-dire telle que 


0, mn, 
(Zm: un) = À, 


m=n, 


il est nécessaire et suffisant que la suite {r,} soit minimale. 


Le théorème de prolongement d'une fonctionnelle linéaire dans le cas 
réel a été prouvé par Hahn. En principe il existe dans Banach [2]. Les corollai- 
res du théorème de prolongement d'une fonctionnelle linéaire figurent dans la 
monographie de Banach. 


7.2. Dans III.3.1, nous avons défini pour tout couple d'espaces 
vectoriels en dualité la topologie faible correspondante. Nous allons 
nous intéresser à la situation suivante. Soient X un espace normé, 
X* son dual. Nous allons considérer la topologie o (X, X*) sur X, 
que nous appellerons topologie faible de l’espace normé X, et la 
topologie o (X*, X) sur X*, que nous appellerons topologie (x>)- 
faible de l'espace X*. Donc, sur X* on considère deux topologies 
faibles: la topologie (+)-faible © (X*, X) et la topologie faible 
& (X*, X**) et de plus o (X*, X) < o (X*, X**) (la dernière inéga- 
lité est stricte dans le cas non réflexif; cf. plus bas). La convergence 
pour la topologie faible (resp. (*)-faible) sera appelée convergence 
faible (resp. (+)-faible), la convergence en norme, convergence forte. 
Il en sera de même pour la compacité faible, la fermeture faible, etc. 


LEMME 1. Si(X, Y) est un couple d'espaces vectoriels en dualité, 


Y contenant un ensemble {f,}1-1 dénombrable total sur X, alors la 
topologie © (X, YŸ) est métrisable sur des ensembles faiblement compacts. 


D ÉMONSTRATION,. Soit X un ensemble © (X, Y)-compact dans X. 
Définissons une métrique sur À par la formule 


p (x; n=i à (1/2)1fn (x —y)l (z, yEK). 


K étant faiblement compact, il est faiblement borné, d'où 
0 (x, y) < ©. Si p (x, y) = 0, alors f, (x — y) = 0 pour tous les n. 
Donc la totalité de {f,} sur X entraîne x = y. Les autres propriétés 
de la métrique pour p sont évidentes. 
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Considérons l’application identique i: (Æ, o (X, Y)) +(X, p), 
où (X, p) est un espace métrique muni de la métrique p. L'application 
i étant évidemment continue, c'est un homéomorphisme en vertu du 
corollaire 3 du théorème 1.2.5, ce qui prouve la métrisabilité de 
l'espace (ÆX, © (X, Y)). 

La classe des B-espaces séparables joue un rôle important dans 
de nombreux problèmes. On se propose d’exhiber quelques résultats 
concernant cette classe. 


COROLLAIRE. Si X est un espace normé séparable, alors la topologie 
o (X, X*) est métrisable sur des ensembles faiblement compacts. 


DENOXSTRATION. Vérifions que la condition du lemme 1 est réa- 
lisée. Soit {x,} un ensemble dénombrable partout dense dans X. 
En vertu du théorème 2, pour tout n € N'ilexiste f, € X*,[|f, [| = 1, 
tel que jf, (z:) = || x, Il. Supposons que f, (x) = O0 pour tous les 
n EN. Montrons que zx = 0. Soit une suite partielle In, TT Alors 


Tail — fn, (Tn,, )| — fn, (Zn) — fn, (IS [fn I Zn, —z|| +0, 
d'où zh, —0 et par suite x = 0. 


THÉORÈME 5. Si X*, espace dual d’un espace normé X, est séparable, 
alors X est séparable. 


DEMOxSTRATION. Soit {f,}1=1 un ensemble partout dense dans X*. 
Par définition de la norme d’une fonctionnelle, | pour chaque nr E Ki 
il existe x, € X tel que [| x, [| 1 et | fa (x) 1 > (1. 2) [| fn Il. L'en- 
semble Æ des combinaisons linéaires des éléments TZ, à coefficients 
rationnels est dénombrable. Montrons que E est dense dans X. Il est 
evident que E est un ensemble linéaire fermé. Si £ = X, d’après le 
théorème 2 il existe f E X*, ||[f || = 1, tel que f(x) = 0, xEéE. 


Supposons que fn, —f en norme. Alors 


(LM n RS nn = ny — D (En) ln, — fi —+ 0, 


d'où fn, 0, f = 0, ce qui contredit ||f || — 

Soit X un espace normé. Le polaire de la boule unité fermée *) 
Bx de l'espace X est la boule unité fermée Bx+ de l’espace dual. 
D'après le théorème d'Alaoglu-Bourbaki (théorème II1.3.7) la boule 
Bx-. est o (X*, X)-compacte. Notons que Bx+ n'est pas toujours 
(+)-faiblement séquentiellement compacte (par exemple si X = 1°; 


cf. X.3.4), cependant si X est séparable, alors Bx+ est séquentielle- 
ment compacte. 


*) Ici et dans la suite BR — {rEX:||rl< 1}. 
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THÉOREME 6. Si X est un espace normé séparable, alors la boule 
unité Bx* munie de la topologie (+)-faible est métrisable, donc séquen- 
tiellement compacte. 


DÉMOXSTRATIONX. Traitons l’espace X comme l’ensemble des fonc- 
tionnelles linéaires sur X* et considérons le couple en dualité corres- 
pondant (X*, X). Tout ensemble dénombrable partout dense dans X 
est visiblement total sur X*. Maintenant on peut appliquer le 
lemme f. 


REMARQUE. Si la boule By. est métrisable pour la topologie 
(-)-faible, alors l’espace X est séparable. 

7.3. Soit X un espace normé. L'espace X* étant à son tour um 
espace normé, on peut envisager l’espace X** — (X*)*, dual de X*, 
c'est-à-dire l’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires conti- 
nues sur X*. On peut de même envisager l’espace X***, etc. 

Soit l'injection canonique nx+: X — X** (cf. II1.3.2) que nous 
désignerons dans la suite tout simplement par x. On rappelle qu'à 
chaque z E X l'application x associe la fonctionnelle F, sur X*, 
définie par 


F:N=fG) UEX*). 


Il est clair que 
IFeOI= 1 @I<NzlfI, 


d'où F,EX**, Donc, x applique X dans X**. Le corollaire du 
théorème 2 nous dit que 
In = IF. 1 = sup {| Fe 1: FE X%, If 1} = 

= sup {|f() |: fEX*: HfI< 1} = 1IIz |, 
d’où il suit que x est une isométrie linéaire de X sur le sous-espace 
x (X) de X**. 

On dit qu'un B-espace X est réflezif si x (NX) = X**, c'est-à-dire 
-X est isométrique à X** par l'injection canonique x. L'existence 
d’une isométrie linéaire entre les espaces X et X** ne suffit pas pour 
conclure à la réflexivité de l’espace X, car la correspondance réali- 
sant cette isométrie est ici d’une forme spéciale (on trouvera un: 
exemple dans l’article de James f[]). 

Il est aisé de voir que tout B-espace de dimension finie est ré- 
flexif. On laisse au lecteur le soin de prouver en s'appuyant sur le 
théorème 3.1 de la forme générale d’une fonctionnelle linéaire dans 
l’espace hilbertien que l’espace hilbertien est réflexif. Nous verrons 
plus bas que les espaces LP (1 << p << œ) sont réflexifs contrairement 
à L!, L”, C[0, 1], ce. 


THÉOREME 7. Pour qu’un B-espace X soit réflexif il est nécessaire et 
suffisant que la boule unité fermée Bx soit faiblement compacte. 
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DEMOXSTRATION. Condition nécessaire. La réflexivité de X entraîne 
la coincidence de la boule Bx et de la boule unité fermée Bx++ de 
l'espace X**, qui est o (X**, X*)-compacte d’après le théorème 
d’Alaoglu-Bourbaki. 

Condition suffisante. Si nous prouvons que l’ensemble x (Bx) 
est confondu avec Bx-+ nous obtiendrons x (X) = X**. D'’apres 
le théorème du bipolaire, Bx est la o (X**, X*)-adhérence de l’en- 
semble x (Bx). La boule Bx étant faiblement compacte, l’ensemble 
x (Bx) est o (X**, X*)-fermé, d'où BX = x (Bx). D'autre part, par 
définition du bipolaire on a BX — Bx++, d'où la relation cherchée 
T1 (Bx) = Bxe. 


COROLLAIRE 1. Tout sous-espace fermé d'un B-espace réflezif X est 
réflezif. 


DÉMOXSTRATION. Soient YŸ un sous-espace fermé de X, B; sa boule 
unité fermée. La boule Bx étant faiblement compacte dans X et 
By; = Bxf} Ÿ, le corollaire 3 du théorème I11.3.2 dit que la boule 
B; est faiblement compacte dans Y. En appliquant le théorème 7 
on déduit que l’espace YŸ est réflexif. 


CoROLLAIRE 2. Un B-espace X esi réflexif si et seulement si son 
dual X* l'est. 


DEMOXSTRATION. Si X est réflexif, kes topologies o (X*, X) et 
6 (X*, X**) sont confondues sur X*. La boule Bx+ étant (+)-faible- 
ment compacte d'après le théorème d'’Alaoglu-Bourbaki, elle est 
faiblement compacte en vertu de la propriété mentionnée et l’espace 
X* est réflexif en vertu du théorème 7. 

Si X* est réflexif, on a vu que X** est réflexif. x (X) étant un 
sous-espace fermé de X**, le corollaire 1 nous dit que x (X), et 
partant X, est réflexif. 


COROLLAIRE 3. Les topologies faible et (+)-faible de l'espace X* 
sont confondues sur la boule unité Bx+ si et seulement si X est réflexif. 


DEÉMOXSTRATION. Si les topologies faible et (+)-faible sont con- 
fondues sur Bx+, alors la boule Bx+ est faiblement compacte et 
X* est réflexif, donc X est réflexif en vertu du corollaire 2. La réci- 
proque est évidente. 


REMARQUE. Si des B-espaces X et Y sont isomorphes et X réflexif, 
alors Ÿ est réflexif. 

Nous exhiberons plus bas des exemples de B-espaces réflexifs. 

7.4. Nous formulons ici sans les démontrer quelques résultats 
importants liés à la topologie faible. 

Soit X un B-espace. Comment décrire l’ensemble x (X)? Bien 
sûr il est composé de toutes les fonctionnelles F € X** qui sont 
o (X*, X)-continues. Cependant la vérification de la continuité 
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(-)-faible sur des suites généralisées illimitées de fonctionnelles est 
assez compliquée. De ce fait il est intéressant de noter le 


THÉOREME 8 (A. Grothendieck). Si X est un B-espace, une fonc- 
tionnelle FE x (X) si et seulement si 


fa 0 (o (XF, X)) et fa I 1 (& € À) (=) 


impliquent F (f,) +0. 

Si X est un B-espace séparable, dans la condition (+) on peut rem- 
placer les suites généralisées par des suites ordinaires. 

La difficulté de la manipulation des suites généralisées illimitées 
de fonctionnelles explique l'importance du théorème suivant. 


THÉ£OREME 9 (Krein-Smulian). Soit X un B-espace. Un ensemble 
convexe E est (+)-faiblement fermé dans X* si l'ensemble {x € E: 
IIz||< n} est (+)-faiblement fermé pour tout n EN. 


Dans les théorèmes 8 et 9, la condition de complétude de X 
est une condition nécessaire pour qu'ils soient vrais. Voir les dé- 
monstrations dans Schaefer [I] (chap. IV, $ 6). 


$ 8. Prolongement des opérateurs linéaires 


8.1. Le théorème de Hahn-Banach affirme que toute fonctionnelle 
linéaire continue, définie sur un sous-espace d’un espace normé X 
admet un prolongement linéaire continu à X tout entier. Ceci n'est 
plus vrai pour les opérateurs. Dans ce paragraphe nous allons voir 
quels résultats positifs on peut obtenir dans ce sens. 

Convenons des notations suivantes. Soient U, et U deux opéra- 
teurs appliquant respectivement les ensembles Q, et Q de X dans Y. 
SiQ,SQet pour zEQ,on a U (x) = U, (x), on dit que U est le 
prolongement (ou l'extension) de l'opérateur U,, et on note VU, € U. 


THÉOREME 1 *). Soient X et Y des espaces normés, U, un opérateur 
de Q € X dans Y. Pour que U, admette un prolongement linéaire 
continu U à l’ensemble £ (Q), il est nécessaire et suffisant qu'existe une 
constante C telle que 


| D AU (xx) |< c | > Ath |, (1) 
= = 


quelles que soient les collections 1, Ze, . « , 4n de S et de nombres 


1° ho, ._. 7 Ân: 


*) Cf. Riesz [2]. 
16—0996 
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DÉMONSTRATION, Condition nécessaire. Si le prolongement U exis- 
LL 

te, alors l'appartenance de l'élément z= Y, Airx à Ÿ (Q) entraîne 
k=1 


n 


U(a)= À AU (m)= À Mo (tn). 


k=1 h=1 


L'opérateur U étant linéaire et borné, il vient 


Save | = 00 ai<NCiNe = 10 S 2acx ||. 


c'est-à-dire (1) est réalisée pour C = || U ||. 

Condition suffisante. De (1) il résulte immédiatement que si une 
combinaison linéaire des éléments z;, x, . .., x, est égale à l’élé- 
ment nul 

n 
D artr = 0, 
k=1 
alors 


ñn 


D ŒUo (zx) = 0 
k=! 


Soit un élément quelconque zx € £ (Q): 


= Durs (mEQ; k=1,2,...,n). (2) 
ke= 
Posons 
U (x) = à AU (xx). (3) 


Montrons que malgré l’éventuelle multivalence de la représentation 
(2), la valeur de l’opérateur (3) est définie de façon unique par l’élé- 
ment x. En effet, si 


alors _ 
À (An — À) 2x = 0. 


*) En admettant que les éléments r, sont identiques dans les deux som- 
mes, nous ne restreignons pas la généralité, puisque dans chaque somme on peut 


ajouter les termes avec les zr, affectés de coefficients nuls. 
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Donc, comme on a noté plus haut 
ñn 
2 On — hi) Uo (zx) = 0. 
Et par suite 
n n 
à An (tx) = à AU 0 (tr). 


On vérifie sans peine que l'opérateur U est linéaire. En effet, si 


n D 
T — à Axtr et y— D Hazh, 
alors 
n 
Z+y— à (An + Un) Zn 
et 


Ur +y)= D (Qu + px) Uo (an) = 


= à kr (Tr) + ÿ uUo (TZ) = (x) + U (y). 
De (1) il suit que l'opérateur Ü est borné, puisque 
HU HI<CIzII @EeZ£ (Q). 


Il est évident que Ü est le prolongement de Ü,, c.q.f.d. 
8.2. Le théorème suivant permet de prolonger un opérateur liné- 
aire continu d'un ensemble donné à son adhérence. 


THÉOREME 2 (de prolongement en continuité). Soient X et Y des 
espaces normés, Y étant complet. Tout opérateur linéaire continu U 
de Q & X dans Y admet un prolongement linéaire continu unique U 


à l'adhérence Q de l’ensemble À, et de plus || U | = || U, Il. 
D£monsrTRATION. Soit z € Q. Il existe alors une suite {z,} d'élé- 
ments de Q, qui converge vers x. Considérons la suite {U, (z,;)} 
dans Lesage Y. Celle-ci est de Cauchy, puisque || U, (2) — 
— Us (tm) I < I Uo I [Zn — Zm || et par suite, en vertu de la 
complétude de l'espace Y, il existe lim U, (zh). Montrons que 


cette limite ne dépend pas du choix de la suite {x,}. En effet, si 
Zn EQ et x, —zx, alors 

Ki Üo (en) —Uo (tn) 1 < NUo 1 Men — Zn 1 0: 
Donc, lim U,(x;) = lim U, (z,). 


n— 00 


16% 
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Pesons maintenant 
U (z) = lim U, (x). 


ñn—00 
Que l’opérateur U soit linéaire est évident. Le passage à la limite 
dans l'inégalité || Uo (za) << Il Uo NN zn Il donne | U (2) 1 < 
< ITU II ZI, c'est-à-dire l'opérateur U est borné et [| U || < 
< II Uo ll. Comme d’autre part 


IUT= sup [U(z)1Z> sup OU (x) = |, 
Hxll <1 Ux Si 
xeQ xen 
il vient [| U || = || U, Il. : 
Enfin, si V = VU, est un opérateur linéaire continu de @ dans Ÿ, 
par passage à la limite dans la relation U, (x,) = V (z,) (zx, € Q, 


Z — x) on obtient Ü (x) = V (x) en vertu de la continuité de l’opé- 
rateur V, c'est-à-dire les opérateurs U et V sont confondus, c.q.f.d. 


COROLLAIRE. Si ur opérateur linéaire continu U d'un espace rormé X 
dans un B-espace Y Ss'annule sur un ensemble dense dans X, alors 
U (x) = 0 pour tout x € X. 


8.3. Si un opérateur linéaire U, est défini sur un ensemble Q dense dans 
un espace X, le théorème 2 dit qu’on peut le prolonger à X tout entier en res- 
pectant sa linéarité et sa norme. Cependant, si l'on néglige la condition de den- 
sité de Q dans X, ce prolongement est en général impossible. 

L'existence d'un prolongement de l'opérateur U, admettant la même 
norme que U, dépend des propriétés de l’espace des images Y. 

Les définitions suivantes nous seront utiles pour la suite: on dira qu'un 
système d'ensembles % — {4 } est enchaîné si l'intersection de chaque couple 
d'ensembles de ce système n'est pas vide. 

On dira qu’un espace normé Y est un espace de type IX si l'intersection de 
chaque famille enchaïnée de boules fermées n’est pas vide. 

Un exemple simple d'espace de type % est la droite numérique (réelle). 
En effet. dans cet espace une boule fermée est un intervalle fermé. Pour cette 
raison considérons l'ensemble enchaîné {[az,. b;]} (E € E) d’intervalles fermés 
et vérifions que cet ensemble admet une intersection non vide. Figeons un 
Ëo € Z. Comme les intervalles [a;, b£] et [az,, b:,] possèdent des points com- 


muns quel que soit EE &, il vient 
a, be (ES). 
Donc | 
at, < int be. 
Or &, €£E est arbitraire, donc 
a=sup az < inf be = b. 
bE= Èez 
Ainsi tout point de l'intervalle [a, b} appartient à chacun des intervalles 


[az. b£]. ce qui prouve notre assertion. | 
Le lecteur est invité par des raisonnements analogues à prouver que les 


espaces réels 1° (7) et L®(T, Z, ), la mesure u étant o-finie, sont aussi des 
espaces de type 9}. 
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On notera que le plan complexe traité comme un espace (complexe) normé 
n'est pas espace de type %X, car on peut facilement y indiquer un système de 
trois cercles sur le plan deux à deux sécants et dont l'intersection commune est 
vide. 

Dans la suite de ce paragraphe tous les espaces sont supposés réels. 

La classe des espaces de type % est relativement étroite. Le lecteur peut 
s'assurer qu’à l'exception des espaces 1° (7) et L® (T, Z, LL), aucun des espaces 
normés envisagés plus haut n'est espace de type %. 

Signalons enfin que tout espace Y de type M est complet. 

En effet soit {yn} une suite de Cauchy d'éléments Y. Posons 


Tn = SUP [| Ym—Yn|l 
m>n 


et considérons la famille de boules fermées {B,, (yn)} (n — 1, 2, ...). C'est 
une famille enchaînée puisque pour m > r on a 


Il Um — Yn 1 < Tn 


et par suite ym€ Br, (Yn) ( Br (Ym). Si YŸ est un espace de type M, il existe 
un élément y€ Ÿ appartenant à chaque boule B,, (yA), c'est-à-dire 


I y — yn 1 rn (n = 1, 2, ...), 


et puisque rn —+ 0 il vient yn —+ y. Ce qui prouve que Y est complet. 

Les théorèmes 3 et 4 fondamentaux suivants ont été démontrés par Nach- 
bin [1]. Dans ce travail, les espaces de type % sont caractérisés en termes de 
théorie des espaces ordonnés. Cette caractéristique est précisée dans Kelley [1]. 
Pour le prolongement des opérateurs linéaires on pourra consulter également 
Akilov [1], [2], Kakutani [1] et la monographie de Kantorovitch, Voulikh et 

insker. 


THÉORÈME 3. Soient X un espace normé, X, un sous-espace vectoriel de X*), 
U, un opérateur linéaire continu de Xp dans un espace YŸ de type %W. IT existe alors 
un prolongement linéaire continu U de l'opérateur U, de X dans Y, et de plus 
EUN= TI U, 1. 


DÉMONSTRATION. Soit X, un sous-espace vectoriel de l’espace X. Appelons 
extension simple de X,, l’espace vectoriel X, composé de tous les éléments de 
orme 


= +z (zEX0), (4) 


où z, est un élément donné de X. 

Prouvons que si les conditions du théorème sont réalisées, tout opérateur 
linéaire continu U, de X, € X dans Y admet un prolongement linéaire U, respec- 
tant la norme, à toute extension simple X, de X, **). 

Il est évident que si l'opérateur U, existe, il est complètement défini par 
l'élément yo = UV; (x1). La norme de l'opérateur prolongé devant rester inva- 
riante, pour cet élément on doit avoir 


I vo — Vo (x) = NN Di (21) — D GS Ga —2zN= 
= [Ua —-zf. 


*) S'agissant du théorème 2 et de la complétude de Y, on peut admettre 
que X, est fermé. | 

**) Il est question d’une extension propre, c'est-à-dire z, € X,. Il est 
immédiat de voir alors que la représentation (4) est unique. 
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nu ——— 


Donc, une condition nécessaire d’existence de l'opérateur U, est l'existence 
d'un point commun à toutes les boules fermées B(9 = B, (y), centrées en 
y = Uo(x) et de rayons r = r. = || VU, || — z ||. 

Prouvons que cette condition est également suffisante. En effet, désignons 
par $# l'ensemble de toutes les boules du type envisagé et supposons qu'elles 
possèdent un point y, commun. Posons 


Us (x1) = ÿo- 
En vertu de (4), pour z' EX,,on a 


Un (z°) = AU: (23) + Un (x) = Ayo + Uo (x). 


La représentation (4) étant unique, il résulte que l'opérateur U, est linéaire, et 
comme (pour À ) 


ITA COL ESEN) 


vo + Ve (rental ol 


a++|]= 
=} QI x" 1, 


il est continu, et de plus |} VU, | || U, Il. L'inégalité inverse est évidente, 
donc en définitive || U, || = Ii! Un II. | 

Ainsi il faut démontrer seulement que l'intersection des boules B(® de 
lajfamille $ n’est pas vide. Pour cela il suffit de vérifier, eu égard aux condi- 
tions du théorème, que 8 est une famille enchaînée. 

Soient deux boules quelconques B (x;) et B (r:) de 8. Ona 


ont a un I Vo Hz + mx] > 


> | Uo | Mt — 215) — (1-29 > | Uo(zi— 2) = | yi— ve |, 


c'est-à-dire la somme des rayons est > à la distance des centres des boules, donc 
les boules B (z;) et B (x:) se coupent *), ce qui veut dire que la famille & est 
enchaînée, puisque ces boules sont arbitraires. 

Nous avons prouvé ainsi la possibilité d’une extension simple. Pour ache- 
ver la démonstration nous allons nous servir du lemme de Zorn (1.1.2). Dési- 
gnons par A l’ensemble de tous les opérateurs linéaires, prolongements (avec 
conservation de la norme) de l'opérateur U,. Ordonnons A de la manière sui- 
vante : pour V’, V” € A on admettra que V'< V” si V' € V*. Vérifions que les 
hypothèses du lemme de Zorn sont réalisées. Soit A, une partie totalement 
ordonnée de l’ensemble A. Posons 

X= U Qy.. 
VEAo 


X est un espace vectoriel, puisque l'un des deux ensembles formant cette réunion 
est forcément compris dans l’autre. Soit un élément quelconque x € X. 1] existe 
V' E A, tel que zE Qy’. Définissons 
Ÿ (z)=V' (2). 

Cette définition ne dépend pas du choix de l'opérateurV' puisque si z € Qu, 
alors V'’(z) = V”(z), car ou bien V'< V”, ou bien V°< V’. De même, on 
établit facilement que V est un opérateur linéaire et que | V[ = || Vol. Par 
ailleurs, il est évident que V est prolongement de tout opérateur V € A, et par 


*) Si Br,(ya) et B,,(y2) sont deux boules fermées de Y et ri+ria> 
>||y1 —yall, leur intersection n’est pas vide; par exemple l'élément 
la 


rire + y2 € Br, (ya) N B,, (y2). 
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suite de l'opérateur U,. Donc, V € A et V << V (V-€ A). En appliquant le lemme 
de Zorn, on trouve l'opérateur U, élément maximal de A. L'opérateur U est 
l'opérateur cherché, puisque si Qy -X, on aurait trouvé une extension simple 
de Qu plus large que Qu et d'après ce qu’on a démontré on aurait pu y pro- 
longer l'opérateur U en préservant la norme. En notant U, le prolongement 
obtenu on aurait eu VU, E A et U< U,, ce qui est absurde puisque 
U eo U.. C.q.f.d. 

8.4. La condition de prolongement d'un opérateur linéaire énoncée dans le 
théorème 3 est nécessaire. Avant de le prouver donnons la définition suivante. 

On dit qu'un B-espace Y est un P,-espace si tout opérateur linéaire continu 
U, d’un sous-espace arbitraire X, d’un B-espace X dans Ÿ admet un prolonge- 
ment linéaire U préservant la norme, à X tout entier. 


THÉORÈME 4. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un B-espace Y. 

1) Y est un P,-espace. 

2) Si Y est sous-espace d'un B-espace X, il existe un projecteur linéaire con- 
tinu de X sur YŸ de norme 1. 

3) Y est un espace de type I. 


DÉMONSTRATION. 1) = 2). Soit Y un sous-espace d’un B-espace X. Alors 
l'opérateur identique U,: Y —+ Y admet le prolongement U: X —+ Y, || U || = 
= [|U, || = 1. Il est évident que U est le projecteur cherché. 

2) — 3). Soit T une boule B,, de l’espace dual. On a vu dans 7.3 qu'il 
existe une isométrie linéaire de Y sur un sous-espace du B-espace 1° (T). Par 
hypothèse il existe un projecteur de norme 1 de 1® (T) sur Y. On a déjà indiqué 


que 1° (7) est un espace de type W. Il est évident que le type M est préservé 
par une projection de norme {, et par suite Y est un espace de type . 
3) — 1) a été prouvé dans le théorème 3. 


On peut montrer (cf. Kelley [1], Nachbin [1]) qu'un B-espace Y est un 
P,-espace si et seulement s'il est linéairement isométrique à un B-espace C (Q), 
où Q est un compact extrémalement non connexe (la définition de ces compacts 
est donnée à la page 371). 

On peut aborder le problème du prolongement d’un opérateur linéaire 
sous un autre angle. Soient X un espace normé donné, X, un sous-espace de 
X, Y un B-espace quelconque et U, un opérateur linéaire continu de X, dans 
Y. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'’existe un opérateur linéaire 
U= Us, I U||= 1 Vol, de X dans Y est que X soit un espace unitaire. Ce 
résultat a été établi par Kakutani [1]. 


CHAPITRE VI 


REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONCTIONNELLES 


La connaissance de la forme générale des fonctionnelles linéaires 
dans des espaces concrets est importante pour les applications de la 
théorie générale. Par forme générale des fonctionnelles linéaires 
d’une classe donnée (le plus souvent on considère la classe des fonc- 
tionnelles continues de l’espace donné) on comprend une expression 
analytique renfermant des paramètres de diverse nature (des nombres, 
des fonctions, etc.), qui, pour des valeurs fixes de ces paramètres, 
donne toutes les autres fonctionnelles de la classe considérée. 

Dans ce chapitre on indique la forme générale des fonctionnelles 
linéaires dans de nombreux espaces considérés précédemment. 


$ 1. Représentation intégrale des fonctionnelles 
sur des espaces de fonctions mesurables 


1.1. Au $ 3 du chapitre IV, nous avons exposé la théorie des 
espaces généraux de fonctions mesurables avant d’entamer l'étude 
d’espaces concrets. Dans ce chapitre nous procéderons de même 
pour étudier la forme générale des fonctionnelles sur ces espaces. 

Soit X un e.i. sur (7, Z, u), où la mesure u est o-finie. On 
dit qu’une fonctionnelle linéaire f sur X est (o)-continue si de x,, 
zEX, z,(t)—+0 p.p. et |r, ({)| Lz(t) p.p. il résulte que 
f (Zn) — 0 *). L'ensemble de toutes les fonctionnelles (o)-continues 
sur X que nous noterons X, est un espace vectoriel. 

Désignons par X” l’ensemble de tous les z’ € S (T, Z, u) tels que 


supp z° © supp X (mod p), fizz' du < o, Vze X. 


On voit immédiatement que X’ est un e.i. (il n’est pas exclu que 
X” — {0}). L'e.i. X’ est dit dual de X. Pour chaque x’ € X° on peut 
construire une fonctionnelle linéaire f.. sur X par la formule 


= |:07 au (EX). (1) 
T 


*) Il est aisé de voir que cette définition reste valable lorsqu'on remplace 
la convergence presque partout par la convergence en mesure. 
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D'après le théorème de Lebesgue, il est évident que f.: € X;. 
Nous allons montrer que les fonctionnelles intégrales de la forme (1) 
sont les seules de l’espace X,;. 


THÉORÈME 1. La formule (1) donne l'expression générale des fonc- 
tionnelles (o)-continues sur un e.i. X. L'application zx EX" -f. EX, 
est un isomorphisme linéaire; de plus z' > 0 si et seulement si 

fx (x) Z 0 Vz € X +. 
DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que X est réel et 


Le (T, Z, u) € X. Montrons que toute fonctionnelle f € X; admet 
la représentation (1). Posons 


®(4)=f(xa) VAEZ. 


Si u (4h) +0, alors q (4,) = f (x4,) 0, d'où est une fonc- 
tion d'ensemble, additive sur Z, absolument continue par rapport 
à u. Le théorème de Radon-Nikodym (cf. théorème 1.6.10) affirme 
l'existence d'une fonction zx’ € L' (T, =, u) pour laquelle 


(ta) = p(4)= | z' au. (2) 
A 
Montrons que pour tout r€EX on a 
f (x) — | zx" dy. (3) 
T 


Soient 
B; ={tET:z (1) 0}, B_={tET: zx (t) < 0}. 
Posons 


f+@ = frs), f-(@) =f(zxs) (EX). 


Comme 


f+ (Xa) = | z,du, f-(Xa)= | z’ du 
A A 


et 
f+, f-EXn, f=f+—/f., 


alors dans la démonstration de (3) on peut admettre que z' > 0 
et que (2) est vérifiée. 

Soit x € X+. Il existe alors une suite {r,} de fonctions à valeur 
finie, telle que 0 < z, À x. 

L’appartenance f € X, et le théorème de B. Levi donnent alors 
(3). Déduisons (3) à partir de la relation x = x; — x_ pour une 
fonction quelconque z € X. De (3) il résulte que x’ € X’. 
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Renonçons maintenant à l'hypothèse L” € X. Remarquons tout 
d’abord qu’en vertu du corollaire 2 du lemme IV.3.1 la fonction x’ 
vérifiant (3) est unique (à l’équivalence près). 

D'après le corollaire 1 du lemme IV.3.1 il existe une suite crois- 


sante {4,} € Z telle que XA, EX(REN) et ï An=supp X. 
1 


Considérons l’e.i. X, = {x € X: supprze À,} et les fonctionnelles 
fn æ)=f(x) (zE X,) sur X,. Alors, d’après ce qui a été démontré, 
il existe x, € Xh (n E N) tels que 


fn()=(zrdh (EX). (4) 
T 

Si l’on considère les fonctionnelles f, et fn+, sur X,4+,1, alors en 
vertu de l’unicité de la fonction représentative (3), on obtient 
Zn (t) = Zn1+1 (t) pour presque tous les 41€ 4,. On peut donc poser 

n(t), tEA,, 
= tE n 
0, té supp X. 

Prouvons la relation (3) dans cette situation. Comme plus haut, 
on peut admettre que zx’ > 0 et que les égalités (4) sont réalisées. 
Si Zn = r{A, (x E X+), alors f (x) —f (x). Or, d'après le théorème 
de B. Levi, 


LTTn du = \ ThT du —+ | xz' du, 
T T T 


d’où l’on déduit (3) pour z € X; et par suite pour tous les x € X. 
Si X est un espace complexe, f € X;,, on pose f (x) = Re f (x) + 
+ i Im f (x). Alors Re f et Im f sont des fonctionnelles linéaires sur 


l'e.i. réel X£, et de plus Ref, Im f € (XR)h. D'après ce qu'on a 
démontré, il existe x;, x, € (Xk)', tels que 


Re f (x) = | zz, du, Imf(xz)= | zx, du (zE XR). 
Posons z' — zx, — ix,. Alors, pour tout xEX,on a 


f(a)=f(Rez)+if(Imz)= | (Rez)sidu+i | (Re) sdu+ 


+i ((Imz)zdu— | (Im x) x! du = | zz' du, 
d'où il vient que x’ € X. 
La relation f.: (x) > 0, VrE X., est équivalente à zx >0:; 
c’est évident du corollaire 2 du lemme IV.3.1. Ceci achève la dé- 
monstration du théorème. 
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Le théorème 1 figure déjà dans la monographie de Kantorovitch, 
Voulikh et Pinsker, mais sous sa forme explicite il n’a été publié 
que vers le milieu des années 60 par plusieurs auteurs à la fois. 

1.2. Il serait très intéressant d'obtenir une représentation inté- 
grale des fonctionnelles linéaires continues sur un e.i. de Banach X. 
Nous allons voir quand cela est possible. 

Soit X un e.i.n. sur (7, =, u). Posons 


XX={z EX':fneX"}. 
Pour tout x’E X* 


Na 1=lfellge=sup {| [27 du l:z Ex, Izl<1}. 
T 


THÉOREME 2. X* est un e.i. de Banach avec les conditions (B) et (C). 


DEMONSTRATION. Pour vérifier que la norme est monotone il suffit 
de s'assurer que 


Is =sup{f sta tduiz ex, IIz1<1}. 6) 


T 


L'égalité (5) découle du fait que si 


Is] (ss dul+e, rl, 


T 
alors zx, (t) = sign zx (t)-x (t) satisfait à 


AEX, Mali et [far due (ler lu (aa du. 
î T Ÿ 
Pour vérifier (B) et (C), il suffit en vertu du lemme IV.3.5 de 
s'assurer que 2, EX*X,z ES, [Im [| <1(R EN), zæ zx (nu) entrai- 
ne x E X* et || zx’ || & 1. En effet, d’après le lemme de Fatou, pour 
tout xEX.,, on a 


fe (@iS (21e 1 du<sup | rla | du<lzlisuple lil zl. 
T n T n 


D'où fs EX*, z' EX* et || z' | & 1, ce qui achève la démons- 
tration du théorème. 


THÉOREME 3. Si X est un e.i. de Banach, alors X, € X*. 


DEMONSTRATION,. Soit f E X;. Si l’on admet que f 4 X*, il existe 
une suite z, —>0 en norme pour laquelle | f (x,) | > e > 0 (n EN). 
En vertu du lemme IV.3.2 et puisque f € X;, une certaine suite 
Î (En) —0, ce qui est absurde. 
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Donc, si X est un e.i. de Banach, alors X* — X” (dans ce cas on 
se servira de la notation X'). 


THÉOREME 4. Si X estune.i.n., alors X, = X* si et seulement si la 
condition (A) est réalisée dans X 


DEMONSTRATION. Supposons que X;, = X*. Pour toutzr EX on a 
Iz1l = sup {1fx (1x1): 2 EXX, Na < 1}. (6) 


L'égalité (6) s'établit comme l'égalité (5). 

Supposons que la condition (A) n'est pas satisfaite dans X. Il 
existe alors une suite 0 < zx, | 0 dans X telle que || z, | > e > 0 
(n E N). En vertu de (6) il existe une suite {x,} € X;, [[z, [| << 1, 


telle que | TZnïn du > € (2 EN). Comme une boule de l’espace X* 
est (+)-faiblement compacte, la suite {f,’} admet un point limite 
(*)-faible f —f, EX*, [z'[<L1. Si x>0, alors ff. (x) — 
= lim fes. (x) > 0 *), d'où x > 0. 

Comme x, | 0, il existe ÀEN tel que 


| ZT du < e/4. 
T 


Le point f étant point limite, il existe m > k tel que 


| | ThTm du — \ TRT’ dl < e/4. 
T T 
Vu que tm < 7, on obtient 


\ LZmlm AU | ThTm AU € e/2, 
T 


ce qui est contradictoire. 

Inversement, supposons que (A) est satisfaite dans X. Prenons 
fEX* et x, —+0 p.p.; |z\  |<zEX. D'après la condition (A), 
Zn —0 en norme, d'où f (x,) 0, donc X* € X,,. Les théorèmes 3 
et 4 entraînent le 


COROLLAIRE 1. Si X est un e.i. de Banach, alors X} — X* si et seu- 
lement si la condition (A) est satisfaite dans X. 


Le corollaire 1 et le théorème 1 entraînent le 


COROLLAIRE 2. Si X est un e.i. de Banach, alors (1) est l'expression 
générale des fonctionnelles linéaires continues sur X si et seulement si 
la condition (A) est vérifiée dans X. 


*) Pour chaque zx on choisit en général une suite partielle bien déterminée. 
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Le corollaire 2 montre que toute fonctionnelle linéaire continue 
sur un e.i. de Banach X admet une représentation intégrale si et 
seulement si la condition (A) est réalisée dans X. Nous reportons au 
paragraphe suivant l'application de ces résultats à des espaces con- 
crets. Pour l'instant nous allons étudier le cas où la condition (A) 
n'est pas réalisée. 


1.3. THÉOREME 5. Si X est un e.i.n., alors supp X’ = supp X* = 
— supp X, et l’ensemble X* (\ X} sépare les points de X. 


DEMONXSTRATION. Supposons que supp X* = supp X. Il existe 
alors AE ZX (u), u (4) > 0, x4 E X, tel que z'y4 = 0 pour tout 
zx’ E X*, ou ce qui revient au même f (#4) = 0 pour tout f € X* f] X;. 
D'après le corollaire du théorème 1V.3.1 la boule unité B%x est bornée 
dans l’e.v.t. S (T, Z, u), et l’ensemble Æ, égal à l’adhérence de 
Bxf} L° (T, Z, u) dans L*, est alors borné dans S (T, Z, u). L’en- 
semble ÆE étant borné, il existe un nombre À >> 0 tel que Àyx1 é E. 
D'après le théorème III.2.6 il existe une fonctionnelle linéaire 
continue f, sur L*, telle que 


sup {|fo (2) |: TEE} < 1< fo (AXA). (7) 
D'après le théorème V.3.1, il existe une fonction z, € L* telle que 


fo(a)= | zodh (EL). 
T 


Comme supp X = supp (X f] L*), pour tout x € B%x il existe une 
suite {x,}€ Bxfi L*, x, zx p.p. Le théorème de Fatou et (7) 
donnent 


(izzoldu<sup | Iso | dut. 
n 
Donc, la fonctionnelle 
f(a)= | zodn (zEX) 


est définie sur X tout entieretf EX* f] X,. D'après (7)onaf (Ax1) > 
> 1, ce qui contredit le fait que f (44) = 0. Donc, supp X* — 
= supp X' = supp X. 

Prouvons maintenant que X* f\ X; sépare les points de X, c’est-à- 
dire pour tout EX, zx # 0, il existe fEX*N X7, f(x) 0. On 
peut admettre que x > 0. Comme supp X* = supp X, il existe 
AEZ(u), m(4)>0, À suppz, tel que %4EX*. Alors 


zx À du >> 0. Ce qui achève la démonstration du théorème. 


T 
Nous venons de montrer que l'ensemble X* N] X} est total dans X. 
Voyons maintenant quand cet ensemble reproduit la norme sur X. 
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THÉORÈME 6 (Nakano-Amémia-Mori). Si X est un e.i.n., les asser- 
tions suivantes sont équivalentes : 


1) Iz=sup{{f(z)l:fEX* NX:, IfIK1} Vzex; 
2) la condition (C) est satisfaite dans X. 


DEMOXSTRATION. 1) = 2). Si xz,, EX, 2, —zx(u), |[|æzn || << 1 
alors d’après le théorème de Fatou || x || < 1. Donc la condition (C) 
est réalisée dans X d’après le lemme 1V.3.4. 

2) = 1). Supposons tout d’abord que XE L!(T, Z, u). Pour 
tout rz EN posons 


lin = inf {max {lly 1, n | 2(9 du} :y, AEX4, |z|=y+ 2} (zEX). 
T 


Vérifions que {|-|}, est une norme monotone sur X. Il n'est pas 
trivial que || zx ||, = 0 entraîne x = 0. Prenons y,, z, € X+ tels que 
Izl=nta, Inllæ0 n(121du——0. 


D'après le théorème IV.3.1 on a y, —0 (u) et z: —0 (u), donc 
z = (. 
Signalons que 


Isl>tizln 2 (Izldu>lizl. 
De plus, il est évident que 
Nr h<NHTzfr<.ee KT <TInH< ... 
Prouvons que 
zh 1x I: (8) 
Prenons R > || x | (nr E N). Il existe alors y,, z, € X+ tels que 


Izl=untin Imnll<R, Jia lan < An 


D'où z, — 0 (u) et Yn = |Tz|— 2 —+|z|(u). Comme 0 < 
< YnL]17 |, d'après la condition (C) on obtient 


x sup Il yn 1 < R. 


Ce qui prouve (8). Démontronsfmaintenant 1). On admettra que 
z > 0. D'après (8), pour tout £ > 0 il existe n EN tel que || x |h > 
> IIzfl—e. 

Considérons l’e.i.n. (X, {|-|L). Comme || x | < | x | du, alors 
Il: [h est (o)-continue, d’où (X, [|:1})* € X, d’après le théorème ‘4. 
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Il existe alors f € (X, [|-[L)* pour laquelle 
If lex. MI DSLE Tin <lf(G)1+e, 
d'où 
(F Txe SU Tex pont Izl<zlh+e<1f()1+2e, 


ce qui montre 1) dans le cas où X € L'. Le cas général se réduit au 
cas étudié grâce au corollaire 1 du lemme IV.3.1. 

Soit X un e.i. Posons X” — (X'})'. Il est évident que X € X. 
Nous traitons le cas où X — X”. Si X est un e.i.n., nous posons 
XX* — (X*)*. De toute évidence X € X**. Désignons la norme 
sur X** par |[|-[[**. On a l'inégalité [| z || > ||xz ||*X* (x € X). 


THÉOREME 7. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un 
e.i.n. X: 
1) les conditions (B) et (C) sont satisfaites dans X; 


2) X = XXX et ||: = II: IP. 
DEMONSTRATION. 1) => 2). Comme la condition (C) est réalisée 
dans X, d’après le théorème (6) on a [z || = || zx |/** pour x € X. 


Prouvons que X = X**. Comme supp X = supp X* = supp X**, 
il existe pour tout zx € (X*X*), une suite {,} € X+:, 0< zx 
(lemme IV.3.1). En se servant de (B) on obtient x € X. 

2) = 1), puisque d’après le théorème 2, les conditions (B) et (C) 
sont réalisées dans XX*X%. | 

Dans le paragraphe suivant, on appliquera les résultats obtenus 
à des espaces concrets. Pour la bibliographie consulter le chapitre X. 


$ 2 Les espaces L? (T, Z, ph) 


2.1. Appliquons la théorie du paragraphe précédent à des espaces 
concrets de fonctions mesurables et en premier lieu aux espaces 
L? (T, Z, u), où l’on admettra que la mesure u est o-finie (bien que 
cela ne soit pas indispensable pour 1 << p << ). 


THÉORÈME 1. Soit 1< p< oo, 1/p + 1/q = 1. L'expression 
générale des fonctionnelles linéaires continues sur l’espace LP (T, E, ui) 
est 


f@=|z:()yt du EL, (1) 
T 
où y est un élément quelconque de LA (T, Z, u). De plus 
AAA (2) 


DEMONSTRATION. La condition (A) étant réalisée dans LP 
(1<p << oc) (théorème IV.3.5), d’après le corollaire 2 du théorème 
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1.4 la formule (1) nous donne l'expression générale des fonctionnelles 
linéaires continues. L'égalité (2) se déduit à partir de V.2.3. 

Considérons maintenant l’espace Le (7, Z, u). La condition (A) 
n'étant pas réalisée dans cet espace dans les cas non triviaux (cf. 
IV.3.3), la formule (1) (avec y € L! (T7, Z, u)) ne donne plus l’expres- 
sion générale des fonctionnelles linéaires continues. 

Désignons par ba (Z, u) l’ensemble des fonctions @ additives 
(réelles ou complexes) sur Z telles que 

1) u (4) = 0 = @ (4) = 0; 

2) la variation totale | q | (T) << co. 

Si l’on munit l’ensemble ba (Z, 1) des opérations linéaires 


(cp) (4) = Ap (4), (px + p2) (4) = m1 (4) + p: (4), 4 € 2, 
on en fait un espace vectoriel. La formule || ® || = | @ | (7) définit 
une norme sur ba (2, u). Muni de cette norme ba (2, u) est un 
B-espace. 

Définissons | 26) dp pour zEL”(7,Z,u). Considérons l'en- 
T 


semble (2 de toutes les fonctions mesurables à valeurs finies de la 
forme 


k 
z (= À Axa, (6, (3) 
où MERoOuUC,A,EZ (i—=1,2,..., k), et de plus les ensembles 


A; sont deux à deux disjoints. Posons 


R 
| 2 (9) dp= 5 Mp(4i). 


T i=1 


On laisse au lecteur le soin de vérifier que | x d ne dépend pas 


T 
de la représentation de x par (3). D'après le théorème I.6.3, Q est 


dense dans L® (T, Z, u). Il est évident que [ x do est une fonction- 
T 
nelle linéaire sur Q et de plus 


R 
| frdpl< D alte(A) 1<max Alle (D <lzlhsell® 
T i= 


i=1 


Le théorème V.8.2 nous dit que | x d admet un prolongement 
T 
linéaire en continuité à Le (7, Z, u) tout entier, que nous désigne- 
rons par le même symbole. 
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THÉOREME 2. Dans l'espace L® (T, Z, u) l'expression générale des 
fonctionnelles linéaires continues est 


f(a)= | 2 (0 de, (4) 

à 
où p est un élément quelconque de ba (Z, u) *). De plus [| f | = || pl 
et (4) >0 pour tout À € Z si et seulement si f (x) > 0, VzE 


€ Le (T, Z, u), x >0. 
DÉMONSTRATION. En construisant | z do on a démontré que la 


formule (4) définissait f € (L=)* et [| f [| < I] p Il. Etablissons l’iné- 
galité inverse. Pour tout e > 0 il existe des À, € Z tels que 


R kR 
IIS Z1p(4)1+e, ANnA;=Sg (ii), Ua4i=T. 


k 
Posons 7= ÿ sign p(Ai)%a,- Alors IzlIS1 et | x de = 


ii T 
kR 


= S |p(4)1, d'où Iel< | zdp+e<llfll+e. Done [1/1 =Ilqil. 


is! 
Il reste à prouver que toute f € (L®)* admet la représentation (4). 


Posons p (4) = f (44) (4 € 2). 

Alors ||(7)<1||f1l (voir raisonnement précédent) et € 

€ ba (2, u). De la construction de | x dœ il est évident que f (x) — 
Ê 
= | z4v (x E L>=). Des constructions précédentes on voit que 

Ê 
est positive, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Remarquons que l'application y € LT +fE (L?)* (resp. pE€ 
€ ba —f € (L=})*), définie par la formule (1) (resp. (4)) est une iso- 
métrie linéaire de L® sur (L7})* (resp. de ba sur L®). Pour cette raison 
on dit que L? est dual de LP (1 < p << œ)et l’on note (LP)* = L?. 
On se servira d’une abréviation analogue pour les représentations 
qu'on obtiendra plus bas. 

L'égalité (LP)** = (L7)* = LP (1<<Z <o) ne nous permet 
pas encore de conclure à la réflexivité de l’espace L? puisque l'égalité 
(L?)** — L? est comprise au sens de l’isométrie linéaire, laquelle 
peut ne pas être de la forme spéciale impliquée par la définition de 
la réflexivité (cf. V.7.3). Cependant l'étude de l’isométrie du théorè- 
me À nous permet d'établir que l’espace LP (1 < p << co) est réflexif. 


*) 11 faut prendre un ba (>, u) complexe ou réel selon que l'espace 
L®(T, Z, pu) est complexe ou réel. 
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En effet, prenons F € (LF)** et prouvons qu’il existe x € L? tel que 
F(f)=f(x), fe). (5) 


Désignons par « l’isométrie linéaire qui à tout y € L® associe une 
fonctionnelle f E (L?P)* par la formule (1). Si l’on pose F, (y) — 
— F (ay), y € L1, alors F, € (L7)*, et d’après le théorème 1 il existe 
x E LP tel que 

F(=|v@ za, vel 


Vérifions que l'égalité (5) est réalisée pour cet EL. Sife 
E (LP)* et y = a”! (f) E L1, alors 


DOS AO ES TFTOETOL ES ETOILES) 


Pour p = 1, l'injection canonique x: L!' —+(L!)** envoie L! 
dans l’ensemble des fonctionnelles sur L®, admettant la représen- 
tation intégrale (1), ensemble qui, comme nous l’avons déjà signalé, 
est, dans le cas d’un L' de dimension infinie, strictement plus étroit 
que (L')** = (L=)*. Donc L!' et Le — (L!)* ne sont pas réflexifs 
dans le cas infinidimensionnel. 

La forme générale des fonctionnelles linéaires dans l'espace LP (a, b) 
(1-<p<o) a été indiquée par F. Riesz, dans Li (a, b) par Steinhaus (cf. F. 
Riesz [2] et Steinhaus 11]). La généralisation au cas d’une mesure abstraite 
a été faite par Nikodym. 

2.2. Attardons-nous un peu sur le cas particulier des espaces de 
suites. Le théorème 1 entraîne le 


TRÉORÈME 3. Soient 1 < p < ©, 1/p + 1/q = 1. L'expression 
générale des fonctionnelles linéaires continues dans l’espace VP est 
f (x) = à Eu, T—{En}r=1 EPP, 
où y—{n}r-1 est un élément quelconque de NM. De plus ||f||—|| y |La- 


Etudions maintenant l'espace ce, (cf. IV.3.4). Prouvons que 
(Cco)* = F. 


THÉORÈME 4. L'expression générale des fonctionnelles linéaires con- 
tinues dans l'espace c, est 


f(z)= D En 2 = {Er}h1 € Co (6) 
Rai 


où y—{nr}r=1 est un élément arbitraire de l1. De plus ||f||—||y|ln. 


DEMONSTRATION. La condition (A) étant satisfaite dans c,, l’ex- 
pression générale de la fonctionnelle est donnée par la formule (6). 
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Soit f € (co)*. Posons z = {E,}, où 
+ sign UE k<En, 
a | 
0, k>n. 
Comme EC et x 111, il vient 


n 


[@= D Im I<lfIl. 


Re=i 


Pour n— co on obtient 


D Im III, 
k=1 


c'est-à-dire yEÏ et [| ylla<||f|l. 
Si yElt, alors 


[2 mél<max 181 2 1m l=lyinlizll, 


d'où, par le procédé habituel, l’on déduit que f est une fonctionnelle 
linéaire et [|f ! < || y ||, ce qui, en vertu de (7), nous amène à 
l'égalité || f [| = || y Il. 

Bien que l’espace c ne soit pas un e.i. de Banach, une étude com- 
plémentaire permet d'établir la forme générale des fonctionnelles 
linéaires dans c. 


Soit dans l’espace c l'élément e, = (1, 1, ..., 1,...). Si x = 
— {E£,} est un élément arbitraire decet &, — lim &,, alors de toute 
Rk—00 


évidence z — Eté E Co. 

Soit f une fonctionnelle linéaire continue dans c; en la considé- 
rant uniquement sur €, on obtient une fonctionnelle linéaire conti- 
nue f,. Supposons que (pour x € co) 


fo(r)= mx (y={m}En). 
En désignant n, = f (e), pour x € c quelconque on trouve 


f (x) = f (Ë0€0) + fo (x — É0€0) = NoËo +2 Nx (Ex — Éo). 
En posant & = 79 — 2 "M on obtient en définitive 
ken 


f(z)=cbo+ D mb =alimt,+ 2 mb. (8) 
R=i R—00 R=1 
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On laisse au lecteur le soin de prouver que (8) est l'expression 
générale des fonctionnelles linéaires continues dans ce et que 


MU tal+ Ÿ 1m. 


Le lecteur est invité à prouver par ailleurs que les Z-espaces ©, 
et c ne sont pas réflexifs. 


2.3. Arrétons-nous brièvement sur la représentation analytique des fonc- 
tionnelles dans les autres espaces de fonctions mesurables, introduits au & 3, 
chap. IV. 

Etudions tout d’abord les espaces d'Orlicz. On a les égalités (pour le nomb- 
re d'éléments) 


Œxr) = (Las) = Lus. 


THÉORÈME 5. L'expression générale des fonctionnelles linéaires (o)-continues f 
dans l'espace Ly (T, Z,h) est 


1()=| z()y@ du zEL (9) 
T 


où y est un élément arbitraire de L,,«(T; Z,u). De plus 
LL) IFAIFS (10) 


L'expression générale de f € (E,,)* est donnée par la formule (9), de plus 
sont valables des formules analogues aux formules (10) (au lieu de L}, on a Ex). 
Donc, la formule (9) nous donne l'expression générale des fonctionnelles linéaires 
continues dans L},, si et seulement si M vérifie une A,-condition. Pour qu'un 
espace d'Orlicz L), soit réflexif il faut et il suffit que M et M* vérifient une 
Aa-condition. On trouvera les démonstrations de ces résultats dans Krasnos- 
selski et Routitski. T. Ando [1] a réussi à obtenir la représentation de toutes 
les fonctionelles linéaires continues sur un espace quelcon ue d’Orlicz. 

Les formules suivantes, où l'égalité exprime l'identité des éléments et 
de la norme, établissent un lien entre les espaces de Lorentz et de Marzinkiewicz: 


M} = AG), AG) = M (p). 


La condition (A) étant réalisée dans A (y), il vient que A ()* = M (if). 
L'espace M (1:)* est essentiellement plus large que A (1). 


Ï 7 legs HT Hylles Tee, s. 


$ 3. Forme générale des fonctionnelles linéaires 
dans l’espace C (K) 


3.1. Soit K un compact. Désignons par rca (X) l’ensemble de 
toutes les fonctions p o-additives, régulières (réelles ou complexes), 
définies sur la tribu æ de tous les boréliens de Æ, de variation totale 
finie | ® | (X) << co. 

Si l’on munit rca (X) des opérations linéaires comme nous l'avons 
fait pour ba (2, u) et que l’on pose || @ || — | p | (Æ), l’on fait de 
rca (K) un B-espace. 
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THÉOREME 1. L'expression générale des fonctionnelles linéaires con- 
tinues dans l'espace C (K) est 


f(= 24, 2EC(X), 


K 


où œ est un élément arbitraire de rca (K) *). De plus [| f [| = || || 
et (A) > 0 pour tout À € @ si et seulement si f (x) > 0 pour tout 
z EC (K). 


La correspondance établie par le théorème 1 est une isométrie 
linéaire de C (X)* dans rca (X). La démonstration du théorème 1 
est assez longue et fait appel à la théorie de la mesure et à la topo- 
logie ; pour cette raison nous allons l'omettre (elle figure dans Dun- 
ford et Schwartz [I], Zaanen [I1]}). Le théorème 1 pour À = [0,1] a 
a été prouvé par F. Riesz (c'est pourquoi on l’appelle souvent théorè- 
me de Riesz). La formulation générale est due à A. Markov et S. Ka- 
kutani. 

Reformulons le théorème 1 dans le cas d’un espace C [a, b] réel. 
Complétons d’abord les généralités sur les fonctions à variation bor- 
née (cf. IV.4.1). 

Considérons une fonction œ (t) strictement croissante sur l'in- 
tervalle [a, b]. Soit at Lt: <...<t, < b un système quel- 
conque de points. Prenons t, et 1% tels que at <h <t < 
<Lt,<ts LE L...<t,<b. On a de toute évidence | 


SE 


| [p (65) — p (t:)1< p (b) — y (a). 


> 
| 


En faisant tendre t, —>t, — Oet t; —>t, + 0, on obtient à la limite 


23 LP (Er +0) — (tx — 0) p (L) — p (a). 


D'où il résulte qu’une fonction monotone ne peut présenter 
qu'un nombre fini de sauts supérieurs à e. Donc, l’ensemble de tous 
les points de discontinuité d’une fonction monotone est au plus dé- 
nombrable. 

Comme toute fonction à variation bornée est représentable par 
la différence de deux fonctions strictement croissantes, cette cir- 
constance a lieu aussi pour une fonction à variation bornée. 

De ce qui précède il suit que l’ensemble des points de continuité 
d’une fonction à variation bornée est dense dans l'intervalle {a, b]. 


*) On prendra rca (Æ) réel ou complexe selon que C (Æ) est réel ou comple- 
xC. 
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D. 


Soit g (t) une fouction à variation bornée. Considérons la fonc- 
tion g (t) définie par 


2 = le (t+0)+g(t—0] (a<t<b), 
ZO=eb), EG)=£(). 


Donc la fonction g (t) est confondue avec g (t) aux points de con- 
tinuité de cette dernière, et également pour t — a, b. La fonction 
g (t) sera appelée fonction corrigée. 

Si la fonction g (t) est confondue avec sa corrigée on dira qu'elle 
est correcte. Désignons par V, l’ensemble de toutes les fonctions 
correctes s’annulant pour { = a. Il est clair que V, est un sous-espace 
vectoriel de l’espace V des fonctions à variation bornée. On vérifie 
sans peine que c'est un sous-espace fermé. Donc, étant un sous-espace 
fermé du B-espace V, V, est un B-espace. 

Pour toute fonction x € C [a, b] est définie l'intégrale de Stieltjes 


(cf. Voulikh [III], chap. XI, 8 5) | z (t) dg (t) par rapport à la fonc- 
tion à variation bornée g (t). ° 


THÉOREME 2. La forme générale des fonctionnelles linéaires con- 
tinues dans l'espace C [a, b] est donnée par l'intégrale de Stieltjes 


b 


f(= | 2) de, 


où g (t) est une fonction quelconque à variation bornée. Si de plus la 
fonction gt) est correcte, alors 


b 
Hfl= V (8). 


La fonctionnelle f définit la fonction g € V, de façon unique. 


Ce théorème se déduit facilement du théorème 1, car l'intégrale 
de Stieltjes d’une fonction continue se ramène à une intégrale par 
rapport à une fonction o-additive d'ensemble (cf. Voulikh [III], 
chap. XI, $ 5). Les détails sont laissés au soin du lecteur (dans 
Kolmogorov et Fomine on trouvera une démonstration indépendante 
du théorème 1). L’espace C (X) n’est pas réflexif en dimension infinie 
(c'est-à-dire lorsque le compact X est infini). On laisse au lecteur 
le soin de vérifier que la fonctionnelle PF, (g) = g (t), gE Vs, où 
t E [0, 1] est un point fixe, n’est pas élément de l’image de l’espace 
C [0, 1] par une injection canonique. 
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3.2. Appliquons le théorème de la forme générale des fonction- 
nelles linéaires de l’espace C [a, b] au problème des moments. 

Soit donnée dans un espace normé X une suite {z,} d'éléments 
linéairement indépendants. Prenons une fonctionnelle linéaire quel- 
conque f € X et formons la suite numérique 


f (tn) = Un (n =0, 1,...). (1) 


On appelle problème des moments généralisé le problème qui 
consiste à déterminer la fonctionnelle f par la suite {u,} de ses va- 
leurs. Dans une position aussi générale la résolution ne peut être 
poussée bien loin. Cependant, même dans le cas général, on peut 
énoncer des conditions de résolubilité et des conditions d’unicité de 
la solution. 

Si l’ensemble {x, } est fondamental, d’après ce qui a été dit dans 
111.3.2, la fonctionnelle f (sous réserve qu'elle existe) est définie de 
façon unique par la suite {u,}. On voit immédiatement que le fait 
que le système {x,} est fondamental est aussi une condition néces- 
saire d’unicité de la solution du problème des moments. 

D'autre part, si l’on désigne par la fonctionnelle (peut-être non 
additive) définie sur l'ensemble {zx,}: 


P (Zn) = Un (2 = 0, 1, ...), (2) 


alors du fait que l’existence de la fonctionnelle f traduit la possibilite 
d’un prolongement linéaire de @ à l'enveloppe linéaire £ ({x,}) 
le théorème V.8.1 nous dit qu’une condition nécessaire et suffisante 
pour que le problème des moments admette une solution est l’exis- 
tence d’une constante M >> 0 telle que 


[D Au |SM | Y Aux | (3) 
k=0 k=0 
quels que soient À5, A4, + - -, Ân, OU encore que 


[D un] 
k=0 < 


sup À co, (4) 
[© Anse || 
k=0 
où le suprémumest pris sur tous les À,, À, . . ., An (n = 0, 1,...). 


Considérons parmi les problèmes des moments celui, nommé 
problème des moments puissances, où X = C [a, b] et 


z (=t#" (n—=0,1,...). (5) 


En prenant en considération la forme générale des fonctionnelles 
linéaires dans l'espace C [a, b], on peut formuler le problème comme 


264 REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES FONCTIONNELLES (CH. VI 


suit: trouver les conditions sous lesquelles existe une fonction à 
variation bornée g (t), telle que 


b 
[rade (= us (n=0, 1, ...). (6) 


Notons que, le système {x,} étant complet dans l’espace C [a, bl], 
la solution du problème, si elle existe, sera unique. 

La condition (4) de solubilité du problème des moments (6) 
s'écrit encore: 


n 
| 2 Aux | 


sup — "= (7) 


È Ant | 


Citons enfin un résultat plus concret concernant le problème des 
moments puissances posé dans l'intervalle [0, 1]. 


acid ax | 


THEOREME 2 (Hausdorff). Une condition nécessaire et suffisante 


pour qu’existe une fonction à variation bornée g (t) telle que: 
i 
[rad =n (n=0, 1, ...), (8) 
0 
est que 
D ChlA Tu ISM (n=0, 1,...), (9) 
k=0 
où CÀ sont des coefficients binômiauzx, Au, les différences m-ièmes pour 
la suite {u4}, définies par les égalités récurrentielles 
Atluy = Apy — Aprrs, Abe = Ur 
(m = 0,1,...; k—0,1,...). (10) 


DÉMONSTRATION. La condition est nécessaire. Supposons que le 
problème des moments (8) est résoluble. Désignons par f la fonction- 
nelle linéaire de l’espace C [0, 1], engendrée par la fonction g(t). 
Notons ensuite 


a (= (A1 (m, k=0,1,...). (11) 
Comme 
DR (= a (A A ph (1 Em ER (1 — 1) — 
= 2ù (4) — za (1), 
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il vient 
FOR )=f (ah) —f (chi) (me, k=—0, 1, ...). 
De plus 
f(ak)= ba. 
En tenant compte de (10) on s'assure sans peine (par récurrence) que 
f(x") = Au, (m, k=0, 1, ...). 


Supposons maintenant que 6j" — sign A"-*u, (k = 0,1,..., n). 
Considérons la fonction 
n 
z(t)= D» 66"Chrt  (d. 
k=1 


Comme x (1)>0 dans [0, 1], on a 
Iz()1< 2 Chr (4) = 2 Ci (A—8" = p+(d—t]" = 1. 
k= h= 
Donc ||z||<<1, et 


2 Cal Aux 1= 2 Cab” A" fu = 


= D Cho) = fa) FI 


k=0 
(n = 0, 1, ...), 


ce qui prouve la condition nécessaire si l’on pose M = || f ||. 

La condition est suffisante. Supposons que est la fonctionnelle 
définie sur l’ensemble {x,} par la formule (2), où zx, (&) = {". Pro- 
longeons @ à l'enveloppe linéaire de l’ensemble {x,}, c’est-à-dire 
à l’ensemble de tous les polynômes. Plus exactement, si x (t) — 


= 9 + Mt +... + nt", on posera 
fo (&) = Àokto + Ml + --. + Anbn: 


fo est définie de façon unique, puisque les fonctions z, (t) sont liné- 
airement indépendantes. 

La fonctionnelle f, ainsi définie sera de toute évidence additive 
et homogène. Nous allons prouver que la condition (10) assure sa 
continuité. 

Notons qu'indépendamment de cette condition la fonctionnelle f, 
est continue sur l’ensemble H,, des polynômes de degré << m, car H,, 
est un espace de dimension finie (les coordonnées sont les coefficients 
du polynôme), donc la convergence dans H,, est une convergence en 
coordonnées. 
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Dans les notations précédentes on aura 
fo (2) = Aux  (s, k = 0, 1, . ..). 
Considérons maintenant un polynôme quelconque x (t). Suppo- 


sons qu'il est de degré m. Soit la suite des polynômes correspondants 
de Bernstein 


an (0 = Br(z; t}= D Cäz (+) ee (ADR. (12) 
hk=0 
On sait que le degré du polynôme z, (t) est << m *) pour tout n = 
= 1, 2, ..., et comme zx, (t) est uniformément convergente vers 
æ(t) pour ñn —oo (voir Natanson [I], page 23), alors d’après la 
remarque faite plus haut 


fo (En) — fo (&), 
mais 


| fo (Zn) IS >, Cr 


hk=0 


s(+)lf er "n< 


n 
<|izll D Ci Am I<M 1x ||. 


k=0 
En passant à la limite pour nr —>oo au premier membre, on obtient 


[fo I<MIz I, 


*) Voici la démonstration de ce fait. En dérivant (12) et en remplaçant 
l'indice de sommation k par k + 1 dans la première somme, on obtient 


En — S c* [kek=1 (A—e)n-R— (n—k) th (Â—1)n-h-1] z (+) — 
k=0 
1 
De naa(s (Et) (4)]. 
k=0 


il vient par récurrence 


ñn—s 


ne =" (nr —1) (n—s+1) © Cà _ th (A— 1) k ar(+) . 
han 


+1 
z(t) étant de degré m, on a Am*iz (+) =0. donc dmtlzh 


demi =0, d'où 


il suit que zx, (t) est un polynôme de degré <me 
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ce qui prouve la continuité de f,, puisque z est un polynôme quel- 
conque. Il suffit maintenant de prolonger f, en continuité à C [0, 1] 
tout entier (cf. IV.8.2) et d'appliquer au prolongement f le théorème 
de la forme générale des fonctionnelles linéaires dans l’espace C [0, 11, 
qui dit que 


f(x)= | z()dg(t) (zECI0, 1]), 


, One 


où g (t) est une fonction à variation bornée. Ceci achève la démons- 
tration du théorème. 


CHAPITRE VII 


SUITES D’OPÉRATEURS LINÉAIRES 


Un rombre important de processus mathématiques concrets sont 
susceptibles d'être inclus dans un schéma abstrait décrit au moyen 
de suites d'opérateurs linéaires. C’est notamment le cas de la con- 
vergence des séries de Fourier et des polynômes d’interpolation, des 
formules des quadratures mécaniques, de la théorie des intégrales 
singulières, etc. 

Dans sa forme abstraite le problème se ramène généralement à 
l'établissement de la convergence d’une suite d'opérateurs linéaires, 
ou à la démonstration que les normes des opérateurs de cette suite 
scnt bornées, ou encore à d’autres problèmes analogues. 


$ 1. Théorèmes fondamentaux 


1.1. Parmi les théorèmes des suites d'opérateurs linéaires le 
théorème suivant est primordial. 


THÉOREME 1. Si une suite d'opérateurs linéaires continus {U,} 
d'un B-espace X dans un espace normé Y est bornée en chaque point, 
c'est-à-dire si 

sup || Un (&) I<oœ (xE X), (1) 
n 


alors les normes de ces cpércteurs sont btornées dans leur ensemble: 
HU,I<M (nn =1,2,...). 
DÉMONSTRATION. Commençons par remarquer que si l’on connaît 
une borne de valeurs d’un opérateur linéaire dans une bcule, soit : 
NU GI< B (x E Bs (xo)); 
on peut évaluer la norme de cet opérateur; rotamment 
Il U || < 2B/6. 


En effet, pour tout x’ tel que |! z’ [| << 4, on aura 
z = Zo + ÔT E Bs (xo). 


Donc 
I U (xo) + ÊU () 1 < B, 
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et par suite 
NU (x) 11 = 5 AU (6x) SZ ELU (&o) + EU (2°) + IV (x SE 


d’où il résulte que |! U |! < 2B/6. 
Passons à la démonstration du théorème. Supposons que la suite 
{|} Un ||} n'est pas bornée. Soit la fonctionnelle 


p () = sup [| Ur (x) Il: 


Cette fonctionnelle n'est bornée dans aucune boule, car si p (x) < B 
et x E Ps (x), alors, comme on l’a indiqué, on aurait [| U, || << 
< 2B!6, Vn = 1, .. 

Il s'ensuit que l'ensemble E, = {z EX: p(x) > k} est dense 
dans X. L'ensemble E, est ouvert, puisque si x, € E,, c’est-à-dire 

P (to) > k, alors pour un nr, on aura [| U, (x) || > k et du fait de 

la continuité de || U, , () | il vient que 1 Uh, (zx) [| >> k pour les z 
assez proches de x. 

L'ensemble E, en tant qu'ensemble ouvert et dense dans X est 
un résidu (cf. [.4.7). Or, l'intersection d'un système dénombrable de 
résidus est un résidu, donc n’est pas vide. Si 


Lo € N E,, 
k=1 


alors 
sup || VU; (Zo) [| = oo 


contrairement à l'hypothèse. 

REMARQUE. On peut affaiblir l'hypothèse du théorème en exigeant 
que (1) soit réalisée sur un ensemble de deuxième catégorie et non 
sur X tout entier (sans supposer que X est complet). 

Le théorème démontré peut être encore formulé de la manière 
suivante (principe de fixation des singularités): si 


sup || U, | = co 


il existe un élément zx, € X, tel que 
sup || Un (zo) || = co. (2) 


L'ensemble des éléments vérifiant (2) est un résidu. 

Cette formulation permet de généraliser un peu la proposition 
avancée. Soient {U()} (k, n = 1, 2, ...) des opérateurs linéaires 
continus de X dans Ÿ, et de plus 


supIU%|—oo (k—1, 2, ...). 
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Il existe alors un élément z, tel que 
sup || Un (t)ll= co (k=1, 2, ...). (3) 
En effet, l’ensemble À, des EX, tels que 
sup |U%° (x) 11= 


est un résidu, donc l'intersection À, = ui A, n’est pas vide. Il 


est clair que pour x, on peut prendre ur élément quelconque de À,. 
Cette proposition est appelée parfois principe de condensation des 
singularités. 
1.2. L'application du théorème 1 au cas où la suite d'opérateurs 
{U,} est convergente dans X, c'est-à-dire pour chaque z € X existe 


U(z)=limU, (x), (&) 


nous conGuit à un résultat important sur les suites convergentes 
d'opérateurs linéaires. Plus exactement, sous les hypothèses faites 
plus haut sur les espaces X et Y on a le 


TH£EOREME 2. Si une suite d'cpérateurs linécires continus {U,} 


converge dans X vers ur opérateur U, alors U est un opérateur linéaire 
continu, et 


HU I< lim IV, ||. (5) 
DÉMONSTRATION. Que l'opérateur U soit linéaire est évident. 
Comme Jim Un (2) [I = II U (2) I << ©, alors SUP I Un (x) I << 


<< oo et, en “vertu du théorème 1, la suite des normes {|| DA 11} est 
bornée. Donc 


NU GIE im NU, ()1< im 10, I TZ Al, 


n—+00 


d’où découlent la continuité de U et l'inégalité (5). 
REMARQUE. Notons que la convergence de U, vers ÜU en norme 


dans l’espace B (X, YŸ) peut ne pas avoir lieu, ce dont on peut s'assu- 
rer sur l'exemple: X = ll, Y = R!, U, = f,, cù 


fn (D = En (= {(&}El;, nr =1,2,...). 


fn (x) —0, bien que [lfn |! = 1 (n = 1, 2, ...). 

Le fait que la suite de normes est bornée est dans un sens notoire 
une condition suffisante de convergence de la suite des opérateurs 
linéaires. Plus exactement, on a le (cf. Banach et Steinhaus [1)) 
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THÉOREME 3 (Banach-Steinhaus). Pcur qu'une suite {U,} d’'opéra- 
teurs liréaires continus d'un B-espace X dans un B-espace Y converge 
dans X vers un opérateur linéaire continu, il est nécessaire et suffisant 


1) les normes des opérateurs U, scient bornées dans leur ensemble : 
Uni <M (nr =1,2,...); 


2) la suite {U,, (x')} soit de Cauchy quel que soit l'élément z' d'un 
ensemble D dense dans X. 


DEMONSTRATION. La condition 1) est nécessaire d’après le théorème 2. 
Le condition 2) l’est de toute évidence. 
Corditicn suffisante. Prenons un x € X et trouvons zx’ € D tel que 


Hz—z | <e. 
Pour m, n assez grands, on a 


Um (&7) — Un (D) 1 < €. 
Donc 


Ï Un (x) — Un (x) Î < Ï Um (x) — Un (x) Î + 
+ [ Un (x) — Um (x) Ï + ] Uh (x) — Un (x) << € + 
+ (Un + Un D Iz-r I < CM +1) e. 


L'espace Ÿ étant complet, il existe U (x) = lim U, (x), et d’après 
ñn +00 
le théorème 2 l’opérateur Ü est linéaire et continu. 

REMARQUE 1. Le théorème (la condition suffisante) reste valable 
si l’on remplace la convergence en soi de la suite {U, (x’)} (x € D) 
par la convergence vers U (x), où U est un opérateur linéaire continu 
donné. La complétude de l’espace Y n'est pas indispensable dans 
ce Cas. 

REMARQUE 2. La condition 2) peut être remplacée par la con- 
vergence sur ur ensemble D fondamental dars X. En effet, la con- 
vergence sur D implique la convergence sur £ (D) qui est dense 
dans X. 

REMARQUE 3. La première condition du théorème 3 peut être rem- 
placée par la condition (1) d’après le théorème 1. 


CoRoOLLAIRE. L'ensemble des points de convergence d'une suite d'opé- 
rateurs linéaires continus est ou bien de première catégorie ou bien 
l'espace tout entier. 


En effet, si l’ensemble des points de convergence était de deuxiè- 
me catégorie, d’après la remarque suivant le théorème 1 la suite 
de normes serait bornée. D’autre part, cet ensemble en tant qu'en- 
semble de deuxième catégorie est dense dans une boule, donc dans 
l'espace X tout entier, puisqu'il est muni manifestement d'une 
structure d’espace vectoriel. Le théorème 3 est valable. 
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REMARQUE 4. Les théorèmes 1 et 2 et le théorème 3 (la condition 
suffisante) restent en vigueur si l’on y remplace les suites d’opéra- 
teurs par des suites généralisées d’opérateurs. 


$ 2. Quelques applications à la théorie des fonctions 


Les théorèmes du paragraphe précédent admettent d'innombrables 
applications. Voyons quelques unes d’entre elles. 
2.1. Commençons par la convergence des formules des quadratures 
mécaniques 
b n 
| x) dtæ D Art) (aSh<h<... <tr Lb), 
a Rk=0 
utilisées pour le calcul approché des intégrai”s. Telles sont les for- 
mules des rectangles, des trapèzes, de Simpson. A ce type se rappor- 
tent également les formules plus compliquées de Newton-Cotes et 
Gauss. La théorie générale des formules de cubature a été élaborée 
par S. Sobolev (cf. S. Sobolev [II]). 
Une formule seule ne pouvant assurer une précision aussi grande 
que l’on veut, il semble naturel de considérer la suite de formules 
b n 
z(datæ D Az (Er) (1) 
h=0 
BL Le. .<<b; n—0,1,...) 


et de voir sous quelles conditions l'erreur de calcul des intégrales 
par ces formules tend vers zéro pour r —> oc. Si ceci a lieu pour une 
fonction donnée zx, on dira que les formules des quadratures mécani- 
ques (1) convergent vers la fonction x. 

La réponse au problème de la convergence de ces formules est 
donnée par le 


THEOR£ME 1 (Szegô). Pour que les formules des quaëratures méca- 
niques (1) soient convergentes pour toute fonction continue, il faut et 
il suffit que 

1) à | ASISA (n=0, 1,...); 

2) la < convergence cit lieu pour tout polynôme. 


DÉMONSTRATION. Dans l’espace C [c, &] considérons les fonction- 
nelles 


fn (x) = DATE (n=0, 1,...) 


b 


f(x) = | z(t) dt. 


a 
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On a vu au V.2.1 que 
Mall SAT (m=0, 1,...). 


Donc, la condition 1) exprime le fait que les normes des fonction- 
nelles f, sont bornées dans leur ensemble, et la condition 2) que 
fn (&) —f (x) pour x appartenant à l’ensemble des polynômes qui 
est dense dans C [a, b]. Par suite, le résultat formulé est un cas par- 
ticulier du thécrème de Banach-Steinhaus (compte tenu de la re- 
marque À qui le suit). 

REMARQUE 1. Si les coefficients A; sont strictement positifs 
quels que soient k et nr, la première condition est une conséquence 
de la seconde. 

En effet, pour x (t)= 1, d’après la deuxième condition les for- 
mules sont convergentes, c’est-à-dire 


b n 
b—a= | dt=lim > 4ÿ, 
a 
n n 
d'où il résulte que les sommes > | A | à A sont bornées. 
= k= 
REMARQUE 2. Dans la deuxième condition, on peut remplacer 
l’ensemble de tous les polynômes par un ensemble dense dans C {a, b], 
par exemple par l’ensemble de toutes les fonctions linéaires par 
morceaux, ou même par un ensemble complet dans Ca, b], par 
exemple par les puissances de la variable indépendante (cf. remar- 
que 2 suivant le théorème de Banach-Steirhaus). 
REMARQUE 3. Ce qui vient d’être dit sur les formules (1) vaut pour 
le cas plus général des formules 


b n 
fpbztate > Az (4) 2) 
a k=0 


(as <<... LED; n=0, 1, ...), 


où p (t) est une fonction sommable fixe dite fonction de poids. 

Indiquons ure méthode d'établissement de formules des quadra- 
tures mécaniques. 

Pour chaque nr — 0, 1, ... on se donne de façon arbitraire des 
valeurs #4, #%,..., 1% dans l'intervalle [a, b] et on construit le 
polynôme d'’interpolation de Lagrange P, (x; t) de la fonction x (ét), 
qui coïncide avec zx (f) aux points #0, 4”, ...,t,. On sait que 

n 


PAi(z: = D De ()z (x), 


18—0996 
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(n) 44) — On (t) 
le () (1 0, (7) 
(oh (= (#— 147) (t— 487)... GG);  k=0, 1, ...,n; 
n—=0, 1,...). 


En remplaçant la fonction x (ft) par son polynôme d’interpolation 
b 


dans l’intégrale | p (t) x (t) dt, on obtient la formule des quadratures 


a 
mécaniques : 


b 


| phz(tyateæ 3 APz(#) (AN — 


a k=0 


p@H a). (3) 


D ns) © 


Les formules obtenues par cette méthode sont dites formules d’inter- 
polation (cf. Natanson [I], page 590). 

Si la fonction x (ét) est un polynôme de degré < n, son polynôme 
d’interpolation est confondu avec elle, et la formule (3) sera exacte 
dans ce cas. Donc, si x (£) est un polynôme arbitraire, pour nr assez 
grand l'erreur de la formule est nulle, c'est-à-dire les formules 
d'interpolation des quadratures mécaniques convergent toujours 
sur l’ensemble des polyÿnômes. Donc, seule la première condition du 
théorème 1 est une condition nécessaire et suffisante de convergence 
de ces formules pour toute fonction continue. Er particulier, d’après 
la remarque 1 la convergence aura lieu si tous les coefficients 4} > 
> (. 
Ceci aura lieu si, par exemple, la fonction de poids est stricte- 
ment positive et les points to", #1”, ..., tx choisis tels que les 
polynômes ©, (£) forment un système orthogonal par rapport au 
poids £ (t). Les formules ainsi obtenues sont dites formules de Gauss. 
Elles diffèrent des autres formules par le fait qu'elles sont exactes 
pour les polynômes de degré 2n + 1 (cf. Natansor [I], page 601). 

2.2. Considérons l'espace C des foncticns périodiques de même 
période (pour fixer les idées 2x), continues, définies sur la droite 
réelle tout entière. Chacune de ces fonctions peut manifestement être 
traitée comme une fonction définie sur un intervalle {a, a + 2x] de 
longueur 2x et vérifiant x (a + 2x) = zx (c). Ceci nous permet d'iden- 
tifier C avec un sous-espace fermé de C [a, & + 2nl. 

D'où il suit que l'opérateur y = U (x) 

a+2T 


y(s)= | K(s,t)z(t)dt (sEla, a+2xl]), (4) 
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de noyau continu X (s, t), sera opérateur linéaire de € dans C. Nous 
laissons au lecteur le soin de vérifier que l’expression de la norme 
de l'opérateur Ü est 


a+2xr 
[T1 = max | IK(S, D 1dt (5) 


(cf. V.2.4). 

D'une façon générale, l’opérateur (4) envoie des fonctions pério- 
diques dans des fonctions non périodiques. Pour que U soit un opé- 
rateur de C dans C, de toute évidence il est nécessaire et suffisant 
que son noyau À (s, t) soit 2x-périodique en s, c'est-à-dire 
K (s + 2x, t) = K (s, t). Si, enfin, le noyau K (s, t) est défini sur 
le plan tout entier et est 2x-périodique en f, alors dans (4) et (5) 
l'intégration peut ctre effectuée sur tout intervalle de longueur 2x. 

Formons la série de Fourier d'une fonction continue 2n-périodi- 
que zx (t): 


z(t) + D (a cos kt+b, sin kt), 


hk=1 
27 2x 
a = | z (#) cos kt dt, bx=—+ | z (t) sin kt dt 
0 0 
(k=0, 1, ...). 


En associant à chaque fonction x(t) de C la somme partielle 


SA (x) de sa série de Fourier, on obtient un opérateur S, de C dans €. 

On sait que celte somme s'exprime au moyen de l'intégrale de 

Dirichlet : 

t—s 
2 


; 27 sin (2n + 1) 
y= Sn, (= | (0) 


0 sin 


dé, 


l—S 


2 


c'est-à-dire l'opérateur S, est de la forme (4) et de plus c'est un 
opérateur linéaire continu, puisque son noyau est continu. Montrons 
que [Sa || — co. 


En effet, d’après (5) et la périodicité du noyau 


{ 2%] sin (2n +1) = 
lSArl=5 TL  — dt — 
0 sin 
2x sin ti, H 
=+ | 2 a || le 
27 L sin + E: À sin! ’ 


18* 
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où m = 2n + 1. En utilisant les inégalités connues du cours d’ana- 
lyse 


| sin t|<|t|, sins><s (o<s<+) , 


2 
on obtient 
(2h+1)7 
; x ; m— Û | | 
_sinmet - Sin mt 
ISA | = | “sint. d> > ( smr = 
0 hk=1 RIT 
mm 
x 
; m—1 2m | . 
_ + sin mt | 
er: > | . kT d> 
k=1 0 Sin (+) 
m 
b14 PL 
mi 2m 2 hf mi 2m 2 pe 
> 1 d>+LY d> 
FH kT TR À kT FT 
k=1 tt h=1 7 tt —— 
im 
; m— 1 2, . ; m— 1 ; ; m—1i +1 à 
a TH m x { 
> D 5 m2 Dr D | Tr 
k=1 im TT ma h=2 h=2 k 
__ 1 m 
= M2; ln. 


Donc 
| 
| Sn > In 7, 


d’où résulte ce que nous voulions. 

Le théorème 1.3 nous dit qu'il existe une fonction périodique 
continue dont la série de Fourier ne converge uniformément vers 
aucune fonction. 

Les raisonnements précédents nous permettent d'établir également 
l'existence d'une fonction périodique continue dont la série de 
Fourier est divergente en tout point donné a priori. 


Considérons à cet effet la suite de fonctionnelles f, dans l’espace C : 


: sin (2n+ 1) 
fn (&) = Sn (2) (bo) = 3> - z(t) dt. 
0 sin — 
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Comme dans V.2.2, la norme de la fonctionnelle f, est définie par 


27 | sin (2n + 1 sin (2n + 4) + TZ 


1 
Îl fn = | nr er L —————— | dt 
{) SN 0 sin + 


== || Sn il, 
donc ||f, |! >, C0. Par suite, d’après le théorème 1.1 il existe un 
élément x, EC pour lequel sup |, (zo) | = oc, c.q.f.d. 


n 
Considérons maintenant un ensemble dénombrable quelconque 
e = {t,} sur la droite numérique et formons les fonctionnelles f{” : 


FD (= SG) Œn=1,2,..). 


En leur appliquant le principe de condensation des singularités on 
trouve un élément 2, € C tel que 


sup{fn ()l= co (k=1,2,...), 


c'est-à-dire une fonction x, (t) dont la série de Fourier est divergente 
en tout point de l’ensemble e. 

Du Bois-Reymond (cf. Zygmund) a le premier indiqué un exemple 
de fonction dont la série de Fourier n'est pas partout convergente. 

Si l'on traite S, comme un opérateur linéaire de L! dans L, 
I] S, || garde sa valeur précédente en raison de la symétrie du noyau 
et le théorème 1.3 nous permet de conclure qu'il existe une fonction 
sommable dont la série de Fourier ne converge pas en moyenne 
dans L!. 

2.3. On obtient une importante généralisation des résultats 
précédents en introduisant la notion d’opérateur polynomial. 


Considérons de nouveau l'espace € des fonctions continues 21- 


périodiques et désignons par É, son sous-espace composé de tous les 
polynômes trigonométriques d' ordre <n. 


Un opérateur linéaire continu Ü dans l’espace C est polynomial 
(trigonométrique) d'ordre n si 

1) U(r)EH, Vrec; 

2) EH, = U(x) =. 

Il est équivalent de dire que l'opérateur polynomial associe aux 
fonctions 2x-périodiques des polynômes trigonométriques d'ordre 
<n, ces derniers restant invariants. 

Un exemple élémentaire d'opérateur polynomial est l'opérateur 
S, étudié dans 2.2. Un autre exemple est l'opérateur associant à une 
fonction son polynôme d'interpolation (trigonométrique) construit 
sur un système fixe de nœuds. 
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On conviendra des notations suivantes. Si y = ÜÙ (x), on désignera 
par L’(x; s) la valeur de la fonction y pour s donné: par exemple 
Sn (x; 5) = S, (x) (s). D'autre part, si x ({) est une fonction de C, 
on notera zx” (t) la fonction déduite de x ({) par une translation de 
l'argument : 


D (=z(t+h). 
Il est clair que x” € C, Vh. Signalons encore qu’en vertu de la con- 
tinuité uniforme de la fonction xE Con a 
Hz — x || = max [2 (4) — zx (t) | — 0 pour k—+ 0. (6) 
t 
On peut établir des résultats généraux très importants pour les 
opérateurs polynomiaux et les suites de tels opérateurs. Ces résultats 


sont tous basés sur le lemme suivant qui relie un opérateur poly- 
nomial quelconque à l'opérateur S,. 


LEMME 1. Si U est un opérateur polynomial d'ordre n, on a l'iden- 
lité 
7 JUtis-TDdr=S,(2;5) (7EŸ) (7) 
0 


(identité de Zygmund-Marzinkiewicz-Berman). 
DEMOXSTRATION. Supposons que rx € H,, donc z* € H,. Par suite 
U(xt; s—tT) = 2 (s — T) = x (s). 
SA étant un opérateur polynomial d’ordre nr, on a 
Sa (x; s) = zx (s), 


c.q.f.d. 
Supposons maintenant que zx ({) = cos mt ou x (t) = sin mt, où 
m > n. Pour fixer les idées étudions le premier cas. On a 


x" (4) = cos m (t + +) = cos mt cos mT — sin mt sin MT — 
— x, (t) cos mt + zx, (ti) sin mt. 
Donc. si l’on pose 
Y = U(x), yes = U (x) 
(y, y2 sont des éléments de H,), alors 
UÙ (xt; s—T) = y, (s — T) cos mt + y, (S — T) sin mr. 


Or, y, (s — t) et y, (s — T) sont des polynômes trigonométriques 
par rapport à t, d'ordre <<n, donc orthogonaux aux fonctions cos mt 
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et sin mt. Et par suite 
27 
_ | U (z*;, s—71) dr = 0. 


0 


Il est évident que le second membre de (7) est nul aussi. 

L'identité (7) a donc été démontrée dans ce cas, mais comme ses 
deux membres sont additifs par rapport à x, elle est valable pour un 
polynôme trigonométrique quelconque. 

Considérons maintenant le premier membre de l'identité (7) 
et prouvons que pour s fixe c’est une fonctionnelle linéaire continue 
dans l’espace C. 

En effet, désignons le premier membre de (7) par f, (x) et véri- 
fions que la fonctionnelle f, a un sens quel que soit l’élément x € C. 


Montrons pour cela que l’intégrant est une fonction continue de +. 
On a 


LU (atth 5 s—T—h)—U (xt; s—7t)|< 
LU (ait; s—T—h)—U (xt; s—T—h)|—+ 
HU; s—T—h)—U (5; s—7) | <IU (ath— 2) | + 
LU (at; s—T—h)—U (x; s—T) [IV ||Iztth— xt || + 
HU (xt; s—T—h)—U(x; s—7+T)|. 


Pour À assez petit le premier terme est aussi petit que l’on veut en 
vertu de (6), le second aussi en vertu de la continuité de la fonction 
U (zx, 1). 
La fonctionnelle f, est manifestement additive, et comme 
PEL 


IR ze [0 (3 s—r)ldr< | IUIIId=U rl, 


alors f, est une fonctionnelle bornée. 

Si, enfin, l’on désigne g, (x) = S, (x; s), l'identité (7) exprimera 
la coïncidence des fonctionnelles f, et g,. Mais on a vu précédemment 
que ces fonctionnelles étaient confondues sur l’ensemble dense dans C 
de tous les polynômes trigonométriques. Comme f, et £g, sont des 
fonctionnelles continues, il en résulte qu’elles sont confondues sur 
l’espace C tout entier, c.q.f.d. 


THEOREME 2. L'opérateur polynomial trigonométrique d'ordre n, 
possédant la plus petite norme est l'opérateur S,, c'est-à-dire on a 
toujours 


IUIZSA > AIM. 
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En effet, l'identité (7) donne 


27 
[Sn (x) 11 = max |, (2; 5)1<-— Î max[U(rt:s—71)|[dW< 
S 0 L 


: <IIU II z II, 
d'où [1S, 1 I U II 


THÉOREME 3 (Lozinski-Harchiladzé). Si {U,} est une suite d’opé- 
rateurs polynomiaux trigonométriques, U, étant d'ordre n. leurs normes 
tendent vers l'infini. En particulier, une telle suite ne peut être conver- 


gente sur l'espace C tout entier. 


La première proposition découle immédiatement du théorème pr -- 
cédent. On déduit la seconde à partir du théorème 1.1. 

Signalons le fait important suivant, cas particulier du théorème 
énoncé. Quels que soient les nœuds d'’interpolation, il existe une 
fonction continue 2n-périodique, telle que sa suite de polynômes 
d’interpolation ne converge pas uniformément (théorème de Faber). 

Notons sans le démontrer que les propositions des théorèmes 2 
et 3 sont valables dans l’espace L'. 

Dans l’espace C [0, 1], on peut, de façon analogue, considérer 
des opérateurs polynomiaux (algébriques), c'est-à-dire des opéra- 
teurs linéaires continus de C [0, 1] dans le sous-espace H, des poly- 
nômes algébriques de degré <n, laissant invariants les éléments 
de H,. Cependant, il est plus commode d'étudier le cas algébrique 
en le ramenant au cas trigonométrique (cf. Natanson [I] page 672). 

Considérons un opérateur polynomial (algébrique) U, associant 
à une fonction continue la somme des nr premiers termes de la série 
de Fourier de cette fonction suivant un système de polynômes ortho- 
gonaux donné. En appliquant à la suite des opérateurs l’analogue du 
théorème 3 pour le cas algébrique, on arrive au résultat suivant 
(Nicolaev ait quel que soit le système orthogonal de polynômes con- 
sidéré, il existe une fonction continue dont la série de Fourier suivant 
ce système ne converge pas uniformément. 


Les théorèmes 2 et 3 ont été établis par S. Lozinski et F. Harchiladzé (cf. 
Lozinski [1], [2]). S. Lozinski a approfondi ces idées. 


2.4. Etudions le problème de la représentation des fonctions par 
des intégrales singulières. 

Soit donnée une suite {Kn (s, £)} de fonctions sommables sur le 
carré [a, b; a, b]. On dit qu'une fonction x (s) est représentable ‘par 
une intégrale singulière si la suite 


(= Ÿ K, 6 t)z(t)dt (n=1,2,...) (8) 


converge vers x (s) dans un sens quelconque. 
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Les intégrales singulières se rencontrent systématiquement dans 
divers problèmes d'analyse. Exemple: les intécrales de Dirichlet, 
Fejér, Vallée Poussin, Hilbert, etc. 

Bornons-nous aux noyaux continus et démontrons le théorème 
de D pp rene en moyenne des intégrales singulières dans l’espace 

a, b). 


THÉOREME 4. Pour que la suite (8) soit convergente vers x dans 
l’espace L', quelle que soit la fonction sommable x, il est nécessaire et 


suffisant que 


1) l If KA (st) z(t) dt—x(s) | ds ——>0 (9) 


pour tout x d’un ensemble D complet dans l'espace L''; 
b 
2) Ï1k, 6, t)IdsSM  (tEla,b]; n—1,2,...). (10) 


En effet, si l’on désigne par U, l’opérateur engendré dans l’espace 
L' par le noyau K, (s, t): 


b 
y= Un, vo) = |A, (6, 9x (0 dt 


la première condition signifie que U, (x) zx pour zED, et la 
seconde, en vertu de V.2.5, que || U, | < M. Donc, le résultat for- 
mulé est un cas particulier du théorème de Banach-Steinhaus (plus 
exactement de la remarque 2 suivant ce théorème) (cf. 1.2). 

REMARQUE 1. Dans la partie suffisante du théorème on peut rem- 
placer la condition (1) par deux plus simples. Notamment 


Bj 
| Kh(s,t) di——1 (sE]&, BIS [a, b]), (11) 


b 
[LEA 6, HldtSM (sEla, dl n—1,2,...). (12) 


On vérifie sans peine que dans ce cas, pour D, on peut prendre l'en- 
semble des fonctions caractéristiques de tous les intervalles con- 
tenus dans [a, bl. 
En effet, si z est la fonction caractéristique de l'intervalle [«, B}, 
alors pour s€ la, BI 
B A 
7, (s) = | Kn(s, ?) dt —> 1=2(s);- 


œ 
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si sé[&, B] et par exemple a<s<<a, alors 


B B œ 
2 (9= | K, (s, Dat= | AK, (s, t) dt— | Kn (8, #) dt — 1—1= 


=0=7(s). 


Donc, z, (s)—z(s) pour tous les s a, B, c'est-à-dire presque 
partout. La condition (12) permet de passer à la limite sous le signe 
b 

| K, (s, t)z(t)dt—z(s) 


a 


ds et d'établir 


b 
d'intégration dans | 
a 


ainsi que cette limite est nulle. 

REMARQUE 2. Si les noyaux K, (s, t) sont symétriques, la con- 
dition (12) est confondue avec la condition 2) du théorème, donc les 
conditions (11) et (12) sont par elles-mêmes nécessaires et suffisantes 
dans ce cas. 

Si l’on traite les opérateurs l/, engendrés par les noyaux X, (s, t) 
comme des opérateurs dans l’espace C [a, b]l, on obtient de façon 
analogue des conditions de convergence uniforme de la suite (8) 
vers une fonction continue zx (s). 

Les intégrales singulières sont étudiées de manière plus appro- 
fondie dans Dunford et Schwartz [II] et dans l’article de I. Natan- 
son [1]. | 

2.5. Voyons en conclusion la sommation généralisée des séries 


{cf. Zygmund). 
Soient 


A++... +an +... (13) 


une série numérique, {s,} la suite de ses sommes partielles. Considé- 
rons la matrice infinie 


is io Œih 
Œo: Œoo ee Œok eee (14) 
Œn1 Œn2 : Anh 
et formons la somme 
© Le. 
2 
On = ÿ ŒnRkSR (nr —= 1, 2, . )s (19) 


en supposant que toutes les séries du second membre sont con- 
vergentes. 
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On dit que la série (13) est sommée par la matrice (14) si la 
suite {0,} admet une limite finie: 
o—=limo, 


n—+œ0 
appelée somme généralisée de (13). 
Ainsi, par exemple, une méthode de sommation de Ceséro est 
caractérisée par la matrice 


[1 0 O0 ... 
1 1 
2 2 
1 4 4 
L” n n ° 
lorsque AE 
ñn 
| 
G=— » SRh 
R=1 


Au lieu de la sommation généralisée des séries, on peut envi- 
sager la détermination de la limite généralisée d’une suite en 
associant à une suite numérique donnée z—{£,} la suite 


On(r)= À ant (=1,2,...) 


et étudier son comportement pour 7—o. [Il est clair qu’on pas- 
se facilement d’un problème à l’autre. Mais, comme les suites 
sont plus commodes à étudier, nous opterons pour elles tout en 
conservant l’ancien terme de «méthode de sommation». 

[1 semble indiqué d'envisager uniquement des méthodes de som- 
mation applicables à toute suite convergente au sens usuel du terme 
et donnant une limite ordinaire pour limite généralisée. Les méthodes 
de sommalion possédant cette propriété sont dites permanentes ou 
régulières. Les conditions de permanence de la méthode de somma- 
tion, définie par la matrice (14), sont rassemblées dans le théorème 
suivant. 


THEÉOREÈME 9 (Toeplitz). Pour que la méthode de sommation définie 
par la matrice (14) soit permanente, il est nécessaire et suffisant que 
1) liimanx—=0 (k—=1,2,...); 


n—+> 
00 


2) lim D na = 1; 


n—-xw Rk=1i 


3) 2 Ian SM (n=1,2,...). 
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DEMONSTRATION. Considérons les fonctionnelles 


et 


O (x) = lim ER 


R—00 


dans l’espace c des suites convergentes. 
Dans VI.2.2 on a vu que 


O0 


Non ll= S Iœnrl (m—=1,2,...), 
k=1 


(= À ab (z={£:}; n—=1,2,...) 


[CH. vir 


donc, la condition 3) exprime que les normes des fonctionnelles o, 
sont bornées. 


Soient par ailleurs les suites 


to =(1,1,...,1,...) et 


(l'unité occupe le rang &). 
Comme 


= (0, .. 


8 


On (2) — à Œnh 


= On (zx) = nr 


On (2x) pu 0=0(zx), 


L'ensemble des éléments xs, 1, . . ., &h, . 


., 0, 1, 0, ... 


(n, k—=1,2,...), 
les conditions 1) et 2) peuvent être écrites sous la forme 


On (zo) pue 1=0 (xo)- 


. . étant complet danse, 


les conditions du théorème sont confondues avec celles du théorème 
de Banach-Steinhaus (compte tenu des remarques 1 et 2). Donc, 


les conditions 1) à 3) sont nécessaires et suffisantes pour que 


On (x) ce (x), 


or, cela signifie que la méthode de sommation est permanente. 


La matrice correspondant à la méthode de Cesäro vérifie de toute 
évidence les conditions du théorème. D'où le résultat notoire de la 


permanence de la méthode des moyennes arithmétiques (Cesaro). 


CHAPITRE VIII 


TOPOLOGIE FAIBLE DANS UN ESPACE DE BANACH 


Aux chapitres III et V nous avons eu affaire à la topologie faible. 
Dans ce chapitre on se propose d’en étudier les propriétés de manière 
plus approfondie. Au paragraphe 4, on traite un problème d'économie 
mathématique en se servant des propriétés de la topologie faible et 
du théorème de la forme générale des fonctionnelles linéaires con- 
tinues dans l’espace des fonctions continues. 


$ 1. Ensembles faiblement bornés 


1.1. Nous commençons par formuler d'importants corollaires 
du théorème de Banach-Steinhaus pour la topologie faible et la 
topologie (s)-faible. Considérons d'abord les critères de convergence 
faible et de convergence (+)-faible des suites. 

Soit une suite {f,} de fonctionnelles linéaires continues, définies 
sur un B-espace X. Si pour tout x € X existe la limite finie 


Jim fi (&)=f(&), (1) 


la fonctionnelle f est aussi linéaire et continue d'après le théore- 
me VII.1.2 et de plus f, —+ f (o (X*, X)). 

Le théorème de Banach-Steinhaus nous conduit au critère suivant 
de convergence (+)-faible. 


THÉORÊME 1. Soit X un B-espace. Une condition nécessaire et suf- 
Jisante pour que 


În — f (o (X%, X)) (2) 


est que 
1) la suite de normes {||f, ||} soit bornée; 
2) la relation (1) ait lieu pour tout x € D dense dans X. 


REMARQUE. Dans la condition 2) on peut simplement exiger que D 
soit fondamental dans X (cf. remarque 2 suivant le théorème de 
Banach-Steinhaus). 

La norme n’est pas continue pour la convergence faible, c'est-à- 
dire (2) n'implique pas || f, |[|—- || f Il. On peut simplement affirmer 
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que 
If lin || fl 
ñn +00 


(cf. théorème VII.1.2). 

Considérons maintenant la convergence faible dans X. On notera 
que l'injection canonique x de l'espace normé X dans X** est un 
isomorphisme linéaire de l'e.l.c. (X, o (X, X*)) sur l’e.l.c. x (X) 
regardé comme un sous-espace de l’e.l.c. (X**, o (X**, X*)): en 
effet, dans les deux espaces la convergence des suites généralisées 
d'éléments équivaut à la convergence pour toutes les f € X*. 

Cette remarque simple permet souvent de ramener l'étude de la 
topologie faible dans X à celle de la topologie (s+)-faible dans X**. 
Par exemple, l'application x étant isométrique, la remarque suivant 
le théorème 1 nous dit que si z,—z(o(X, X*)), alors [zx || < 
< lim ||z, ||. En se servant du théorème 1, par des raisonnements 


n+00 


analogues on obtient le 


THÉOREME 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que dans 
l'espace normé X la suite x, — x (o (X, X*)) est que 
1) sup [za | < oo; 


2) (a) f (x) pour l'ensemble des fonctionnelles f, dense (fon- 
damental) dans l'espace X*. 


1.2. Voyons maintenant les ensembles faiblement bornés. On 
dit qu’un ensemble E est faiblement borné dans un espace normé X 
si pour tout f E X* on a sup {|f(x)|: EE} < oo. 

Un ensemble ÆE est (+)-faiblement borné dans X* si pour tout 
zEX on a sup {|f(x) |: fEE}< oc. 

Il est évident qu'il y a équivalence entre l’ensemble E est 
faiblement borné dans X et l’ensemble ÆE est borné dans l’e.l.c. 
(X, os (X, X*)), de même qu'entre l’ensemble Æ est (+)-faiblement 
borné dans X* et l’ensemble E est borné dans l’e.l.c. (X*, o (X*, X)). 


THÉOREME 3. X étant un B-espace, une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un ensemble E soit (+)-faiblement borné dans X* 
est qu'il soit borné en norme dans X*. 


DEMOXSTRATION. Il nous faut simp ement prouver que l’ensemble 
(«)-faiblement borné E est borné en norme. Supposons le contraire. 
On peut alors extraire de Æ une suite {f,} telle que ||f, | > n° 
(n EN). Comme 


(<< suptl it 1EE) +0 (EX), 


alors (1/n) f, — 0 (o (X*, X)), ce qui est incompatible avec la con- 
dition 4) du théorème 1, puisque || (4/n) f, | > nr (n € N). 
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Tout comme on a déduit le théorème 3 du théorème 1, on déduit 
du théorème 2 le 


THEOREME 4. Pour qu’un ensemble E soit faiblement borné dans ur 
espace normé X, il faut et il suffit qu’il soit borné en norme dans X. 


Au chapitre III nous avons promis de démontrer ce théorème 
(cf. théorème III.3.3), mais ce n’est que maintenant que nous avons 
été en mesure de le faire grâce au théorème de Banach-Steinhaus. 
Comme tout ensemble faiblement compact est faiblement borné, 
il résulte du théorème 4 que tout ensemble faiblement compact est 
borné en norme. 

On rappelle également que la fermeture faible et la fermeture en 
norme sont confondues pour les parties convexes d'un espace normé X 
(cf. théorème III.3.2). On montrera plus bas que malgré cette pro- 
priété, la topologie faible et la topologie de la norme sont diffé- 
rentes dans un PB-espace de dimension infinie. 

Le raisonnement du début de 1.1 montre que si X est un B-espace, 
l’espace X* est (»)-faiblement séquentiellement complet, c’est-à-dire 
si pour tout x € X existe la limite de la suite de nombres {f, (x)} 
(fn € X*), alors existe f € X*, jf, —+ f (o (X*, X)). 

L'espace X ne possède pas toujours cette propriété. Un B-espace 
X est dit faiblement séquentiellement complet si l’e.l.c. (X, o (X, X*)) 
est séquentiellement complet, c'est-à-dire on a la propriété suivante : 
si pour tout f € X* existe la limite de la suite de nombres {f (x,)} 
(x, € X), alors il existe x € X tel que x, — x (o (X, X*)). La complé- 
tude (+)-faible séquentielle de X* entraîne la complétude faible 
séquentielle du B-espace réflexif X. Au chapitre X, nous verrons que 
l’espace c, n’est pas faiblement séquentiellement complet et que 
l’espace non réflexif L! {0, 1] l’est (cf. théorème X.4.9). La diffé- 
rence fondamentale entre topologie forte et topologie faible est 
exprimée par le 


THÉOREME 95. Pour que dans un espace normé X la topologie faible 
et la topologie de la norme soient confondues il est nécessaire et suffi- 
sant que X soit de dimension finie. 


DEÉMONSTRATION. La condition suffisante découle du théorème 
IV.1.2. Prouvons la condition nécessaire. De II1.3.3, il résulte 
qu’une boule de l’espace dual Bx+ est dans ce cas contenue dans 
l'enveloppe absolument convexe d’un nombre fini de fonctionnelles, 
d’où il suit que X*, donc X, est de dimension finie. 


$S 2. Théorie d’Eberlein-Smulian 


Si E est un ensemble dans un espace topologique X, il est sus- 
ceptible de posséder trois propriétés, proches de celle de compacité 
(cf. T.2.7). Rappelons-les. 


288 TOPOLOGIE FAIBLE DANS UN ESPACE DE BANACH [CH. VIII 


1) Æ est relativement compact, c'est-à-dire l’adhérence E est 
compacte. 

2) E est relativement séquentiellement compact. c'est-à-dire 
toute suite de £ contient une suite partielle convergeant vers un point 
de X : 

3) Æ est relativement dénombrablement compact, c’est-à-dire 
toute suite de £ admet un point limite dans X. 

Dans le cas général on a les implications suivantes 1) = 3) et 
2) = 3). Dans 1.5.1 nous avons prouvé que les propriétés 1) à 3) 
étaient équivalentes si X est un espace métrique. Nous établissons 
ici un fait analogue si X est un B-espace muni de la topologie faible. 
On remarquera tout de suite qu’un ensemble faiblement compact 
n'est pas nécessairement métrisable. Considérons en effet un B-espace 
X réflexif non séparable (par exemple un espace hilbertien muni 
d'une base non dénombrable). Sa boule Bx est faiblement compacte, 
mais si elle était métrisable pour la topologie faible, elle serait 
faiblement séparable d’après le corollaire 1 du théorème 1.5.2, et 
fortement séparable en raison de sa convexité. X serait donc séparable 
contrairement à l'hypothèse. 

L’équivalence des propriétés 1) à 3) pour la topologie faible a été 
prouvée au terme de plusieurs années d'efforts de nombreux mathé- 
maticiens. La principale contribution ayant été faite par Smulian 
et Eberlein (dans les années 40), il nous a semblé naturel d'appeler 
cet important chapitre de la théorie des B-espaces, théorie d’'Eberlein- 
Smulian *). Notre exposé suit R. Whitley et H. Cohen. 


LEMME 1. Soient X un B-espace, Ÿ un sous-espace de dimension 


finie de X**. JT existe alors un ensemble fini {fn}m=1: || fm || = 1 
(m = 1,2,...,n) d'éléments de X*, tel que pour tout F € Y l'on ait 
max {| Fm) l:1S<m<nr}> 1/21 I (1) 


DÉMONSTRATION. La sphère unité de Ÿ étant compacte, elle admet 
un 1/4-réseau fini {Fm}m—1 (|| Fm || = 1,m = 1,2,...,n). Choisis- 
sons des éléments fn € X*, || fm || = 1 dans X*, tels que | Fh Gn) | > 
> 3/4 (m —=1,2,...,n). Prenons F € Y et prouvons (1). On peut 
admettre que F 0. Pour la fonctionnelle F/|| F || il existe alors 
Fm tel que [| FF | — Full 1/4 On a 
LE rm) ZUNE UT Em Om) 1 — NET Em Om) — EN E 1) Em) 1 > 

> FIL Fm Em) 1 NE INF [| — 
— FnN>34NFI—44NFI=1421F 1, 
d'où l’on déduit (1). 


LEMME 2. Soit E un ensemble relativement faiblement dénombrable- 
ment compact dans un B-espace X. Désignons par E, la © (X**, X)- 


*) Voir historique dans Dunford et Schwartz [I]. 
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adhérence de l’ensemble x (E), x: X — X** étant l'injection canonique. 
Alors E; est o (X**, X*)-compact et pour tout point F € E, il existe 
une suite {x,} © E telle que x (x) = F pour tout point limite faible 
x EX de cette suite. 


REMARQUE. Il est évident que la suite {r,} du lemme 2 possède 
un point limite unique. 


DEMONSTRATION. L'ensemble ÆE étant relativement dénombrable- 
ment compact, pour tout f € X* l’ensemble f (E) est un ensemble 
relativement compact de scalaires. Il s'ensuit que £E est faiblement 
borné et par suite fortement borné (théorème 1.4). Donc, l’ensemble 
E, est o (X**, X*)-compact d'après le théorème d’'Alaoglu-Bourbaki. 

Soit F € E,. Construisons la suite cherchée {z,} par récurrence. 
Choisissons f, € X*, ||f, || — 1. Comme FE E,, il existe x CE, 
tel que 

[CE — x (x) Gi) 1< 1. 


L'espace Y, engendré par les fonctionnelles F et F — x (x) 
est de dimension finie. D'après le lemme 1, il existe des vecteurs 
fs + «+ ., fnçey de norme 1 dans X*, tels que! 


max {|GGm) |: 2<m<k(2)}> 1/211G || 


pour tout G € Ÿ,. En utilisant encore le fait que F € Æ;, nous pouvons 
trouver 2, € Æ, tel que 


max {| (F— x (xe)) Em) |: 1 <m<k(2)} < 1/2. 

En appliquant le lemme 1 à Y; = £ (F— (x), F —n(x),F), 
on trouve des points fyço)+1s + + -» fnçsy de norme 1 dans X®*, tels que 
max {| G Gm) |: k(2)<m<k(G)}2121GI 

pour tout G € Y:. 
Comme FE E,, on trouve zx, € E tel que 
max {| (F — x (x2)) Um) |: 1 mL k (3)} < 1/3. 


En poursuivant ce processus, on obtient la suite {r,}© Æ 
vérifiant les relations 


max {|G (fm) |: k(n—1)<m<k(n)}21/211G | (2) 
pour tout GEY, = L(F—n(x,), F—-n(x:), ..., F), où 
fm E X%, [fm Il = 1 et 

max {|(F — 5 (23)) (fn) |: 1 <m<k(n)} < 1/n. (5) 


Soit x E X point limite de la suite {x,} pour la topologie faible 
(de tels points existent puisque ÆE est relativement _faiblement dé- 
nombrablemeñt compact). L'’enveloppe linéaire £({x,}) fermée 
19—0996 
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(pour la norme) étant faiblement fermée, x € £ ({x,}). D'où 


F—n(r)eF-L({n(m)}) LUF, F—n(x), 
..) F—7(zn),...}), 


où l’adhérence est considérée par rapport à la norme dans X**. 
D'après (2), pourtout GE Z({F,F—n(x),...,F—n(x;),...} 
on a 
Sup |GGm) 12 1211G Il 


Donc, ceci est également vrai pour tout G appartenant à l’adhé- 
rence de ce sous-espace, et notamment pour F — x (x). D'après (3), 
pour m fixe on a 


[(F — x (tn) Um) | < 1/p pour nr 2 k(p) > m. 
Alors 
[CF — x (x) Om) 1 LE — 7 (an) En) | + fm GŒn — D 1 < 
< LP + | fm (En — 2) |, 


pour n > k (p) > m. Comme zx est un point limite faible pour {z,}, 
pour tout V => m il existe un » tel que 


lfmŒn—DI<AN et n>k(N) >m. 


Pour un tel x,, on a (puisque k (N) > m, on peut convenir plus 
haut que p = N 
[CF — 7 (tn) Om) | + fm (En — 2) | < 2/N. 


Donc, N étant arbitraire, on obtient (F — x (x)) (fm) = O0 pour 
tous les m € N. Comme 


1/2 11F — x (x) I< sup TE — x ()) Em) 1 = 0, 


on a F —nt(x), c.q.f.c. 


THÉOREME 1. Soit E un ensemble dans un B-espace X. Les proposi- 
tions suivantes sont équivalentes : 

4) E est relativement faiblement compact; 

2) E est relativement faiblement séquentiellement compact ; 

3) E est relativement faiblement dénombrablement compact. 


DÉMONSTRATION. 1) => 2). Prenons une suite {x,} d'éléments de £ 
et désignons par Ÿ l’enveloppe linéaire fermée de l’ensemble {z,}. 
D'après le corollaire 3 du théorème I11.3.2, l’ensemble Æ fN\ Y est 
relativement compact pour la topologie faible de l’espace séparable Y. 
Le corollaire du lemme V.7.1 nous dit que l’adhérence faible de 
l'ensemble ÆEf} Y est faiblement métrisable. Donc, d’après le 
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théorème 1.5.2, il existe une suite partielle z,, —zx (0 (Y, Y*)) et 
par conséquent Zn, —>2z (6 (X, X%)). 

2) => 3) est évident. 

3) = 1). Désignons par E, la o (X**, X*)-adhérence de l'ensem- 
ble x (£) et par £, la o (X, X*)-adhérence de l’ensemble £. Le lemme 
2 nous dit que £, est contenu dans x (X) et est o (X**, X*)-compact. 
n étant un homéomorphisme pour les topologies faible et (+)-faible 
(cf. 1.1), x (£.) = E,, donc Æ, est faiblement compact. 

REMARQUE. Si E est relativement faiblement dénombrablement 
compact, pour tout x appartenant à l’adhérence faible de E il existe 
une suite {x,} © £ telle que x, —zx (o (X, X*)). 

En effet, d’après le lemme 2 il existe une suite {7,} € E admet- 
tant x pour unique limite. D'après le théorème 1, l’ensemble E, 
est faiblement compact. Or, une suite possédant un point limite 
unique dans un espace compact converge vers ce point (corollaire 
du lemme 1.2.2). Donc z, —zx (o (X, X*)). 


COROLLAIRE. Scit E un ensemble dans un B-espace X. Les proposi- 
tions suivantes scnt équivalentes: 

1) E est faiblement compact ; 

2) E est faiblement séquentiellement compact ; 

3) E est faiblement dénomtreblement compact. 


DÉMOXSTRATION. 1) = 2) er vertu du théorème 1, quant à 2) = 3} 
elle est évidente. 

3) =- 1). Une suite convergente possédant un point limite unique 
(sa limite précisément), £ est faiblement fermé en vertu de la remar- 
que qui suit le théorème 1. Le théorème 1 nous dit maintenant que Æ 
est faiblement compact. 


$ 3. Convergence faible dans des espaces concrets 


Dans ce paragraphe nous allons voir ce que signifie la convergence 
faible d’une suite d'éléments dans les B-espaces LP (T, ©, u) et C (K). 
3.1. Prouvons d’abord le lemme. 


LEMNME 1. Supposons que 1 << p < 2. Il existe ne constante stricte- 
ment positive c telle que pour tous les u réels on ait 


i1+u 21 + pu + c8 (u), 


»* 


où 
JuF, lul<1. 
(= À op ju 1. (2) 
DÉMONSTRATION. Soit la fonction 
x (u) = 11 + ul — 1 — pu 


19% 
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) 
vu) = 
Comme 


(1+u)P—1— pu __ p(p—À) 
u? 7 4.2 


(4—+u)P — 1 — pu —1 
| u [P oo! 


lim v(u) = lim 


tu —0 
lim y (u) = lim 
u — co u — 00 


il existe Ô > 0, A0 et c > 0 tels que 
v(u)>c pour |u|<6ô ou |u|> A. (3) 
On a par ailleurs 
x (&) =plirul sign ({ +u)—p, x'Ww)=pp—-1}1+u 2 
(& % —1). 


Comme Y” (u) > 0 et x’ (0) = 0, la fonction y (u) admet un mini- 
mum unique pour u = 0. Or # (0) = 0, donc x (u) > 0 pour ô < 
< |u | << Aet par suite & (u) > 0 pour les u indiqués. En réduisant 
au besoin le nombre c trouvé plus haut, on peut admettre que 


vu >ce (G<Iul< A). 


Ceci et (3) nous donnent ce que nous voulions. 

3.2. Dans certains espaces, la convergence faible de la suite 
{z,} vers x et la convergence de la suite des rormes || z, || —{|| x || 
entraînent la convergence en norme de la suite {z,} vers z. 


THÉOREME 1. Pour qu'une suite {x,} converge en norme vers x dans 
l'espace réel LP (T, E, u) (1  p << ), il est nécessaire et suffisant 
que 

4) Zn — zx faiblement ; 

2) [tn Hz. 

DEMONSTRATION. Les conditions 1) et 2) sont évidemment néces- 
saires. Prouvons qu'elles sont suffisantes. On rappelle que du fait 
que (L?P)* = L? ({/p + 1/q = 1), la convergence faible x, —+z 
signifie que pour tout y € L1 


ECOLES ETCTTOLT 
Posons À, = {tt ET: xt) = 0}. Admettons que 1<p <2 et 


utilisons l'inégalité (1) du lemme 1. En remplaçant dans cette iné- 


n(t)—zx(t . 
ER pour t 6 À,, on obtient 


P Zn (t)— 2 (D Zn (t)—z(t) 
Z1+p z (t) +0 | z (t) ). 


galité u par 


Zn (1) 
z (t) 
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Multiplions l'inégalité obtenue par |zx(£) |P et intégrons. Il 
vient - 


fin Pau> 12) ldu+ | 120) Pan + 
T 


Ao T 


+p | 120015 sign 2 (6) (zn (#)— 2 (0) du + 
T 


+e | Ir(pe(ÆteO au (4) 


z (t) 
T ‘ Ao 
Désignons par y l'élément 
y (#) = (t) [Pr sign z (4) 


de L® et par f la fonctionnelle linéaire correspondante sur LP, et 
mettons l'inégalité (4) sous la forme 


e | I:HPe( LEO + [ir oras 


T Ao A0 _ nn 
[za IPN x + p (()— f (&n))), 


d’où l’on voit, compte tenu des conditions du théorème, que l’expres- 
sion du second membre, et donc les deux intégrales du premier 
membre de la dernière inégalité tendent vers zéro. 

Si A5 = {(tETNAo Imb—rzO1Z>zlz(bl}, A42= 
= {ET A5: |lzn (t)—z(t)|<|zt(t) |}, alors d'après la défi- 
nition de la fonction 6 (cf. (2)) on peut écrire 


| Irmpe(rdO ae (az Pau+ 
T\Ao A} 


+ |IrOP 212) du (6) 
An 
On a vu que le premier membre de (5) tend vers zéro pour r —+ co. 
Dorc, les deux intégrales du second membre de (5) tendent vers 
zéro. 


D'autre part, vu que | x, (t) — x (é) | << | x (é) | sur l’ensemble 
A}, l'inégalité de Hôlder rous donne 
Î [Zn (t)—zx(t) | du < | x (6) Pa ()—z(t)| du = 
An 47 
= | [Lx (£) 271 | Zn (£) — z(t) |] | z (t) 77° dus 
An 


<[ f:0P24120-20Pa4l"T (is@Paæl", 
An 


” 
An 
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c'est-à-dire 


Î Len (#)— 2 (17 du — 0, 

An 
puisque le premier facteur tend vers zéro et le second est borne. 
Donc 


{ [Ta za | + [tn (t)— zx (#)1P du —— 0. 
TVA A, À; 


On a en définitive 
fimt)—z (Pau | 1202 @1Pdu+ Îizn (17 du 0 
T T Ae À, 


ce qui prouve la convergence de la suite {z,} vers z. 
Si p > 2, au lieu de l'inégalité (1) il faudra se servir de l'iné- 
galité 
[1+uP2>1+pu+elul, (1°) 
dont la démonstration peut être calquée sur celle de (1). En portant 
u= En ee) dans (1”) pour té 4,, en multipliant par [zx (t) |” 
et en intégrant on obtient 


[xs GIPdU> | In (t)|P du + [12 ()1P du + 
T À, T 
+p|1z (IP signz(é)(rzn ()—z(t))du+c [ [Ta (£)—z(#)|P du. 
T TA 
Si x et f gardent leur signification précédente et si l'on désigne 
c' = Â/min (1, c), on obtient 


Len (9) — 2 (2)1P due” (1 za IP — 1 2 P + p (Ce) — Fan), 
T 


d'où il suit que x, zx er norme dans L?. 
3.3. Etudions la signification de la convergence faible dans 
LP (T, Z,u) À < p< 0). 


THÉOREME 2. Pour qu'une suite {x,} soit faiblement convergente 
vers x dans l'espace LP (T, ZE, u) (1 < p << co), il est nécessaire et 
suffisant que 


1) sup[[z, || < co; 


2) | za (9 du (z(#) du, VAEZ(p). 


A A 
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DEMOXSTRATION. L'ensemble {#41: À € Z (u)} étant fondamental 
dans LP (cf. IV.3.4), le théorème 2 est un cas particulier du théo- 
rème 1.2. 

On voit de la démonstration que la condition 2) n'est pas vérifiée 
pour tous les À € Z (u) mais pour un ensemble de parties dont les 
fonctions caractéristiques forment un ensemble fondamental dans LP. 
En particulier, dans LP (a, b) il suffit de considérer l’ensemble des 
parties À — [a, sl, où a < s< &, et dans 1°, l’ersemble de toutes 
les parties À composées d’un point, autrement dit la condition 2) 
se transforme alors en convergence en coordonnées. 

3.4. Considérons maintenant la convergence faible dans C (K). 


THÉORÈME 3. Pour qu'une suite {x,} soit faiblement cuniergente 
vers x, dans l’espace C (K), il est nécessaire et suffisant que 

1) |zæ CG) | << M pour tous lstE K (nREN); 

2) zh (t) rot) pour tout tE K. 


DEMONSTRATION. Il est évident que les conditions 1) et 2) sont 
nécessaires. En effet, d’après le théorème 1.2 sup |! x, || = M << oo, 
donc |zh ()|< M. 

On prouve que 2) est nécessaire de la manière suivante: pour 
tE K fixe considérons la fonctionnelle f, 


fe (x) = x (à) 
dans l’espace C (Æ). La convergence faible x, —z, entraîne 
fe (&n) —+ fe (&o), 


ce qui n'est autre que la condition 2). 

Ccnditior suffisante. Nous utilisons le théorème VI.3.1 relatif 
à la construction de l’espace C (X)*. D’après ce théorème il faut 
prouver que pour toute fonction œ € rea (ÆK) on a 


Î &n (8) dep —+ | 0 (4) dep. (6) 
k K 

Vérifions que la relation a bien lieu. 

On a la majoration 


RÉNCE ES ETOL CES NERO TIC CU 
K K K 


où |œ | est la variation totale de @, mesure sur Æ. Cette mesure 
étant finie, la fonction identiquement égale à M est sommable 
relativement à cette mesure. Le théorème de Lebesgue nous dit que 
le second membre de (7) tend vers zéro, d’où l’on déduit (6). 

Les théorèmes I11.3.2 et 3 entraînent un intéressant 
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COROLLAIRE. Supposons qu'une suite {x, (t)} de fonctions continues 
soit bornée et converge en chaque point d’un compact K vers une fonction 
continue Zo (t). Îl existe alors des combinaisons convexes y, (t) — 


— $ Aÿ zx (t) telles que la suite {y, (t)} converge uniformément 
vers z (£). 


3.5. Nous avons montré plus haut (cf. théorème 1.5) que si la 
topologie faible est confondue avec la topologie de la norme, alors 
le B-espace est de dimension finie. Nous allons exhiber ur exemple 
d'espace de dimension infinie dans lequel la convergence faible 
d’une suite entraîne la convergence forte. Ceci montre que l'étude 
des suites est insuffisante pour l’étude de la topologie faible. 


THÉORÈME 4 (Schur). Pour les suites la convergence faible dans 
l’espace |! est confondue avec la convergence en norme. 


DEMONSTRATION, Supposons que Zr —>Z0 faiblement. En rem- 
plaçant x, par x, — zx, on peut admettre que z, —0 faiblement. 
Il faut alors prouver que || x, || —-0. Supposons le contraire. Admet- 
tons qu'il existe une suite partielle {x, } telle que 


lim [Iz,|—/>0. (8) 
R—00 


La convergence faible n'est pas violée par un passage aux suites 


TZ 
partielles ; en remplaçant au besoin zx, par Em | on obtient encore 
nm 
une suite convergeant faiblement vers zéro et dont les normes de 
tous les éléments sont égales à l'unité. 
On peut donc admettre que la suite donnée {x,} satisfait aux 
conditions suivantes: 


Zn 0 faiblement dans |! (9) 
et 
Hz l=1 (n=1,2,...). (10) 
Supposons que x, —(E@),E 50, ,,,,80),...). Soient les fonction- 
nelles /, : 


fn (D = En = {Eh}; k=1,2,...). 
D'après (9) on doit avoir ÿ» (x) —— 0, c’est-à-dire 


HU ——0 (k=1,2,...). (11) 


Posons maintenant M © = 1. On &: 


à DRE ET Zn, | = 1. 


h=1 
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Il existe donc un p, > 0 tel que 


Pt 
DIE > 8/4. 


Supposons qu’on ait choisi des entiers 1 = m < n: € 


see n; 
et O0 = p, << py <...<p;, de sorte que 


Ps-1 
Ds I<14 (s 
et. 


Ps 
à [Es > 3/4 (s=1,2,...,)j) 
Rk=P_ti 


(13) 
D'après (11) il existe un n,:, > n,, tel que 


LA 


EC] << 1/4. 


R 


1 


Cette inégalité et (10) nous donnent 


où 00 PJ} 
Ÿ EC = Ÿ En) — Ÿ [EU] > 3/4, 
hp ;+1 k=i k=i 


et par suite on peut exhiber un p;+,1 > p,, tel que 


Pj4i 
D) JE] > 3/4. 
h=p;+1 


Le raisonnement effectué nous montre qu'il existe deux suites 
{= <nh:<... et O0 = pop, <<... d’entiers, telles que 
(12) et (13) sont vérifiées pour chaque s = 1, 2, ... 

Posons maintenant 


a (n,) 
m=signé* (p-a<k<Lp,; k, s—1, 2, ...). 


La suite {n.} € 1® donc dans l'espace I! on peut envisager la fonc- 
tionnelle linéaire f,: 


fo(z)= D mx (ze {E)). 
Res! 
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Minorons la quantité fo (Zn): Comme |n4 | < 1, on obtient 


œ Ps 
(ns) (ns) 
1 fo (Zn) | = | à Ex * [>| DES | — 
Ru=i R +1 


”Ps-1 
Pe—1 co Ps 
(n.) (n) (n,) 
— Sim Ù Im l> Ù l&°1|— 
hæ] Ræp,+1 —Ps-1 
Ps1 co Ps 
(n) (n,) (n,) 
— DIE DZ 1 1=2 À Ex 1—lzn, ll: 
Remi kR=P,+1 =P_yti 


Donc fo (n,) > 1/2 en vertu de (10) et (13), ce qui contredit (9). 


3.6. Considérons maintenant la convergence faible dans un espace 
hilbertien H. 


Comme chaque fonctionnelle linéaire f dans H est de la forme 
fa) =( y) GEH) 
(cf. V.3.2) la convergence faible x, 2x, signifie que pour tout 
yEeH 
(&ns Y) > (Go, y). 


Le fait (prouvé plus haut pour l’espace LP) que la convergence 
faible et la convergence des normes entraînent la convergence en 
norme s'établit très simplement pour un espace hilbertien. En effet, 
Si Zn ZX) faiblement et de plus |[z, | —{||x ||, alors 


Zn — Zo À = (Gn — To Tn — Lo) = 


— (Zn; Zn) + (os Zo) — (Zn; Zo) — (Zn, Lo). 
Or 


(Zn: Lo) —+ (Zo, Lo), 
donc 
Î Zn — Zo || — 0. 


Pour le contenu de ce paragraphe voir essentiellement Banach. La faible 
convergence dans L' a été étudiée par Hilbert. Le théorème de faible convergence 
dans l'espace C [a, b] figure dans Riesz [2]. 


$ 4. Un problème de déplacement de la masse 
et l’espace normé engendré par lui 


4.1. L'analyse de quelques problèmes d'organisation et de plani- 
fication de la production a amené Kantorovitch [5] à étudier une 
importante classe de problèmes d’extrémums de dimension finie, 
auxquels l'application des méthodes de l'analyse mathématique 
classique a donné peu de résultats. Ces recherches ont abouti finale- 
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ment à l'apparition d'une nouvelle discipline mathématique, appelée 
programmation linéaire. 

Le déplacement d'une masse est un problème directement lié 
au problème élémentaire suivant de programmation linéaire, qui 
est largement utilisé dans la planification des transports ferroviaires, 
routiers, aériens, maritimes et fluviaux. 

Problème de transport. Les composantes du vecteur 


P = (Pa ...s Pm) (1) 


{plus exactement {leurs modules) caractérisent les volumes de pro- 
duction (pour 4, < 0) ou de consommation (pour ; > 0) d'un 
bien homogène dans m origines 4 € K = {1,2,...,m}. On suppose 
que le volume total de consommation est égal au volume total de 
production, c’est-à-dire 

Di Pa = 0. (2) 


REK 


Le plan de transport est défini par le choix de la matrice 


b=lViliierx, VduyZ>0. iCEK, jEX, (3) 


dont les éléments représentent les quantités de bien acheminées de 
chaque origine i en chaque destination j. Il est évident que la quan- 


tité de bien acheminée vers toute destination k sera égale à D) 
iCK 
et la quantité emportée de k égale à ÿ ŸLy. Or, cela signifie que 
& 


J 
la matrice (3) définit le plan de transport si sont réalisées les rela- 
tions de bilan suivantes: 


> Vin— 2 Vs = Pur EX. (4) 
iCK JEK 


Le coût de chaque plan de transport (3) est défini dans le modèle 
considéré par la formule 


Tb)= D D ribi (5) 


iEX j€K 


où r;, sont des quantités positives données caractérisant le coût 
du transport d’une unité de bien de à en j. 

Donc, l’ensemble des plans admissibles de transport est défini 
par l’ensemble Y, des solutions positives (3) du système d'équations 
linéaires (4). Quant au plan + € W, le plus économique, dit plan 
optimal, que l’on cherche c’est celui pour lequel le coût (5) est 
minimal. 

En utilisant les résultats généraux de la théorie de la program- 
mation linéaire (ou moyennant un raisonnement direct) on vérifie 
sans peine que le problème d’extrémum posé admet toujours une 
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solution. De plus, un plan admissible de transport (3) est optimal 
si et seulement si existe un vecteur u = (uw, u:, . . ., u,) tel que 


Uj— U <K Tij iEK, jEKX, (6) 


et de plus ;;(ùu; —u; — r;;3) =0, iEK, jE K. Cette dernière 
relation signifie que si un plan admissible de à: en j présente des ;; 
non nuls, la condition correspondante dans (6) doit être réalisée 
comme une égalité. [l importe de noter que le critère d'optimalité 
indiqué permet de construire des algorithmes *) efficaces dont la 
réalisation sur Calculatrice permet de résoudre des problèmes de 
transport comportant plusieurs milliers d'origines et de destinations. 

En conclusion de ce préambule faisons quelques remarques sur 
le problème de transport envisagé et prouvons une proposition qui 
nous sera utile plus bas dans le problème de déplacement d’une masse. 

Les composantes du vecteur (1) peuvent de toute évidence être 
mises sous la forme 


Pa = PE — Pro kEK, 
où 
(COS — Max {0, Pr} Pr = —min {0, Ph }s px + Pr — | Pr |. 


D'après (2) les quantités 
p'(K)= Dog, p(K)= S qi 
kEK REK 


sont confondues et égales à la demi-somme des valeurs absolues des 
composantes du vecteur (1). 
Considérons maintenant la fonction 


v(b)= > D pi (7) 


iEK jEK 
et montrons que pour toute matrice Ÿ € Y, on a 


uv (4) > p* (X), (8) 
qui se change en égalité si et seulement si 
Diba=ph ZVuy=pR kEX. (9) 
ie jeK 
En effet, de (4) et puisque les éléments sont positifs il suit 
D buy, DS bu>pr 4EK. (40) 
icK JEK 


*) Les algorithmes de cette nature ont été proposés pour la première fois 
dans le travail de Kantorovitch et Gavourine [1] (ce travail écrit en 1940 est 
cité dans l’article de Kantorovitch [6]). 
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En sommant les premières ou les deuxièmes inégalités sur tous 
les À € K on obtient l'inégalité (8) annoncée. Il est clair que l'égalité 
a lieu si et seulement si sont satisfaites les relations (9). 

Remarquons encore que la minoration (8) de la fonction (7) a 
lieu sur l’ensemble WY,, c'est-à-dire l’ensemble des matrices (3) 
vérifiant les conditions (9) n’est pas vide. Ces conditions sont réali- 
sées, par exemple, pour la matrice 

dpt sen Vie, iEK, jEK. (11) 


LEMME 1. Si dans le problème de transport considéré les quantités 

positives ri; vérifient l'inégalité 
Tu LTih F This iCK, jEX, kEK, (12) 

il existe un plan optimal de transport (3) pour lequel est réalisée l'égalité 
dans (8). 

DEMOXSTRATION. Considérons des ensembles fermés bornés non 
vides 

Vi = (HE V lv() <v}, vElp*(K), +ool. 

Les fonctions (5) et (7) étant continues, il existe pour chaque v > 
> + (X) une matrice w, € Vo, telle que 


T(p)=min{t(t): 4€ Vo}, 
v(p)=mint(p: pee, T(p)=T(p)}. 
On demande de prouver que si la condition (12) est réalisée pour 
toutes les matrices 4, € Yr, on a l'égalité 
v (tb) = p* (K). (13) 


Supposons que l'inégalité stricte est réalisée dans (8) pour une 
matrice = %,. Pour un k, € X on doit alors avoir les inégalités 
strictes dans (10). D'où l'existence de i, € K et j, € K tels que € — 


— min AUS Yrolo} > 0. , , k . ne 
Considérons la matrice # € W, déduite de la matrice initiale 
dt =%, par la substitution suivante: 


Vioio = Vioio FE Vicho = Vioho Es loi = Vi, — Ee 
On a pour cette matrice 
T(P)=T(p)+E (ri —ricne — Thoje) LT (P), 
v(ÿ)=v(p)—e, 


ce qui contredit le choix de la matrice #, € W,. Cette contradiction 
montre que les égalités (13) sont réalisées pour tous les v € [g* (X), 
—+oo{, d'où le lemme. | 
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REMARQUE. Du lemme prouvé il suit que si r;; vérifient les rela- 
tions (12), la condition (4) peut être remplacée par la condition plus 
stricte (9). 

4.2. L’analogue infinidimensionnel du problème de transport a 
été considéré pour la première fois dans le travail de Kantorovitch [6] 
(cf. aussi Kantorovitch [8], Kantorovitch et Rubinstein [1], [2]). 


Problème de déplacement d’une masse. L'ensemble fini des 
origines est remplacé par un compact métrique arbitraire À muni 
d'une métrique r ({f, s) caractérisant le coût du transport d’une unité 
de masse d'un point t € X en un point s € X. L'’analogue du vecteur 
(1) vérifiant la condition (2) est une fonction œ o-additive définie 
sur la tribu Æ des boréliens de X, dont la variation positive @} (Æ} 
est confondue avec la variation négative &_ (X), c’est-à-dire telle que 


p (&) = p+ (K) — p- (K) = 0. (14} 
On rappelle que (cf. [.6.3) pour e € # 
p+ (e) = sup {pU'):e EP, e Ce}, 
p- (e) = sup {—p(e’): e EF,e Ce). 


Pour chaque e € & les quantités @+ (e) et æ- (e) sont interprétées 
respectivement comme les quantités demandée et disponible de 
masse sur e. La condition (14) a donc le même sens que la condition 
(2) dans le cas d'un rombre fini de points. 

Le plan de déplacement de la masse sur Æ est déterminé par le 


choix d’une mesure finie % définie sur la tribu & des boréliens du 


compact À — K X K. La mesure de l’ensemble e X e’,oùe,e € @, 
désignée plus loin par œ (e, e”), représente la quantité que l’on envi- 
sage de transporter de e en e”’. Un tel plan est admissible s’il vérifie 
les relations de bilan 


PK, e)—v(e, K)=ç(), eE, (15) 


semblables aux relations (4) du problème de transport. 

Comme plus haut, on désignera par W, l’ensemble des déplace- 
ments admissibles &. Il semble naturel de calculer le coût total de 
chaque déplacement à l’aide de l'intégrale double 


t(p)= Î re sdp(s, 9. (16) 


K 


Donc, le déplacement optimal cherché est caractérisé par la fonc- 
tion b € W. qui minimise (16). 

On montrera plus bas que le problème d’extrémum posé admet 
toujours une solution, et on verra que le critère de déplacement opti- 
mal diffère peu de celui du problème de transport. Il s’avère qu'ün 
déplacement admissible € W, est optimal si et seulement si 
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existe une fonction u: À +R, telle que 
u(s)—u(t)<r(,s),, tEK, sEK, (17) 


et de plus u (s) — u (t) = r (t, s) si (£, s) appartient au supp Ÿ de la 
mesure 4 *), c’est-à-dire si pour deux voisinages arbitraires e, et e, 
des points t et s on a les inégalités strictes 4 (e,, e.) > 0. 

Arrêtons-nous sur un problème datant de deux siècles (cf. Kan- 
torovitch [8)). 

En 1781 déjà, l’éminent mathématicien G. Monge posait le 
problème suivant de déblai-remblai: décomposer deux volumes 
égaux en particules infiniment petites et les mettre en rapport de 
telle sorte que la somme des produits des chemins par les volumes 
des particules déplacées soit minimale. 

En étudiant ce problème Monge a élaboré la théorie géométrique 
des congruences. Quant au problème proprement dit, il a émis 
l'hypothèse que les chemins cherchés sont des normales à une famille 
à un paramètre de surfaces. 

Le problème de Monge a par la suite occupé d'autres mathéma- 
ticiens et mécaniciens de renom. Cependant la démonstration rigou- 
reuse de cette hypothèse ne sera donnée qu’un siècle plus tard, en 
1884, par P. Appel, dans un mémoire de 200 pages. Bien que l’auteur 
ait réussi plus tard à simplifier la démonstraticn, celle-ci n’en est 
pas moins restée fastidieuse et se basait sur des théorèmes délicats 
du calcul des variations déjà développé à l'époque. 

Or, la démonstration de l'hypothèse de Monge, et ce pour une 
plus vaste classe de problèmes de déplacement d’une masse, peut 
être obtenue comme un simple corollaire du critère de déplacement 
optimal énoncé plus haut. Nous prouvons d’abord une proposition 
auxiliaire. 


LEMME 2. Supposons qu'une fonction u: K —R vérifie la con- 
dition (17) et soient des points t,, s, et z, de K tels que 


u (So) — u (to) = r (to, So) = r (Los Zo) + Fr (Zo, So)- (18) 
Alors l’ensemble 
U:, = {:EK |u(z) = u (2)} (19) 


est situé entre deux sphères, passant par z, et centrées en t, et so. En 
d'autres termes, les inégalités 


T (Lo, 2) >= r (Lo, Zo); r (z, So) >= r (20, So) 


sont vérifiées pour tout point z E U.. 


*) Pour la définition de support de la mesure de Borel voir Halmos. 
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DEÉMONSTRATION. En vertu de (17), on a 
u (20) — u (to) << Tr (los Zo)s  U (So) — U (20) Fr (2os So): 
Ceci et (18) entraînent 
u (20) — u (to) = r (lo, Zo)s  U (So) — u (20) = r (20; So): 
D'où, d’après la condition (17), l’on déduit pour tout point z € U., 
r (lo 2) Zu (2) — u (to) = & (20) — u (to) = r (to Zo); 
r (2, So) > u (So) — u (z) = u (So) — U (20) = Fr (20, So), 
c.q.f.d. 

Le critère d'optimalité nous permet maintenant d'affirmer que 
le théorème de Monge-Appel est valable pour tout problème de dé- 
placement de masse sur un compact convexe dans un espace eucli- 
dien ou un espace hilbertien quelconques. De plus, si le déplacement 
admissible défini par la mesure 14 € W, est optimal nous pouvons 
prendre pour condition nécessaire l'existence d'une famille à un 
paramètre de surfaces x (z) = const, correspondant à la fonction 
u: K +R du critère d'optimalité. En effet, si l’on transporte un 
bien de ?{, en ss c'est-à-dire (to, So) € supp w, alors l'intervalle 
lo, Sol est, d’après le lemme 2, confondu pour tout z € Ît,, sl avec 
la normale à la surface correspondante (19). 


Une autre particularité du problème de Monge est que pour 
fonction o-additive @: # —®R vérifiant la condition (14) on prend 


pe =u(éeNnN—-u(ENM, ee, 


où u est une mesure fixe (la mesure de Lebesgue), M et N des ensem- 
bles mesurables donnés tels que x (NW) = u (M). Cependant nous ne 
nous sommes pas servis de cette particularité dans la démonstration 
du théorème de Monge-Appel. 

4.3. Pour démontrer les propositions énoncées relativement au 
problème de déplacement d’une masse, nous commencerons, suivant 
les travaux de Kantorovitch et Rubinstein [1], [2], par étudier l’espace 
vectoriel normé engendré par ce problème en raison de son intérêt 
intrinsèque. En particulier, on obtiendra incidemment une impor- 
tante caractéristique de convergence (+)-faible des fonctionnelles 
linéaires dans l'espace des fonctions continues sur un compact mé- 
trique. 

Soient un compact métrique À muni de la métrique r (f, s) et la 
tribu © de ses boréliens. Dans le B-espace rca (X) des fonctions 
o-additives æ: # —R *) considérons l’ensemble plus étroit D, (F) 
des fonctions vérifiant la condition (14). Associons à toute mesure 


+) Signalons qu e toute fonction o-additive finie d'ensemble, définie sur 
la rs des boréliens d’un compact métrique K, est régulière (cf. 
Halmos 
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borélienne finie 9 sur À (= K X K}) la fonction 
p()=+(K,e)—+(e, KA), eEæ, (20) 


qui satisfait visiblement à la condition (14) et appartient donc à 


l'ensemble ®, (#). Par ailleurs, quelle que soit ® € ®, (#) pour la 
fonction *) 


p*(e, e) = ER, cg, ER, (21) 


on à 
Ÿ* (KH,e) — ÿ* (e, K) = pr (e) — p-(e) =p(e), eEP, 
c'est-à-dire l’ensemble Y, des mesures + € Ÿ (@) vérifiant la con- 
dition (20) n’est pas vide. 
Il est immédiat de vérifier que pour les ensembles Y, indiqués 
on a les relations suivantes: 
Vos + Vos = (bi + bal € Von 2€ Pol © Fotos (22) 
0EVo, AVo={ApE Foj= Vip À > 0. (23) 
De plus, pour obtenir l’ensemble W.. il suffit de remplacer chaque 
fonction de l’ensemble Ÿ, par la mesure « transposée » 4#T, où 
ŸT (E) = + (ET), ET = {(t, s): (s, t)E EŸ, pour tout borélien 
E € K. En particulier 
YT(é,e)—#(e,e,), eeæ, e E 8. 
Donc 
Vo {pl pE Vo} = (Fo) - (24) 


Il est facile de prouver maintenant que la fonction positive 
définie sur ®,(®) 


lplk= inf c(p)= inf [re s)dp(s, s) (25) 
VETo ver, à 
vérifie les axiomes de la semi-norme : 
AP Îk = Al], (26) 
Il Pa + Pa Île << 1 Pa le + Pa lle (27) 


En effet, l'inégalité (27) découle de l’inclusion (22) et de l’addi- 
tivité de la fonction (16). Quant à l'égalité (26), pour À > 0 elle 
résulte de (23) et de l’'homogénéité de la fonction (16), et pour À € 0, 


*) Cette fonction se construit d'après le même principe que la matrice 
admissible (11) du problème de transport. Elle correspond à un transport dans 
lequel la masse _(e) existant sur chaque borélien e est distribuée proportionnel- 
lement aux demandes p,(e’) sur tous les e’ € 8. 


20—0996 
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de (24) si l’on tient compte du fait que 
ra)= fr, sdps, 9= [r(s, D ap(s, D=r(p). 


ms nd 


K K 


On montrera plus bas (cf. remarque 1 suivant le théorème 1) 
que la fonction (25) vérifie aussi la condition 


I@lk = 0 = = 0, (28) 


c'est-à-dire est une norme dans ®, (#8). Cependant la vérification 
de ce fait, pour des raisons de commodité, viendra après l’établisse- 
ment de quelques propriétés de l'espace OT (@) traité provisoire- 
ment comme un espace topologique muni de la topologie engendrée 
par la semi-métrique *) p; (qu, @e) = || Qi — Pe Ik **). Plus bas 
on prouvera que cette topologie est une topologie d'espace normé, 
mais formellement on n'utilisera pas ce fait. Il nous faudra donc 
convenir de la terminologie dans ce cas. 

On dira qu'une suite {,} est fortement convergente vers 


(et l’on notera w, A F) Si [|Pn — ? Îk —-0: On désigne par (OX (3))* 
l'ensemble des fonctionnelles linéaires sur D, (#), continues pour 
la convergence forte. On dira que la suite {g,} est faiblement con- 
vergente vers (et l’on écrira @, --- œ) si L (p,) — L (p) pour tout 
LE (D (8°. 

4.4. Nous démontrons quelques propositions auxiliaires. 

On rappelle que le support suppw+Ÿ de la mesure Ÿ est composé 
des (t, s) € À X K tels que + (e,,e,) > O pour tout voisinage e, et 
e, des points correspondants. Les supports supp @ des fonctions 
po Erca (X) sont constitués, eux, des points { € K, dont tout voisinage 
e, est tel que max {p+ (e,), p- (e:)} > 0. Ce qui signifie que 


supp @ = (supp +) U (supp p-) 


et est confondu avec le plus petit fermé F € K vérifiant la con- 
dition @(e) = m(efN F), eE ?. 


LENME 3. Pour toute fonction @q € OT (@) on a les majorations 
suivantes : 


Ip Ik < P+ (K)-max {r (f, s): t E supp p., s € supp +}, 


pk < + (&) diam (supp ®), 
où diam (supp œ) désigne le diamètre de l'ensemble supp p dans K. 


*) La semi-métrique vérifie tous les axiomes de la métrique sauf que 
p (x, y) — 0 entraîne x — y. La topologie engendrée par une semi-métrique se 
définit comme celle engendrée par une métrique. 

#**) Cette métrique est souvent appelée métrique de Kantorovitch-Rubin- 
stein. (Vote du rédacteur.) 
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DÉMONSTRATION. Il suffit de remarquer que pour Ja mesure v* € 
€ W,, définie d’après (21), on a 


d* (X, K) = p- (X) = p+ (K), 
supp Ÿ* = (supp -) X (supp p+). 
Donc 


lplk= inf r(per(p)= | [rte s) dpt (, s<p+(k) x 
VETY KK 


xX max{r(f, s): tEsupp®., sEsupp p+}<®+(Æ) diam (supp y), 
c.q.f.d. 

Les majorations précédentes nous permettent maintenant d’éta- 
blir d'importantes propriétés des ensembles 


SY—= {pE D, (8): p+ (K) + œ- (K) < v}, (29) 


dont la réunion sur tous les v > 0 est confondue manifestement avec 


D, (#). Considérons à cet effet dans rca (K) l'ensemble ® (&) 
des fonctions à supports finis, c'est-à-dire l'enveloppe linéaire des 
fonctions élémentaires 

0 pour tée, 


Pr (e) = { 
dont les supports sont des ensembles à un point. 
Soient les ensembles 
D(8)=D(8)N0(8), S=SNnT(?). 
Les fonctions élémentaires de ®,(#) sont 
Pts — Ps — Pi, (30) 
pour lesquelles lorsque t £ s, on a 
SUPP Pis — Ur Shs  (Prs)+ = Pas  (Prs)- = Pe 
et par suite, d’après le lemme 3, 
Îl Pre ir < (Prs)+ (K) diam (supp 4) = r (é, s). (31) 


L'enveloppe Sn des fonctions (30) est confondue de toute 
évidence avec D,(#) tout entier. 


LEMME 4. Quels que soient x > 0 et e >> 0, il existe dans Sy un 
e-réseau fini relativement à la semi-ncrme (25) *) dans S». 


1 pour tEe, 


DEMONSTRATION. Mettons le compact donné Æ sous la forme K — 


= Ù e;, où les boréliens non vides e; sont tels que ef e; = @ 


1=1 


*) Un e-réseau pour une semi-métrique se définit comme pour métrique. 
20% 
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pour i =£ j, max (diam e,) << e/(2v). Fixons un point ft; dans chaque 
e;, un point arbitraire t, dans K et un entier naturel 


> diam X. 
Considérons maintenant l’ensemble P des vecteurs entiers 


P — (P1 . Pm), (32) 


vérifiant la condition 
m m 
21 +1 2 Pl<av 


et montrons que les fonctions 


p= > qu PEP, (33) 


qui leur correspondent et qui appartiennent évidemment à S+ Cons- 
tituent l'e-réseau requis. 
Commençons par associer à chaque fonction @ € S? la fonction 
p= 2 plaque 2 @ (ei) que, (34) 
de $Ÿ et vérifions que 
Lo — pk < e/2. (35) 
À cet effet, considérons dans ®, (®) les fonctions - 
Pi (e) — cn e;) — p (ei) Pt; (e), e E D, L — 1, . M. 


Leurs supports sont contenus dans les adhérences des e; correspon- 
dants, donc 


diam (supp ps) diam <=. 


De plus 
(qu)+ (&) = (qi)+ (ei) < P+ (1) + p- (ei) 


et par suite, en vertu du lemme 


oil 1P+e) + pe (ei). 
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Or 

me m 
lp—glk=]X ef, SX lo lk< 

| issi 


<< D Lee) +p-(a)] = (p+(K)+p- (AIS, 


ini 


c'est-à-dire la majoration (35). 
Il reste maintenant à trouver pour la fonction (34) un vecteur 


pEP tel que la fonction (33) qui lui correspond satisfasse à la 
condition 


NP—PIk <<. (36) 


Posons pi = sicy, à = 1, 2, ..., m, où s, — sign  (e;) et c, sont 
les parties entières des quantités positives q | ® (e;) |. On a alors 


Stnl+| D nle Da+l À ; Lap (er) — Pi 


<> a+ À | gp (e:) — pi | -ÿ + > [glp(e)1—cl= 


LS 


= q D lp(e)1<g à 2 Lo+ (e)+9-(e)1<gv, 


c'est-à-dire le vecteur (32) appartient à l’ensemble P. Montrons que 


la fonction (33) correspondant à ce vecteur vérifie la condition requise 
(36). En effet 


IL p— plk=| > Le (1) —#] Ptot 


L<S [oten—22|1quelle 
i= _ 


4 . - ; 
<T diam X S [g | p (ei) —cl<— diam K<+ 


i=1 
Ce qui achève la démonstration du lemme. 


COROLLAIRE 4. L'ensemble linéaire D(®) est partout dense dans 
l'espace D; (8). 


COROLLAIRE 2. Pour que deux fonctionnelles linéaires continues soient 
confondues sur l'espace OT (@) il suffit qu'elles prennent les mêmes 
valeurs sur toutes Les fonctions (30). 
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LEMME 5. La convergence forte et la convergence faible dans 
D; (%) coïncident pour les fonctions de SŸ. De façon plus précise 
Si {Pa}n=1 CSS, alors p, —> p si ef seulement si ph -->@o. 


DEMONSTRATION. La convergence faible découle visiblement de la 
convergence forte sans condition subsidiaire. Supposons maintenant 
QUE Pr --+ Po, Pn E SY. Si la fonction p, ne convergeait pas forte- 
ment vers @, il existerait pour un & => 0 une suite partielle {@h, } 


telle que | 
(| Pny — Po ILkZ2e, k=1, 2, ... 


D'après le lemme 4, on peut sans restreindre la généralité admettre 
que cette suite partielle est de Cauchy. Il existe donc un k, tel que 


[LQny — Dry, IE 


pour tous les 4 => k, *). Le théorème de Hahn-Banach affirme 
l'existence d’une fonctionnelle L € (®* (#))*, telle que 


NLI=T, L(Eny,— Po) = Pas, — Po llr. 
Pour tous les 4 > k,, on a alors 
L'(Pn, — Po) = L (ny, — Po) + L(Pn, —Pn,,)22E—E—E, 


ce qui contredit la convergence faible de , vers @,- Cette contra- 
diction achève la démonstration du lemme. 


LEMME 6. Quels que soient ® E D, (8) et bEY, on a 


Ÿ (K, &) > + (4) = p- (K), 
l'égalité étant réalisée si et seulement si 


(Ke) = p+(), ve, A)=9-(), e€Z. 


DEMOXSTRATION. Un fait analogue est démontré dans 4.1 pour le 
problème de transport. En reprenant ces raisonnements et en rem- 
plaçant certains points par des ensembles e € & et les sommes finies 
par des intégrales, on obtient le résultat voulu. 

4.5. Trouvons maintenant la forme générale des fonctionnelles 
linéaires de ®t(%#). Considérons à cet effet l'espace Lip (X) des 
fonctions u: À —R vérifiant une condition de Lipchitz, c’est-à-dire 
telles que 


… u(s)—u(t) 
|] ve ||Lip = re Es CO. 


*) La démonstration est exactement la même que pour un espace métrique. 
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Il est évident que cet espace est semi-normé et de plus 
lu [lui = 0 ut) = const, zEX. (37) 
Pour obtenir un espace normé il faut considérer le quotient de 


Lip! (X) par le sous-espace des fonctions constantes ou bien se 
borner à l'étude d'un sous-espace vectoriel, par exemple 


Lip! (X, to) = {u € Lip! (X) Ju (to) = 0}. : 


Le théorème qui suit exprime que l'espace normé Lip’ (X, to) 
est linéairement isométrique à l'espace (O: (&))* des fonctionnelles 
linéaires continues dans OT (@). 


T£ortuæ 1. La fonctionnelle additive et homogène 


Lu(p)= fut)dp(h, pEDi(E), (38) 
X 
associée à u € Lip! (Æ), est continue et de plus 
Lu = 1 fui *) (39) 


Inversement, quelle que soit la fonctionnelle linéaire continue L 
dans ®t(#), il existe une fonction u € Lip! (K) telle que L = L,. 
De plus cette fonction est définie à un facteur additif constant près. 


DEMONSTRATION. Pour tous les u € Lip! (ÆX), @ E ®t (æ), VE Y 
on a 


Lu (p= u(ap= | u(ap(K, —[utdr(t, &)= 
K K K 


= [ut)dp(s )—[utap(, = [(@(5)—u()dp(, 9< 


K K 


mA 


<luliup | rG, dpt, s)=Ilullupt (4). 


K 
Donc 
Lu (p) LIU [lui infger, T (p) = 11 lip 1 Ir. (40) 
Par suite, la fonctionnelle (38) est linéaire et de plus 
Lu ISA [rip (41) 


Pour obtenir l'inégalité inverse il suffit de considérer les fonc- 
tions élémentaires (30) pour lesquelles 


La (que) = | u (2) dre (2) = u (5) —u (#). 


K 


*)HZLul= sup{l Lu(pl:lplhk< 1}. 
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Compte tenu de (31) on a 


_u(s)—u (8) Lu (Pts) 
Es SSP Tele SU Lu ll (42) 


L'égalité voulue (39) résulte de (41) et (42). 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème nous fixons un 
point t, € À et nous associons à chaque fonctionnelle ZL € (OT (#))* 
la fonction 

u(t)= Lux), tEX. 
Pour tous tets€CkKona 
L'(pte)= L (Pres — Pit) =u(s) —u (t), 

u(s) —u(t) = L(pu) < IL I Pro le < IL Ir (6, s). 

Donc 


lu [lip = Sup 
t#s 


u € Lip: (X) 
et 


L (Pre) = Lu (Pr) = u(s) —ut(t), tEK, s EX. 


Le corollaire 2 du lemme 3 nous dit que les fonctionnelles L et L,, 
sont alors confondues. 

La dernière assertion du théorème sur le choix arbitraire de la 
fonction zu résulte de (37) et (39). 

REMARQUE 1. En utilisant l’inégalité (40) on peut montrer main- 
tenant que la semi-norme (25) est une norme. 

Considérons à cet effet une fonction non nulle ® € ®, (&) et la 
partition correspondante - du compact X en boréliens K?% et Æ7 
disjoints, tels que 

pr(e)=p(eNKe), p()=—-p(enke), eE8°). 

La fonction p étant distincte de zéro, on a + (K) = p+ (X%) > 0. 
En vertu de la régularité de œ., il existe un ensemble fermé F € 
 X% tel que p+ (F) > 0. Prenons 0 € << !/,p+ (F) et utilisons 
l'égalité p- (F) = 0 et la régularité des fonctions @+ et p- pour 
trouver un Ô = Ô (e) >> 0, tel que pour un ô-voisinage de l’ensemble F 


F,={tEK: r(t, F)=minri(t, s)<ô} 
ser 
l’on ait 
p- (Fe) Le, p+ (Fa XF) < e. 
I] est aisé de voir que la fonction 
Ô—r(t, F) pour tE Fa, 
u (t) = 
0 pour t6Fs 
*) Voir théorème 1.6.2. 
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vérifie une condition de Lipchitz et [| u [lip 1. En vertu de (40} 
on a alors 


lplk>lulwloh>Le(p= |u(ép= | u(r dp= 


Ve Fy 
_ ETC dog; — | u (0) dp. 
Fg Fg 
Comme 
—0 pour tEF, 
TG F) | L$ pour 1€ XF 
il vient 


Qu(r)dp=8ps(Fe)— | r(t, Fap> 
Fe Fé 
> 0p+ (Fo) — Ôp, (FIXP) > Ô[p: (Fes) — e]- 


| u (t) dp_<ôp- (Fs) < 6e. 
Fs 


Donc 
pk > 6 [p+ (Fe) — 2e] > 0, 


c.q.f.d. 
REMARQUE 2. Pour tout M © K, chaque fonction w € Lip! (M} 
est la restriction à d’une fonction u € Lip! (X) de même norme. 
En effet, la fonction x est prolongeable en continuité à l’adhé- 
rence M de l’ensemble M. Ensuite, la fonctionnelle linéaire définie 
par la fonction obtenue sur l’ensemble 


E={peœ(#): suppq =} 


est prolongeable avec respect de la norme à l’espace OT (@) tout en- 
tier. On obtient en définitive une fonction de Lip! (X) qui ne diffère 
que par un facteur additif constant de la fonction voulue. 

REMARQUE 3. Outre le compact métrique À, muni de la métrique 
r (t, s) considérons maintenant le compact métrique À” = X, muni 
de la métrique r’ (t, s) = Î{r (t, s)]*, où « € 10, 1]. L'espace normé 
correspondant Lip! (Æ”, ?,) est confondu manifestement avec l’espace 
Lip® (X, to), dans lequel 


u(s)—u (t) 


u||,,._.œ«— su . 
l Lip + [r (4, s)] 
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Donc, ce dernier est linéairement isométrique à l'espace '(O; (#x))* 


des fonctionnelles linéaires de O®; (# x). 
Montrons maintenant le critère d’ optimalité cité dans 4.2. 


THÉORENME 2. La mesure 1 € W, réalise l'égalité 


tp) = 1 Il (43) 
si et seulement si existe une fonction u: K — “3, telle que 
u(s)—u(t)<r(,s), tEX, sEK, (44) 
et 
u(s)—u(é)=r(é, s) pour (t, s) E supp. (45) 


DEMONSTRATION. Pour toute mesure € Ÿ, et toute fonction 
u € Lip! (X) de norme |[|u [|up < 1 on a 


TO= Îr(e, s)dp(e, > |(u(s) —u(#)) dp(, 5) = 


K K 
= (u(s)dp(K, 9— [u( ave K)= [ut)dp=L (y) (46) 
K K 

Lu (®) <@lk <T(b). (47) 


Supposons maintenant que pour une mesure + € Ÿ, on ait trouvé 
une fonction u: À — R vérifiant les conditions (44) et (45). Alors 
dans (46) l'égalité est réalisée pour cette fonction. Ceci et (47) entrai- 
nent (43). 

Inversement, supposons que (43) est réalisée pour une mesure 
WEW,. Le théorème 1 et le théorème de Hahn-Banach affirment 
l'existence d’une fonction uw € Lip’ (X) de norme || u [|uiy — 1 telle 
que L,, (®) = || |l.. Il est équivalent de dire que cette fonction 
vérifie (44) et réalise l'égalité dans la première inégalité (47). Donc, 
il y a égalité dans (47) et par suite dans (46). Or, cela signifie que la 
fonction uw satisfait à la condition (45), d’où le théorème. 

Ce théorème entraîne notamment que les t-normes des fonctions 
élémentaires @, ,€ DT (#) coïncident avec les distances r (£, s) 
des points correspondants. En effet, quels que soient ft, et s, de X, 
pour la fonction 


Vsal(ee)=p() pale), 6€, ee, 
de ous on a 
SUPP tes = (to: So)}: T (tes) — | L (£, S) dYtes, (£, S)=—r (bo, So) 
K k 
et les conditions du théorème sont réalisées par la fonction 
72 (t) = Fr (to: t), 4 € K. 
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Cependant plus importants sont les corollaires formulés plus 
bas et que l'on vérifie grâce à la remarque 2 et au lemme 1 de 4.1. 


CoRoLLaIRE 4, Soif K€ K un ensemble fermé. Supposons que 
pour une fonction ED (8 K) On ait trouvé une mesure ÿ€ Ÿ= telle 
que 


OR ACOL ICE 


K K 
Alors pour une fonction œ(e)=(ef K), eÉPx, de D; (PK) et une 
mesure 


p(e,e)=v(enk,e NE), CB kr: eEPFK; 
de Y, on a l'égalité analogue : 


rt) = (| r (£, 5) dp(£, s) =11@ ll, 
K 


et de plus 


plk=11@ Il. 


COROLLAIRE 2. Si une fonction @ E OT (@) admet un support fini, 
dans l'ensemble Y, il existe toujours une mesure 4 telle que + (db) = 
= ||qlil. et de plus 


Ÿ (X, K) = P+ (Æ) = @- (Æ), 
c'est-à-dire 
(A, e) = p+r(e), ve, A) =p-(e), eE &. 


La dernière assertion est valable aussi pour les fonctions € 
€ ®t (8) à supports infinis. Mais pour prouver ce fait nous aurons 
préalablement besoin d'établir une relation entre une t-norme et la 
convergence (*)-faible des fonctionnelles linéaires dans l’espace C (X). 

4.6. Nous savons déjà (cf. théorème VI.3.1) que l’espace (C (Æ))* 
des fonctionnelles linéaires continues dans C (X) est linéairement 
isométrique au B-espace rca (X). Si une suite {p,} de rca (Æ) con- 


verge (+#)-faiblement vers q,, on écrira: @, ---@,. On remarquera 
que la convergence (+)-faible de {p,} vers mp entraîne celle de 
Prn(K)—%Ço(K). Par ailleurs, dans rca (Æ) on notera la norme 
de par ||p{l, c est-à-dire || @ | = p4(ÆX)+p_(X). Du théorème 1.1, 
il suit que si On -—+ Po il vient 


I Poll Lim [| pn Slim || Pn || 00. (48) 


316 TOPOLOGIE FAIBLE DANS UN ESPACE DE BANACH (CH. VIII 


D'autre part, chaque ensemble (+)-faiblement fermé M dans 
rca (X) est (°)-faiblement séquentiellement complet (cf. 1.2), c’est-à- 
dire si les fonctions mp, € M sont telles que pour tout z E C (X) les 


intégrales | z dp, sont convergentes, alors elles sont (+)-faiblement 
K 

convergentes vers une fonction , € M. Ceci concerne notamment 

l’ensemble rca, (X) de toutes les mesures € rca (X), le sous-espace 

D, (8) € rca (K), ainsi que les boules fermées 


S° = {pE rca (K): [lp |] < v} 
de rayon quelconque v € [0, + col et les boules fermées dans ®, (æ): 


S3 = {PE D (8): Ip < v}, 


que nous avons rencontrées dans 4.4. À noter encore que l’espace 
C (Æ) étant séparable (cf. théorème IV.4.3), les boules SV et Sÿ 
sont (+)-faiblement séquentiellement compactes (cf. théorème I.7.6). 

L'espace rca (Æ) est d’un grand usage en théorie des probabilités, 
en géométrie et dans d'autres disciplines mathématiques. La con- 
vergence (+)-faible joue dans cet espace un rôle bien plus important 
que la convergence forte. Ceci s'explique premièrement par la com- 
pacité (+)-faible des boules SY et, deuxièmement, par le fait que 
la norme de rca (X) s'avère trop grossière dans l'étude de pas mal de 
problèmes. Cette norme n’est pas liée directement à la métrique 
initiale r ({, s) et la topologie engendrée par elle dans X. Pour cette 
raison la mesure de voisinage définie par cette norme pour les fonc- 
tions de rca (X) n’est pas toujours compatible avec la notion intuitive 
de ce fait. Par exemple pour t  t, la v-norme de la différence q, — 
est égale à deux, indépendamment de la distance r (t, t,) de t à to. 
De plus, dans les applications il n'est pas toujours commode de 
manipuler la topologie (+)-faible dans rca (X), car celle-ci n'est 
pas métrisable. La +-norme est susceptible d’être plus utile dans de 
pareils cas. 

Pour les fonctions € ©, (&), en plus de la convergence forte 


> et de la convergence (+)-faible ®_. dans l’espace rca (Æ), il existe 


encore la convergence forte —> et la convergence faible --- dans 
l’espace D (8). La dernière est plus faible que la (+)-faible, car la 
condition de Lipchitz n'est pas vérifiée par toute fonction continue. 
Donc, pour les fonctions de ®, (&), on a compte tenu de (48) 


Pa ne Po > SUP Ï Pa [| LH OO, Pn——-— Fo- (49) 


D'autre part, d'après le lemme 5 de 4.4, il vient: 


(pa) SS, Pn = Po {Pr} E SV, Pr an Po- (50) 
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LEemME 7. Si une suite de fonctions p, € SY est de Cauchy pour 
une t-norme, elle converge (°)-faiblement vers une fonction mo € SY. 


DÉMONSTRATION. L'ensemble SY étant (+)-faiblement séquentiel- 
lement compact, pour prouver le lemme il suffit de vérifier que la 
suite considérée {p,} © SY ne peut admettre plus d’un point limite 
{-)-faible. De (49) et (50) il résulte que chaque point limite (+)-faible 
de la suite {p,} est également pointt-limite de cette suite. Or, comme 
cette suite est de Cauchy pour la t-norme, elle ne peut admettre plus 
d'un point t-limite. Ce qui démontre le lemme. 


THLOREME 3. L'ensemble SY est t-compact quel que soit v € [0, col. 
De plus les trois types de convergence sont confondus pour les fonctions 
de SY figurant dans (49) et (50), c'est-à-dire 


T 
Pn = Po > Pn — + Po > Pn —> Po- 


DÉMONSTRATION. Les assertions du théorème résultent immédiate- 
ment du lemme 7 et des relations (49) et (50). 


COROLLAIRE. Une suite de fonctions @, E rca (K)converge (+)-faible- 
ment vers une fonction p, si et seulement si sup || a || << oo, mn (K)— 
— Po (X) et pour un (donc pour tout) point t, € K lesfonctionsp, = 
=Qn — Pn (K) mr, de D, (@) sont T-convergentes vers la fonction 
Po — Po — Po (Æ) pr. 

REMARQUE. D'après le lemme 3, qui a été prouvé dans 4.4, pour 
toute fonction ED,(#) on a 


1 
Iplhk<- diam XII. 


D'autre part, les normes || || et || ® |L ne sont de toute évidence 
équivalentes que pour des compacts finis X. D'où il suit que, si un 
compact Æ contient une infinité de points, l’espace normé ® (@#;) 
n'est pas complet. Cependant, en raison de la t-complétude de l’en- 
semble SŸ, on peut se dispenser de la complétion de cet espace dans 
beaucoup d'applications. 

Les propriétés de convergence (+)-faible citées sont essentielle- 
ment utilisées pour prouver que le problème de déplacement d’une 
masse admet une solution pour toute fonction initiale o € D, (&). 
Il est aisé de voir que la convergence (+)-faible w, — Vo 
dans rca (K), K—KXK, entraîne la convergence (+)-faible 
Da (K, +)“ po (K, +) et n(-, K)-=-#(-, K) dans rea (K). On 
désigne par || b|| la norme de la mesure Ÿ dans rca (X). 

THÉOREME 4. Quelle que soit la fonction ® E D, (), il existe dans 
l'ensemble Y, une mesure 1, telle que x (b) = || p | et de plus 


DK, K)=q+(K)=p-(K)=+IpIl (51) 
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c'est-à-dire 
Y(X, e) = p+(e), de, KÀ) = p-(e), eE &. (52) 


DEMOXSTRATION. Soit une fonction arbitraire ® € D, (&). D’après 
le lemme 4 on peut construire pour elle une suite de fonctions , € 
€D(#) à supports finis, telle que 


pa llllpl,  qn—>9. (53) 


D'après le théorème 3, cette suite sera aussi (+)-faiblement con- 
vergente vers la fonction ®. 

Les fonctions æ, possédant des supports finis, d’après le corol- 
laire 2 du théorème 2, il existe pour chacune d'elles une mesure 
Ÿn € LI telle que + (ÿ,) = || a Îk et de plus 


[bn = Vin (K, K)= (pr) (K) = (Pn). (K)= + ln il (54) 
c’est-à-dire 
Ÿn (À, €) = (n)+ (e), VYn (e, À) = (pn)-(e), eE Z. 


L'espace C (K ) est séparable, puisque X est un compact métrique 
(cf. théorème IV.4.3). Donc, les ensembles bornés dans rca (À) — 
= C (Æ)* sont relativement compacts et métrisables pour la topolo- 
gie (+)-faible (cf. théorème V.7.6). D’après (54), de la suite {#,} on 
peut extraire une suite partielle {ÿ,,} (+)-faiblement convergente 
vers une mesure , et de plus 

Ip im [tn 11/21 1l: (55) 


k—oo 


Montrons que la mesure Ÿ vérifie l’assertion du théorème. 
Tout d’abord on a vu que la convergence (+)-faible des mesures 
Yn, VerS entraîne celle, dans rca (X), des suites de mesures 


(En, (K, -)} et (fn, (+, K)} respectivement vers ÿ(Æ, -) et ÿ(-, &). 
De plus , 7.9. En passant à la limite (+)-faible dans les 
relations _ 
Ya, (X, +) — Pn, (°: K)=n,; 

qui résultent de la définition des ensembles LUE on obtient 

Ÿ (4, )—%Ÿ (:, K) — @, 
c'est-à-dire la mesure 1 appartient à Ÿ,. La réalisation des relations 
(51) et (52) découle de (55) et du lemme 6. Enfin, l'égalité 

tb) = 11 /Îhk 

se déduit à partir des égalités + (ÿn,) = || ®n, lk Par passage à la 
limite compte tenu de (53). Le théorème est entièrement prouvé. 
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REMARQUE. De ce théorème il suit notamment que si dans le 
problème initial de déplacement d’une masse, on remplace la con- 
dition (15) par la condition plus forte (53), c'est-à-dire si l’on rétrécit 
la classe de déplacements admissibles, le problème ne subit pas de 
changement. 

Notons en conclusion que les résultats relatifs au problème de 
déplacement d’une masse et l’espace normé engendré par lui datent 
des années 50. 

Par la suite ils ont été à maintes reprises utilisés, notamment en 
théorie de l’information, en théorie ergodique, de même qu'ils ont 
été complétés et développés dans diverses directions par de nombreux 
auteurs (voir par exemple S. Krein et Y. Petounine [1], Rubinstein 
[1] à [3], Verchik [1], [2], Friederichs [1], Rvatchev [1]. Soudakov 
[1] et Ekhlakov [1] ont obtenu d’intéressants résultats sur l'existence 
de transports optimaux à densités dans le problème de déplacement 
de la mesure de Lebesgue. Lévine [1], [3], [4] (voir également l’article 
antérieur cité dans ces travaux) étudie de cas où X est un compact. 
quelconque, r (t, s) une fonction continue positive sur À X XÆ.Cepen- 
dant, même si la fonctionnelle (25) n’est plus une norme dans D, (&), 
il n'empêche que de nombreux résultats restent valables dans cette 
situation plus générale. Notons certains d'eux. Considérons le 
problème, dual du problème de déplacement d’une masse, qui con- 
siste à maximiser la fonctionnelle 


| u (t) de (56} 


K 


sous les co: traintes (17) sur u € C (K). Désignons par À la valeur 
optimale du problème de déplacement d’une masse, c’est-à-dire la 
borne inférieure de la fonctionnelle (16) sur l’ensemble des mesures 14 
vérifiant (15). Désignons par B la valeur optimale du problème dual, 
c'est-à-dire la borne supérieure de la fonctionnelle (56) sous les con- 
traintes (17). Il est aisé de voir que le critère de déplacement optimal 
contenu dans le théorème 2 (pour le cas où r est une métrique) peut 
être énoncé comme une relation de dualité À = B. Dans le cas géné- 
ral il peut ne pas exister de déplacement optimal, mais la relation 
de dualité indiquée a toujours un sens, et sir (t, t) = 0 (t € K) elle 
est réalisée. D'autre part, sir (t,t) — 0(t € K)et r vérifie l'inégalité 
triangulaire, il existe un déplacement optimal de la masse # et le 
théorème 4 est valable, c'est-à-dire on peut se dispenser des trans- 
ports transitoires. Ce dernier cas a été examiné par Alsynbaev, Imom- 
nazarov et Rubinstein [1] qui ont construit un espace auxiliaire 
muni d’une norme non symétrique et qui ont établi tous les résultats 
exigés en procédant comme pour le cas classique. 


CHAPITRE IX 


OPÉRATEURS ADJOINTS ET COMPACTS 


$ 1. Ensembles compacts dans des espaces normés 


1.1. Dans I.5.2 nous avons indiqué le critère de compacité d’un 
ensemble dans l’espace C (Æ). Etablissons maintenant les con- 
ditions de compacité d’un ensemble dans l’espace L? (D) (1 < p << oo, 
D est un ensemble borné mesurable de l’espace euclidien R”). 

Considérons une famille {w,} de fonctions d’une variable réelle, 
dépendant d’un paramètre strictement positif réel et possédant les 
propriétés suivantes: 

1) 0 < ow, (9) < M EZ0, k> 0); 

2) on (5) = 0 pour Ë>k; 

3) © est continue pour È <; 

4) si l'on désigne par t un vecteur de R" et par | { | sa longueur, 
pour tous lskh>=>Oona 


| on (1E lidt=vai 
R? 


où ”, est le”volume d’une boule #7-dimensionnelle de rayon À; d’après 
la propriété 2) l'intégration peut être étendue à une boule G, de 
dimension #7, centrée en l'origine des coordonnées. 

Prolongeons les fonctions de L? (D) à R” tout entier en les suppo- 
sant nulles en dehors de l’ensemble D. 

Désignons encore par Gx (s) la boule de dimension nr, de rayon h 
et de centre s € R”" et posons pour x € LP (D) 


m(= TE forts—-n (a Àor(s—#z(dt (ER), (1) 
R" Gps) 
où pour simplifier @, (s — t) = © ([s — t |). 

La fonction x: est appelée moyenne au sens de Stéklov de la fonc- 
tion z ou fonction moyenne (par rapport à x); la famille de fonctions 
{wa} est appelée noyau de moyennisation. Si pour ©, on prend la 
fonction 

1, E<R, 


NOR ER 
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alors z, (s) est la valeur moyenne de la fonction zx sur la boule G, (s) 
au sens ordinaire de ce terme. 


LEMME 4. Soit x € LP (D). Pour tout h >> 0 la fonction moyenne 
zn est continue et de plus 


UP 


M n 
ETCIE mr (l, GP} < lIzll GER. (2) 


DEMONSTRATION. On a 


zn (s)— 2 (s’) + | on(s—t) z(t) dt— 
Gps) 


G}{s’) 
Supposons que 0<À<1 et posons 
Ai =Gu(s)NGi(s),  Ai= [Gr (s)UGa(s")] X A. 
L’'inégalité de Hôlder donne 


Len (5) an (IST À Lon(s—# 0 (9112061 + 


A. 
+2M | xl d]<<|[( [CS on (5— 2) — on (s—t|fdt)"" x 
A; A, 
x([iz@iraæ)"+2m( (1260 18 &)" (mes 4)" ]|< 
A Aj 
<ll es {[ ! | Lo, (5— 1) —w, (s’ —t) ra]" + 2M{mes 4114}. 


À 


Sils —s|—0 et À — 1, il est évident que mes 4; —+ 0. Donc, 
pour € > 0 on peut trouver des ô > 0 et A0 << 1, tels que pour 
[s® — s | << ô et À = À, le second terme de l’accolade soit <e. 

La fonction w, (s — ft) est uniformément continue, comme fonc- 
tion de f?, sur l’ensemble G;,, (s) donc on peut exhiber un ô, < 6 
tel que 


lon(s—t)—wr(s —t) 1e (Is —s|< ôo, t{ E Aj). 
En définitive on a 


an(s) an (IS Et, +1 (ss 1)  @ 
Ce qui prouve la continuité de x}. 
21—0996 


32:! OPÉRATEURS ADJOINTS ET COMPACTS [CH. IX 


La majoration (2) se déduit de la formule (1) grâce à l'inégalité 
de Hôlder. 


REMARQUE. La quantité Ô, trouvée dans la démonstration du 
lemme ne dépend pas de la fonction x. 


LEMME 2. Si x est une fonction uniformément continue sur KR, 
alors pour h—O les fonctions moyennes x, tendent uniformément 
vers. z sur R. 


DÉMONSTRATION. Comme 
|  ] 
z(s)=— | w(s—t)z(s)dt, 


Gta) 
il vient 
1 
Fm ()—z (IS À'oits—91z(—2x(s) 1 dr. 
GA(s) 
Comme |x(t) — x(s) [<< e pour À assez petit, on obtient 
E ® 
[an()—z (IS | wrts—-nd—e 
Gps) 
simultanément pour tous les s € R”. 

En associant à l'élément zx € LP (D) la fonction moyenne x;,, 
on obtient un opérateur linéaire défini dans LP (D). Notons-le U,: 
U, (x) = zx». Il est aisé de voir que U, est un opérateur continu 
de L? (D) dans C (Q), où Q est un ensemble fermé borné quelconque 
contenant D. En effet, d'après le lemme 1, la fonction x, est con- 
tinue sur R”, donc sur @, et de (2) il vient 

M 
zhllo=max!z (ss) I zip», 
In llcoy= max | za (9) 1 2 ll 
d'où 
TA 


“TL ° 


Si l’on traite U, comme un opérateur linéaire dans l’espace LP? (D), 
la majoration de la norme peut être essentiellement améliorée. 


LEMME 3. Si U, est considéré comme un opérateur dans l'espace 
L? (D), alors 
HU; I<M (> O0). (4) 


DEMONSTRATION. L’inégalité (2) donne 


ltrlren = [12 pas]"< (7 JS Le (0 de] ds)". 
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En intervertissant l’ordre d'intégration, on obtient 
M? 1 /p ‘ 1/p 
Ian m4 (FT israel} "=m[lisoreæ]", 
D Gt 


Uh 
A(t) D 
ce qui exprime (4). 
LEMME 4. Pour hk— 0 on a x, — x dans l'espace LP (D). 


DÉMONSTRATION. Soit D, un cube fermé dans R", contenant D et 
tellement grand qu'il existe un cube fermé D, contenant D et con- 


tenu à son tour dans le cube D,. Démontrons que l’ensemble C (D,;) 
des fonctions continues sur D, et s’annulant sur la frontière du 
cube D,, est dense dans L? (D). Supposons que x € LP? (D,). L'’en- 
semble des fonctions presque partout bornées étant dense dans 
L’ (D;), on peut admettre que la fonction x est bornée sur D,. Sup- 
posons par exemple que | x (t) | < À pour { € D,. Prenons un € > 0 
arbitraire. D’après le théorème de Lusin, il existe une fonction œ 
continue sur D,, confondue avec x partout sauf sur un ensemble 
A © D,, tel que mes À Le; de plus |@(t) | < À pour 1€ D. 
Choisissons le cube D, tel que mes (D, X D,) << € et construisons, en 
utilisant le théorème de prolongement des fonctions continues. 
(Natanson {II]), une fonction x, continue sur D,, confondue avec 
sur D, et nulle sur la frontière du cube D,. D’après le théorème 
cité. on peut choisir cette fonction telle que | x, (t) | < X pour 
t E Do. Majorons la norme de la différence x — x, (dans LP (D,;)). 
On a 


Ir 2 Sr +flp— 2x. 
Or 


Iz—wl=[ fiz@-vwra]"- 
Ds 


=[{i20-060 P&]"<2Ker, 
A 


lp—æl=f (190-200 17 à] = 


n 


1/p 


=[ |  (#) — x (6) 1P dé | <2Ke!/r, 


D, Di 


Lx — zo I < 4Ke/P. 


Reste à remarquer que x € C (D). 
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Si z est une fonction de C (D,), en la supposant nulle en dehors de 
Do, on peut d'après le lemme 2 conclure que x, — x uniformément 
dans KR”, donc dans D,. A fortiori xx — x dans L? (D,). D'après 
le lemme 3, les normes des opérateurs VU, sont bornées dans leur 


ensemble. Or C (D;) est dense dans LP (D,), donc on peut se servir 
du théorème de Banach-Steinhaus (VII.1.2), et la convergence 
zx, + zx a lieu sur l’espace L? (D,) tout entier. Mais la fonction de 
L? (D) prolongeable par zéro en dehors de D appartient à LP? (D,;), 
donc la convergence a lieu sur L? (D) également. Ce qui démontre 
le lemme. 

1.2. Indiquons maintenant les critères de compacité d’un en- 
semble dans l'espace LP (D). 


THÉOREME 1 (Kolmogorov). Pour qu'un ensemble E soit relative- 
ment compact dans LP (D) il est nécessaire et suffisant que 

1) E soit borné; 

2) les fonctions moyennes soient convergentes (dans LP (D)) unifor- 
mément sur E vers les fonctions génératrices, c'est-à-dire 


Zn—>z uniformément sur E. 


DÉMOXSTRATION. Il est évident que 1) est nécessaire. Montrons 
que 2) l'est également. E étant relativement compact, il admet un 
e-réseau fini que nous supposerons être (1), z(%, . .., 2%). D'après 
le lemme 4, pour h (hR<Lh,) assez petit on a || HD — 2 | Le 
{x = 1, 2, , M). 

Pour tout x € E trouvons 2) tel que 


Ir—2 |I<e. 
Donc 
Iza—zi=U, (2) —2zl< 
LIU (x — 20) | + 2 — 29 + |] z — 20 |] << 2e + Me. 


Conditions suffisantes. Désignons par E, l'ensemble des éléments 
de la forme U, (x), où x € E. D'après le lemme 1,ona £,€ C (D). 
Prouvons que E, est relativement compact dans C (D). La première 
condition de compacité d'un ensemble dans l'espace C (D), savoir 
En est borné dans C (D), est satisfaite d'après l'inégalité (2). L'équi- 
continuité des fonctions de Æ, résulte de l'inégalité (3). 
Donc, pour tout k l'ensemble Æ, est relativement compact dans 
€ (D) et à fortiori dans LP? (D). D’après la condition 2) il existe un 
aussi petit que l'on veut tel que Hz— 2 = [z— Ur zil<e, 
Vz € E. Par suite, Ex est un e-réseau relativement compact pour E. 
Le théorème de Hausdorff (cf. 1.5.1) nous dit que l’ensemble E est 
relativement compact. 
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Ceci achève la démonstration du théorème. 

REMARQUE. Le critère de compacité indiqué dans le théorème est 
valable aussi dans l’espace L! (D) (cf. Toulaïkov (11). 

1.3. Indiquons un autre critère de compacité d’un ensemble dans 
l'espace L? (D). Pour ne pas alourdir les énoncés on se bornera au 
cas où D est l'intervalle [a, bl. 


THÉORÈME 2 (M. Riesz). Pour qu'un ensemble E soit relativement 
compact dans un espace LP (a, b) (1  p << oo) il est nécessaire et 
suffisant que 

1) E soit borné; 

2) les fonctions translatées soient convergentes vers la fonction 

b 
donnée uniformément en x€E, c'est-à-dire À [tz(é+Tt)—z(t) |Pdt > 0 


uniformément en xCE. 


DEMONSTRATION. Les conditions sont nécessaires. Soit dans l’espace 
LP (a, b) l'opérateur de translation V. 


y= Vi), y =z(t+r). 


De toute évidence, V. est opérateur linéaire dans L? (a, b) et 
IVe I 1. (2) 


Prouvons que 
V. (x) > ZT (dans LP (a, b)). (6) 


En effet, si x est une fonction continue, 


b b 
fist+r)—2 (ref ePd=e (be) (r<T) 


et par suite (6) est réalisée. Comme l'ensemble des fonctions con- 
tinues est dense dans L? (a, b), le théorème de Banach-Steinhaus est 
valable en vertu de (5), de sorte que (6) a lieu pour tout x € LP (a, b). 

La suite de la démonstration est une répétition intégrale de celle 
du théorème 1. 

Les conditions sont suffisantes. Montrons que si sont réunies les 
conditions du théorème, celles du théorème 1 le seront également 
sous réserve que pour noyau de moyennisation l'on prenne 


. 1, E<h, 
Oh @={ (k > 0). 


0, EZ>4 
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Dans les notations précédentes on a 


LU (x) — z|fP = Ï il Ir(t+7)—2x(#)] dt | dt 


PL 


En appliquant l'inégalité de Héôlder à l'intégrale intérieure et 
intervertissant ensuite l’ordre d'intégration, on obtient 


HU (2) — 2 << 


h 


<< { [isac|”] Izt+o—z(lrdr|}a 
a — h —h 


b ha 
=> [4 rÜiettn-2@ Pass [lV:(@)—z1Par. 
/h a =h 


Si la deuxième condition du théorème est réalisée, pour un 
£ >> Oil existe À, > 0 tel que pour | T | LAsona || V, (x) — x |P << 
<< e, VzEE. et en vertu de l'inégalité établie plus haut 


h 
1 
IUn (mal | edr=e. 
h 


La deuxième condition du théorème 1 est donc satisfaite. Les 
premières conditions des deux théorèmes étant confondues, l’ensemble 
E est justiciable du théorème 1 qui dit que E est relativement com- 
pact. 

1.4. Formulons enfin un critère général de compacité d'un en- 
semble dans un espace normé (cf. Guelfand {1]). 


THÉOREÈME 3 (Guelfand). Pour qu'un ensemble E soit relativement 
compact dans un B-espace X il est nécessaire et, si X est séparable, 
suffisant que pour toute suite de fonctionnelles {f,} (+)-faiblement 
convergente vers zéro 


fn (x) ——> 0 (7) 
uniformément sur E, c'est-à-dire à chaque & >> Ô on puisse associer re 
tel que pour n>n 

[fn (@I<e VreE. 
DEMONSTRATION. La condition est suffisante. Prouvons d'abord,que 


E est borné. En effet, dans le cas contraire on pourrait exhiber une 
suite d'éléments x, € E (n = 1,2,...) telle que || x, || = y* > 00. 


D'après le théorème relatif au nombre suffisant de fonctionnelles, il 
existerait des fonctionnelles f,, || fn || = 1 et fa (zx) = |1zx, Il. En 
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1 ,, . . . 

posant f, — LE on obtiendrait une suite {f,} convergeant vers 
n 

zéro mais en même temps 


fn (Zn) = Yn Te ©: 


Donc f, (x) — 0 non uniformément sur E. 

Appelons B la boule unité fermée de l’espace X*, munie de la 
topologie (+)-faible. Nous savons déjà (voir II1.3.1) que chaque élé- 
ment æ € X peut être traité comme une fonction continue sur 
(X*, o (X*, X)), donc sur B. Désignons par l'injection de X dans 
C (B). Prouvons que l'ensemble œ@ (£) est relativement compact dans 
le B-espace C (PB). On voit aisément que l'application œ est une 
isométrie linéaire, ce qui prouve que E est relativement compact. 
B est un compact métrique (de métrique r) d'après le théorème V.7.6. 
Vérifions que les conditions du théorème d'Arzelä-Ascoli (cf. théoreé- 
me 1.5.4) sont réunies pour l’ensemble œ (£). Puisque nous avons 
démontré que l’ensemble Æ est borne, il nous reste à nous assurer 
qu'il est équicontinu. Supposons le contraire. Cela signifie qu'il 
existe un € >> O tel que quel que soit ô > 0 on peut exhiber des 
xs EE et fn, fn E B, tels que r (fn, fn) << Ô et 


| fn (rs) — fn (xs) 1 > €. 


En considérant successivement Ô — 1, 1/2, ..., {/n, ... on 
obtient une suite d'éléments x, de E et deux suites de fonctionnelles 
{fn}, {fn} € B, telles que 


r (ns fn) € 1/n 
et 
| fn (Œn) — fn (mn) 12e (R EN). (8) 
B étant un compact métrique, on peut admettre (en passant au 
besoin aux suites partielles) que f, —- fo (0 (X*, X)), fo € B. Comme 
T (fn, fn) < 1/n, on à f1 —+ fo (0 (X*, X)). Puisque f, — 1 — 0 pour 
la topologie (#)-faible, en vertu de (7) fh (x) — fn (x) nd 0 unifor- 
mément sur ÆE, ce qui contredit (8). 
La condition est nécessaire. Nous allons montrer que, si une suite 


{U, } d'opérateurs linéaires continus d’un espace X dans un espace YŸ 
normé est telle que 


U,(z) 57 0, Vzex, (9) 


alors dans (9) la convergence est uniforme sur Æ, pourvu que E soit 
relativement compact. 

Comme X est un B-espace, il résulte de (9) que les normes des 
opérateurs VU, sont bornées (cf. VII.1.1): || U, || & M. L'ensemble E 


, . E ’ . ° 
étant compact, il admet un Sy réseau fini: Zy, Les + «  Tm- Pour les n 
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assez grands on a 
Nr (a+ (&=1,2,..., m). (10) 
D'autre part, VzEE, 3x, tel que 


Iz—n <<. (11) 


Pour les mêmes n on aura alors 
Un (2) SN Un (2x) + Un 2) << SH All za Le, 


c'est-à-dire U, (z) — 0 uniformément sur E. 

REMARQUE. La condition suffisante du théorème 3 est en général 
mise en défaut si X n’est pas séparable (cf. Boukhvalov [1]; ibid. 
cf. généralisations des théorèmes 3 et V.7.8). 


$ 2. Opérateurs compacts 


2.1. On a indiqué au chapitre V que tout opérateur linéaire d’un 
espace de dimension finie dans un autre espace, de dimension finie 
aussi, est défini par une matrice rectangulaire. L’étude de ces opé- 
rateurs est une chose relativement aisée, puisque les propriétés des 
matrices finies sont bien connues de l'algèbre. Cependant, si l'on se 
place dans un espace normé quelconque, il n’est pas toujours possible 
d'établir pour les opérateurs des propriétés analogues à celles de- 
opérateurs « finidimensionnels ». De ce point de vue, les plus pros 
ches de ces derniers sont les opérateurs compacts. Les principales 
propriétés des opérateurs compacts ne seront mises en évidence qu'au 
chapitre XIII, tome 2. Dans ce paragraphe, nous ne donnons que la 
définition et quelques corollaires simples qui en découlent et nous 
n'étudions de manière plus approfondie que les opérateurs compacts 
dans un espace hilbertien. 

Ün opérateur Ü d'un espace normé X dans un espace normé Y 
est compact s’il applique tout ensemble borné de X dans un ensemble 
relativement compact de Ÿ. Si U est continu on dit qu il est complè- 
lement continu. 

Dans la suite, nous utiliserons cette définition presque exclusive- 
ment pour le cas où Ü est un opérateur linéaire. On démontre sans 
peine que tout opérateur linéaire compact est complètement continu. 
En effet, l’image de la boule unité de X est un ensemble relativement 
compact, donc borné, de Ÿ, de sorte que sup. | U (x) [| << ©, c'est- 

M x << 


a-dire U est borné. 
Notons enfin que dans le cas indiqué, on peut se contenter d'exiger 
dans la définition que l’image de la boule unité (ou de toute autre 
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boule) par l'opérateur U soit un ensemble relativement compact. 
Sauf mention du contraire, tout opérateur compact sera opérateur 
linéaire compact. 


La définition de l'opérateur compact et les propriétés élémentaires de cette 
classe d'opérateurs, que nous allons étudier dans ce paragraphe, ont été énoncées 
par Hilbert (voir Hilbert) pour l'espace L?. Dans le cas général, voir Banach. 


Les opérateurs de dimension finie cités ci-dessus sont manifeste- 
ment compacts. Un autre exemple trivial d’opérateur compact est 
une fonctionnelle linéaire continue dans un espace X, traitée comme 
un opérateur de X dans l’espace des scalaires. 

L'opérateur U, (voir 1.1) introduit au paragraphe 1 est un 
exemple d’opérateur compact plus intéressant. En effet, il est immé- 
diat de vérifier que la compacité de l’ensemble U, (E) découle du 
seul fait que Æ est borné. 

Considérons enfin l'opérateur intégral U de noyau continu 

b 


y =U (x), y(9= | K(s,t) z(t) dt. 


a 


On conviendra que U est un opérateur de C la, b] dans C [a, b]. 
Prouvons que U est compact. En effet, si £ est un ensemble borné 
dans C [a, bl (|| x || < M pour x € E), alors U (E) est de même mani- 
festement borné (|| y | < M || U || pour y E U (E)). D'autre part, 
si xEX, alors (y = U (x)) 


b 
Lu) 1K (9 (SE 11z (1 d< 
° b 
SM|IK(s,#)—K(s, 1) | dt. 


Siset s’ sont assez proches, le second membre est aussi petit que l'on 
veut indépendamment de x € E. Ceci exprime que les fonctions de 
l'ensemble Ü (E) sont équicontinues. Donc, U (E) est relativement 
compact dans Cla, bl. 

En utilisant le théorème IX.1.2, on démontre que Ü est compact 
si on le regarde comme un opérateur de LP (a, b) dans L’ (a, b) 
(1<p, r < oo). 

Tout ce qui vient d’être dit et les démonstrations effectuées sont 
valables dans les espaces C (X) et LP (D). 

2.2. Nous allons prouver trois théorèmes simples concernant les 
opérateurs compacts. Soient À et YŸ des espaces normés. 


THÉORÈME {. Si U est un opérateur compact de X dans YŸ, le domaine 
de valeurs Y, = Au de l'opérateur U est séparable. 
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DEMOXSTRATION. Soient B, la boule de X de centre 0 et de rayon n, 
©, l’ensemble U (B,) de Ÿ, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de 


la forme y=U(zx) (7€ B,). Comme X = |] B,, Yo = Ü Q@.. 
n=i n= 1 


Or, @, est compacte, donc séparable (1.5.1). Et par suite Y, est 
séparable. 


THÉOREME 2. a) Toute combinaison linéaire U = aU, + BU, 
d'opérateurs compacts U, et U, de X dans Ÿ est un opérateur compact. 

b) Si UEB(X, Yet VEB(Y, Z), le produit VU est compact 
pourvu que l'un de ces opérateurs le soit. 


DEMONSTRATION. a) Soient Æ un ensemble borné dans X et {y,} = 
GU(E). Ona 


Un = aU; (Zn) + BU: (Zn) (£n € E, n € N). 
L'opérateur U, étant compact, de la suite {U, (x,)} on peut 
extraire une suite partielle convergente {U, (z1,)}- Pour la même 
raison on peut extraire une suite partielle convergente de la suite 
{Us (Zn,)}. Supposons que c'est {Ü: (x, )}. [1 est évident que la 
suite {U (en, ,)} est convergente, c'est-à-dire ÜU (E) est relativement 


compact. 

b) Cette proposition résulte immédiatement du fait qu'un opé- 
rateur linéaire continu envoie un ensemble borné dans un ensemble 
borné et un ensemble compact dans un ensemble compact. 


THÉORÈME 3. Soit {U,} une suite d'opérateurs linéaires continus 
de X dans un B-espace Y, convergeant vers un opérateur U (dans l'espace 
B (X, Y})). Si U, (n = 1, 2, ...) sont compacts U l’est également. 


DEÉMOXSTRATION. Soit B la boule unité de l'espace X. Montrons 
que U (B) est relativement compact. Prenons U,, tel que 


Un, —UI<E. 
L'ensemble Un, (B) est compact. C'est un &æe-réseau pour U (B) 
puisque pour yE U(B) l’on a 
y —Yne 1 = TU (x) — Un, ()ISNU—- TR TU< e 
(Ya = Un (x), y =U (x), zEB). 


D'après la remarque qui suit le théorème de Hausdorff, U (B) est 
relativement compact. Or cela exprime que ÜU est compact. 


REMARQUE. Dans les conditions du théorème on ne peut pas rem- 
placer la convergence dans l’espace des opérateurs, c'est-à-dire la 
convergence en norme, par la convergence dans À. En effet, on a vu 
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plus haut que les opérateurs U, (cf. [IX.1.1) sont compacts et 
U,(z)—>zx dans L’ (ze L?). 


Mais l'opérateur identique n’est pas compact dans L?. On peut refor- 
muler le théorème 1V.1.3 comme suit: une condition nécessaire et 
suffisante pour que l'opérateur identique soit compact dans un 
espace normé X est que X soit de dimension finie. 


$ 3. Opérateurs adjoints 


3.1. Soient donnés un opérateur linéaire continu U d'un espace 
normé X dans un espace normé Ÿ, g une fonctionnelle linéaire con- 
tinue dans Ÿ (g est un élément de l’espace dual Y*). Pour x € X 


posons 
f (>) = g (U (x)). (1) 


La fonctionnelle f est donc le produit de la fonctionnelle g regardée 
comme un opérateur linéaire de Ÿ dans l’espace des nombres réels 
(ou complexes), par l’opérateur U: f = gUÜ. Donc, f est une fonction- 
nelle linéaire continue, et de plus 


IAE IR ARTS: (2) 


Ainsi, la formule (1) associe à toute fonctionnelle g € Y* une 
fonctionnelle f € X*. L'opérateur qui réalise cette correspondance 
s'appelle opérateur adjoint de U et se note U*, c'est-à-dire f = U*g 
exprime (1) ou ce qui revient au même U* (g) = gU. 

Donc, à tout opérateur U € B (X, Ÿ) est associé un opérateur 
adjoint U* de Y* dans X*. Nous montrons que U* € B (Y*, X*). 

THÉOREME 1. L'opérateur adjoint U* est un opérateur linéaire con- 
linu de Y* dans X*, et 

I U* = NU. (3) 

DEMONSTRATION. Vérifions que l'opérateur U* est linéaire. Si 

= Àg + ue et f = UF (g),0na 
f(x) = g Q (x)) = Xe: (U (z)) + ge (U (z)) = AU* (81) (x) + uU* (g2) (2). 
D'où 

U* (g) = AU (81) + LU (g2). 
L'inégalité (2) nous dit que U* est borné: 
IUY HS ITU I. 

Prenons un x € X quelconque et soit y = U (x). Construisons une 

fonctionnelle g € Y* telle que 


y)=lyll Ngl= 1 
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On a 
EU GI=ly1l= £g@) = EU) (x) = 
= U* (8) G&) < NU @ I UIz NS NON z |, 
d'où il est clair que 
HU IS IU* 1: 
Notons encore que si VU, et U, sont deux opérateurs linéaires 
continues de X dans Y et 
U = AU; + uU. 
alors 
U*=AU* +uUr. 
En effet (2€ Y*, zxEX) 
U* (8) (2) = 2 (8 (Ci) + u [8 (O2 (2) = (Ag) (O1 (2))+ 
+ (ug) (O2 (2)) = UF (ie) (2) + UE (ug) (x) = AUX (8) + LU (8)] (x). 
Soient V et U des opérateurs linéaires continus de X dans Y et 
respectivement de Y dans Z. Si W = UV, alors W* = V*U*. 
En effet, si l’on pose f = W* (2), f, = U* (g) (g € Z*), on peut 
écrire 
f (@) = 8 (W (2) = g (UV (2) = ji (V (2) = V*U* () (x) 
(x € À). 
3.2. Soient X et Y des espaces réels de dimensions m et nr finies, 


L'un opérateur linéaire de X dans Y. L'opérateur U est défini par 
la matrice 


dii io dim 
A1 41 42 -.. im 
Any An2 +. nm 
au moyen des formules 
m 
M= 2 on (G=1,2,...,n), (4) 


= (Eu Es <.. Em) EX, = (mu Nes ces Mn) € Ye 
Soit g— (Ÿ1, We, - - ., Ÿn) une fonctionnelle dans Ÿ 


g(y)= à PUTE 
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La fonctionnelle f — ÜU*g sera de la forme 


f(x) = g (U (x)) = 2 à À apEx = == à CÈ Ÿ | ani) En 


c'est-à-dire f = (Qys Pos + + «+ Pms OÙ 


ñn n 


Px= À nb; = À ak; 
Ra 2 | 
(aÿ; = ay; j—=1,2,...,n; k=1,2,...,m). 


Donc, l'opérateur U* est défini par la matrice 


* * % 
a;; He se. Gin Œjy y -.. An: 
# * * 
A* Aer os Ain À | Ai2 x An2 
9 + ee + ee ee + ee ee = ee — e e e e L] e e C] e e ’ 
* + “ 
Am: m2 . nn Œim Tom .. Ann 


qui est la transposée de À. 


Supposons maintenant que U est un opérateur intégral de noyau 
continu 


b 
y=U (x), y(9= | K(s,t)z(t) dt. 


On admettra que Ü est un opérateur dans L? (a, b) (1 < p << oo). 
En prenant la fonctionnelle g € (LP)* 


b 
su= voué (yeLr, peLr, ++E=1), 
on aura 


TO ) [ Æ 9 26 &]as= 


un ee 


b 
fi K (5, 4) p(s) ds] z(# dt | p(t) z(t) dt. 


Donc, l'opérateur adjoint U* est aussi un opérateur intégral de 
noyau K* (s, t) = K (t, s): 


b b 
f=Ute, pt) K*(E, 5) 5 (s ds= | K(s, +) p(s) ds. 
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REMARQUE. Si l’on se place dans des espaces complexes de dimen- 
sion finie, l'opérateur adjoint sera déterminé par la matrice 


A, is ... in 
A* dé os CE 
Ami Am? Ann 
(a, = a; j=1,2,...,m,; k=1, 2,...,n). 
Pour obtenir ce résultat, il suffit de se rappeler que les fonction- 
nelles f — (qi, Pos + + -, Pm) E XX et g = (1, We, . . ., W,) € Y* 


sont définies par les formules 


f(x)= D Qutx (ù = (En En.» Em) EX); 


hi 


e@)= 2 Var  (Y= (Mie Nas... Mn) EY). 


De façon analogue, dans le cas d’un espace L? complexe l’opéra- 
teur adjoint d'un opérateur intégral sera intégral et de noyau 


A%(s,t)—=K (1,5). 


3.3. On définit également l’adjoint de U*. Cet opérateur est 
appelé biadjoint de U et noté U**. D'après le théorème 1, c'est un 
opérateur linéaire continu de X** dans Y**. Nous allons identifier 
l'espace X à un sous-espace de X** et l’espace Ÿ à un sous-espace 
de Y**, et prouver que l'opérateur U** est confondu avec U sur À. 
Soient x, et x, les injections canoniques de X dans X** et de Y dans 
Y** respectivement. 


THÉORÈME 2. Pour tout x£€X on a 
U#® (ru (x) = ne (U (x). (5) 
DEÉMONSTRATION. Si g € Y*, alors 
[UE (ru (2))] (eg) = [ru (2)] (U* (g)) = 
= [U* (g)1 (x) = 8 ( (2)) = [re OU (x))] (8), 
d'où résulte (5). 
CoROLLAIRE. Si l’espace X est réflexif, alors U** = U. 
(Cette égalité doit être comprise dans le sens que les éléments 
correspondants des espaces X et X** et des espaces YŸ et Y** sont 
supposés identifiés.) 


3.4. La propriété de compacité est préservée par le passage à 
l'opérateur adjoint. 
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THÉOREME 3. Soit U un opérateur linéaire continu d’un espace 
normé X dans un B-espace YŸ. Si l’un des opérateurs U et U* est com- 
pact, l'autre l’est également. 


DEÉMONSTRATION. Supposons d’abord que l'opérateur U est com- 
pact et prenons une suite bornée {g,} de fonctionnelles dans Y 
(ILgn 1 MW; n = 1,2,...). Montrons que de la suite des fonction- 
nelles {U*g,} on peut extraire une suite partielle convergente. Ceci 
prouvera la compacité de l'opérateur U*. 

Désignons par YŸ, l’adhérence de l’ensemble U (X). D'après le 
théorème IX.2.1, YŸ, est un espace séparable. Nous considérons les 
fonctionnelles g, uniquement sur Ÿ,. La suite de fonctionnelles {g, } 
étant bornée. d’après le théorème V.7.6 on peut en extraire une suite 
partielle (+)-faiblement convergente. Supposons que ceci a déjà été 
fait, c'est-à-dire 

lim ga(y)—g(y) (yE Yo). 
UE 
Cela étant. g est une fonctionnelle linéaire dans Ÿ,. Comme on peut 


la prolonger à Ÿ tout entier avec conservation de sa norme, on peut. 
admettre que g € Y*. Remarquons que 


el lim || 8 ISA. 


no 


En posant f = U* (g) et f, = U* (g,), pour tout x € X on aura 


fn () = ga (U (x) + g (U (x) = f (G), 
puisque U (x) E Y,s. Donc, f, — f (os (X*, X)). Montrons que la 
convergence en norme a lieu. Supposons le contraire. Quitte à passer 
aux suites partielles on peut admettre que 


fn —fI>zm>0 (n =1,2,...). 
Pour chaque n = 1, 2, ... trouvons un élément zx, tel que 
| 1 ‘ 
Mznll= 1, Vfn en) fn > ln fl>m (n=1,2,..) 
c'est-à-dire si y, —= U (zx,) 


lens > m (m1, 2...) (6) 


L'opérateur Ü étant compact et ||x, || = 1 (nr = 1, 2, ...), 
on peut extraire de la suite {y,} une suite partielle convergente 
{Yn L}- Supposons que y, x > Yo- Alors, compte tenu de ce que yo € Yo. 
on aura 


|Eny (Un) —£ (Un) < 
< |8ny (Yny) — Enx Vo)l + |Enx (Yo) — £ (Yo)l + 18 (Yo) — £(Yn,)| < 
MN Yang — Vol + 18n3 (Yo) — 8 (Yo)l ——> 0, 
ce qui contredit (6). 
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Prouvons maintenant que si U* est compact, U le sera aussi. 

Considérons l'opérateur U**. L'opérateur U est compact car il 
est le prolongement, en vertu du théorème 2, de l'opérateur U** dont 
on a démontré la compacité. En effet, si £ € X est un ensemble 
borné, U (E) est relativement compact dans Y**. Comme Y (—:x. (Y)) 
est fermé dans Y**, U (E) est relativement compact dans Ÿ aussi. 

3.9. La notion d’opérateur adjoint permet de formuler un critère 
commode de compacité. 


THÉOREME 4. Pour que U, opérateur linéaire continu d'un espace 
normé X dans un B-espace séparable Y, soit compact il est nécessaire et 
suffisant que l'opérateur adjoint U* associe à toute suite {g,} de fonc- 
dionnelles qui converge (+)-faiblement vers zéro dans Ÿ une suite {f,} 
de fonctionnelles convergeant en norme vers zéro dans À. 


DEMOXSTRATION, La condition est nécessaire. Supposons que {/f,} 
n'est pas convergente en norme vers zéro. On peut admettre que 


lAlzm>0 (n—=1,.2,...). (7) 


D'après le théorème précédent, U* est compact et, puisque la suite 
{g, } est bornée, on peut extraire de {/,} une suite partielle conver- 
gente {fr,}. Supposons que 


fn ua Ï. (8) 
Pour tout x£€X on a 
(æ)= lim fn, (2) = lim &n, (U (2)) = 0 


puisque gr, + 0 (o (Y*, Y)). Donc f = 0 et (8) contredit (7). 

La condition est suffisante. D'après le théorème 3, il suffit de 
vérifier que U* est compact. Soient B la boule unité de Y*, {g,} € LB. 
Y étant séparable, d'après le théorème V.7.6 on a g,, — g (o(X*, Y)). 
Alors, par hypothèse, U* (g, + U* (g) en norme, ce qui prouve la 
compacité relative de l” ensemble U* (B), donc celle de l'opérateur U*. 

3.6. Au V.3.3, nous avons défini la notion d'opérateur adjoint 
d'un opérateur U dans un espace hilbertien H. Prouvons que la 
nouvelle définition nous conduit pratiquement à la même chose. 

Soit g une fonctionnelle linéaire dans H. D’après V.3.2, il existe 
un élément z € H tel que 


g()= (y, z) (yEH). … (9) 


Posons f — U*g et supposons que la fonctionnelle f est définie 
par l'élément z* : 


fa)=(G z*) GEH). .. (0) 
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En tenant compte de (9) et (10) écrivons la relation f (x) = g (Ux) 
sous la forme 


(x, 2*) = (Ux, z) (zx EH). (11) 


L'opérateur U* est défini dans H*. Comme H* est linéairement 
isométrique à H, l'opérateur U* peut être traité comme un opéra- 
teur (visiblement linéaire) dans H que nous désignerons par le 
même symbole U*. La fonctionnelle g étant associée à z et f à z*, 
onaz* — U*zet (11) peut s'écrire: 


(Uz, z) = (x, U*z) (EH), 


c'est-à-dire on retrouve la définition précédente de l'opérateur ad- 
joint. 

La définition de l'opérateur adjoint d'opérateurs concrets dans L° a été 
donnée par Hilbert (voir Hilbert). Pour les autres cas particuliers, voir Riesz 
[3], pour la définition générale, Schauder [2], Hildebrandt [1], Banach. 


$ 4. Opérateurs auto-adjoints compacts 
dans un espace hilbertien 


4.1. Dans ce paragraphe, nous étudions en détail la structure 
d'un opérateur auto-adjoint compact dans un espace hilbertien H. 
Il se trouve que cette structure rappelle celle d'une matrice symétri- 
que. Comme pour les matrices, les valeurs propres et les notions qui 
leur sont rattachées sont primordiales dans l'étude des propriétés 
d'un opérateur auto-adjoint compact. 


Les résultats de ce paragraphe ont été établis pour les opérateurs intégraux 
dans L* par Hilbert et Schmidt, pour le cas général, par Neumann {1] (pour 
H séparable) et par Rellich [1] (pour H quelconque). 


On appelle valeur propre d'un opérateur U un nombre tel qu'il 
existe un élément x, 0 pour lequel 


Uzo = Àto. 


L'élément x pour lequel Ux = Àx s'appelle élément propre associé à 
la valeur propre À. Les éléments propres associés à une valeur propre À 
forment un sous-espace propre H, relatif à À. Il est immédiat de véri- 
fier que H, est bien un sous-espace de H *). 

&.2. Voici quelques résultats élémentaires sur les valeurs et les 
éléments propres d'un opérateur auto-adjoint U dans un espace 
hilbertien H. 


I. L'expression (Uzx, zx) est réelle pour tout x € H (comparer avec 
V.6.2). 


*) On peut étendre toutes les définitions précédentes au cas où X est un 


espace normé quelconque et U un opérateur dans X. Il convient alors de noter 
X1 le sous-espace propre. 


22—0996 
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Ceci résulte de 

(Uz, x) = (x, Uzx) = (Ux, x). 
II. On a la relation 

[UII= sup [(Uz, zx)|. 
Ix]=1 

Appelons Q — SUP . | (Ux, x) |. Comme pour ||x || = 1 

x= 


| (Uz, z) | << NH Uz Ir SN Uz EN UT, 
alors 
Q<IU II. 
L'identité 
(Uz, v)= + {IU (z+v), z+v)—(U (x y), ay) + 
+ilU(z+iy), z+iy)—(U(z—iy), z—iy)}}, (1) 
de vérification aisée (cf. V.4.2), et I entraînent 


Re(Uz, y)=+{(U(r+y), z+y)—(U(z— 1), (x—W< 


1 o 1 9 
LT Qlz+yle+lIr—yl=+ QE + I AIT 
(pour cette relation voir IV.5.1). En prenant zx, avec || zx || = 1, et 
__ Uz . 
Y = pq © obtient 


I Ux || = Re (Uz, y) < Q, 


IUN< Q. 


III. Les valeurs propres de l'opérateur U sont réelles. 
En effet, si À est une valeur propre, et x l'élément propre associé 
non nul, alors 


d’où 


À — (Uz, z) . 


_ G 2! 


U étant auto-adjoint, le numérateur est réel, donc À. 
IV. Les sous-espaces propres H;, et H, relatifs à des valeurs propres 


A et À distinctes de l'opérateur U sont orthogonaur. 
En effet, soient x et y des éléments de H;, et H;,, respectivement. 


Comme Uz = À,z, Uy = À.y, en supposant pour fixer les idées que 
À, 0, on aura | 


e, D = (Us, = (2, Vu) = (a, y), 


ce qui n’est possible que si (x, y) = 0. 
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4.3. Supposons maintenant que Ü est un opérateur auto-adjoint 
compact. On a le 


THLOREÈME 1. L'opérateur U possède au moins une valeur propre. 


DEMOXSTRATION. Ceci étant évident pour ÜU = 0, on admettra 
que ÜU 0. 
Considérons les bornes de l'opérateur 


m— inf [(Uz, zx), M= sup (Ux, x). 


ixi=s1 Ix lei 
D'après II, on a [| U || = max {| m |, M]. Prouvons que 
1 - | m  silUI=Im|, 
PU OUM si MUI-M 
est valeur propre de l'opérateur U. 


En effet, voyons par exemple le cas où || U || = M. Par définition 
du nombre M, il existe une suite d'éléments normés {z,}, telle que 
Une 3n) > M = (2) 


Comme {z, } est une suite bornée, en vertu de la compacité de l’opé- 
rateur U on peut extraire de la suite {Uzx, } une suite partielle con- 
vergente. Supposons que cela a déjà été fait, c'est-à-dire {Uz,} est 
convergente. Supposons par exemple que Uzx, — y,. Compte tenu 
de la relation 


Il Uz, — MEn IF — Il Uzh IF — 21 (Uz,, Zn) + \ < 
< HUF +M — 21 (Uzs, 2h), 
de l'égalité À? = || U |F et de (2), il vient 
ÜUz,— hit —— 0. 
Donc TT 


Tr — _ [Uz, — (Uzh — h1Tn)] 


admet aussi une limite. Plus exactement x, — zo — _ Yo- Comme 


Uz, — Uzo = yo, il vient yo = Uxzo = Mto- Puisque To F0 
(I|zo || = 1). À, est valeur propre, c.q.f.d. 


COROLLAIRE Si l'opérateur U ne possède que des valeurs propres 
nulles, alors U = 0. 


REMARQUE. La valeur propre indiquée dans le théorème est la 
plus grande en module. 

En effet, si À est une valeur propre et x l'élément associé que 
l'on peut supposer être normé, alors 


JAl=IAT(, 2) = | (Us, D ISIUI= IA 


to 
to 
+ 
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4.4. Désignons par P,; le projecteur (cf. V.3.4) sur le sous-espace 
propre H,. Le théorème suivant précise le théorème 1. 


THEÉOR£ME 2. L'ensemble des valeurs propres d’un opérateur auto- 
adjoint compact U est au plus dénombrable. De plus 


U — D AnPays (3) 


où À, Ào, - . . sont les valeurs propres de U (la convergence de la série 
est une convergence en norme dans l'espace des opérateurs). 


DEMONSTRATION. Soit À une valeur propre de l’opérateur U. On a 
AP, = UP, = P,U. (4) 


En effet, UP,x = ÀP,x, puisque P;xz € H,, Vz € H. La permutabi- 
lité des opérateurs P, et U résulte de ce que leur produit est un 
opérateur auto-adjoint (cf. V.6.1). 

Soit l'opérateur 


Us: = Ui — hPa, (U, = U). (5) 
En vertu de (4) on peut écrire 
Us= PU, = UP, (6) 


où P, =1— Pi Il s'ensuit que VU, est un opérateur auto-adjoint 
et compact (la compacité découle du théorème IX.2.2). La relation 
(6) montre aussi que 


US I Pi IN a NN Ua 


En appliquant le théorème précédent à l'opérateur U, on trouve 
sa valeur propre À, et de plus 


[MIZzlkl 


puisque [M|=[Ul, |A: = 1 Ua 

Prouvons que À, n'est pas valeur propre de l'opérateur U.. En 
effet, si À était valeur propre de U,, il existerait un élément x 0 
tel que 

Usz = x 
ou, en vertu de (5), 
| Uyz— Par = ur. (7) 

En appliquant l'opérateur P, aux deux membres de cette égalité, 
on obtient, compte tenu de (4), 


Pur =UPitz—AP1,z=0. 
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Donc, de (7) il suit 
U,zx — AT, 


c'est-à-dire x € H,, donc x = P;x— 0, ce qui nous conduit à 
une contradiction. 

Prouvons maintenant que toute valeur propre non nulle de 
l'opérateur U, est valeur propre de UV, et que les sous-espaces propres 
relatifs sont confondus. 

En effet, soit À 0 une valeur propre de UV, et x 0 un élément 
tel que Uzsx = Àx. D'après (6) on a 

U Pr — Àz, (8) 
d'où 

PU Piz—21Pix. 
D'autre part 
P,U,P;r=U,Pr=U,P;xz= x, 

donc P,x = x. De (8) il vient alors 

U,zx — Àz, 
c'est-à-dire À est valeur propre de L,. Si maintenant par x on sous- 
entend l'élément propre de V, associé à la valeur propre À, alors, 
puisque À =£ À, les sous-espaces H, et H à, SOnt orthogonaux (cf. III 
de 4.3), donc P,,z = 0 et d'après (5) 


U,zx — Usxz — MP;z — U;,x — Àz. 


Donc, x est élément propre de U.. 

Si l'opérateur VU, est différent de zéro, on peut construire l’opé- 
rateur U, = U, — AP, etc. Construisons par cette procédure les 
opérateurs auto-adjoints compacts U, = U, U,, ..., U, et les 


valeurs propres À, À+, ..., À, de ces opérateurs. On obtient en 
définitive 


k 

Unis = Un— Pr, =U— NP, (k=1, 2, ...,n—1), 
j=1 

MI>lkl>...>lAl, HU = |A] (k=1, 2, ... n). 


Cela étant, d’après ce qui a été démontré, les À, seront des valeurs 
propres deux à deux distinctes de l'opérateur U, = U 
Supposons que U, = 0. On a alors 


n—i 


U = à hPa (9) 
2= 


342 OPÉRATEURS ADJOINTS ET COMPACTS [CH. IX 


Si U, 0 pour tout n = 1. 2, ..., le processus nous amène à une 
suite d'opérateurs U,, U:, ... et de valeurs propres À,, À+, ... 
Montrons que dans ce cas À, —> 0. En effet, dans le cas contraire 
pour tous les n = 1, 2, ... 


| An | > Ào > 0. 
Prenons un élément normé z, dans le sous-espace H, . Les éléments 
7, distincts étant deux à deux orthogonaux,ona 
IL Uzm — Un 1 = I 'Amm — Antn = Am + ln F>2X 
(m Æn) 


et par conséquent, ni la suite {Uzx, } ni aucune de ses suites partielles 
ne sont convergentes, ce qui contredit la compacité de l'opérateur U. 


Comme [| U, || = | An |, de ce qu’on a démontré il résulte que 
U, — 0 et par suite 
n—00 


U= D MP, 
k=1 


On obtient ainsi la forme (3) annoncée. 


Prouvons que hormis À, À+, . . ., Ân, - . . l'opérateur U ne possède 
pas d’autres valeurs propres non nulles. En effet, si À était une telle 
valeur propre, pour un z 0 on aurait Ur — x, c'est-à-dire 


Les éléments P;,x sont deux à deux orthogonaux, car appartenant 


A P,,x —= DmPrmT US N). 


Comme À À, on a P,,7 = 0 et x = 0. 

C.q.f.d. 

REMARQUE 1. Il est immédiat de vérifier que le sous-espace propre 
H,, relatif à une valeur propre non nulle est de dimension finie. 

En effet, tout ensemble borné E de H,, est l'image d'un ensemble 
borné Ë (composé de tous les éléments z de la forme z — (1/À,) x, 
où æE E). L'opérateur Ü étant compact, l'ensemble E est relative- 
ment compact, ce qui n'est possible que dans le cas où H;, est de 
dimension finie (voir théorème IV.1.3). 


REMARQUE 2. De Ia relation (6) il résulte que l’on peut définir 
une valeur propre À, comme 


Ax= + Sup [(Uz,z)| (j=1, 2,...,k—1). 
He 
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4.5. Désignons par H, le sous-espace propre relatif à la valeur 
propre zéro, et par H son orthocomplément. Vu que Vr EH, VyE€ 
€ H, on a 

(Uz, y) = (x, Uy) = 0, 
alors Ux JL H,, c'est-à-dire U (H) € H. Inversement, si y L U (H), 
alors 
= (Uz, y) = (x, Uy), 


pour tout x € H, d'où il résulte que Uy = 0, c'est-à-dire y € Hi. 
Donc H = U (H). 

Choisissons un système orthogonal complet dans chaque sous- 
espace H,,. Ce système sera fini pour tout k = 1, 2, ... d'après 


la remarque ci-dessus. En groupant ces systèmes dans un seul, on 
obtient un système orthonormal zx,, x:, . .. composé des éléments 
propres de l'opérateur Ü. On désignera comme toujours par À, la 
valeur propre à laquelle est associé l’élément z,. Donc, parmi les 


valeurs propres il y en aura qui seront égales *). Le théorème 2 nous 


dit que le système orthonormal construit est complet dans H, donc 
chaque élément z € H peut être mis sous la forme 


z= 2% +7, (10) 


20€ Ho, = À cures € H (x =(z, s)=(2, 2), EN). 


En particulier, si z = Uzx, ainsi qu’on l’a remarqué plus haut z € H 
et, par suite, 


= D Cutr (c=(2 x) =(Uz, m3) =(x, Urx) = (x, 2). 


Soit l'équation 
x — UUzx = y, (11) 
où y est un élément fixé de H, u un paramètre numérique. 


En mettant y et l'élément cherché x sous la forme (10), on obtient 
l'équation 


Lo + à ChTh — LU D Chhner = Yo + D dt 
(cy — (x, Th); dy — (y, Yr)); 
d’où 
To — Yo: Cr (1 — x) = dy (& = 1, 2, ...) 


*) La commodité de cette notation est que non seulement un élément pro- 
re définit une valeur propre, mais inversement une valeur propre définit de 
açon unique (à un facteur multiplicatif près) un élément propre. 
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et par suite 


Lo = Ye re re (k—1, 2, ...) (12) 
si seulement 
14 — uÀ, 0 
pour tout # = 1, 2,... De pus 


2 CSS “min RTE 211dul° <®%, 


et il existe une solution unique. En désignant cette dernière par z*, 
on aura 


à dk 

ZŸ — Vo L D EETT TR. 
k 

Si uÀ, = 1, la solution n'existe que si les coefficients d, = 0, 
c'est-à-dire si le second membre de l'équation (11), savoir l'élément y, 
est orthogonal à tous les éléments propres associés à 1/u. De plus, la 
solution n'est pas unique, car les coefficients correspondants c: 
peuvent être arbitrairement choisis : si z* est une solution quelconque, 


alors z* + zx, où x est un élément quelconque de H;,,, sera égale- 
ment solution. 
Les valeurs 
1 
=-— (k—=1, 2, ..…. 
Mk Àk ( , ) 
sont appelées valeurs caractéristiques de l'équation (11), et les elé- 
ments qui leur sont associés éléments caractéristiques. 
Si U représente un opérateur intégral dans L° à noyau symétrique 
continu 


b 
y=Uz, y(s5)= | K(s, 1) 2(#dt, 


tous les résultats mentionnés plus haut se transforment en les ré- 
sultats classiques de la théorie des équations intégrales, sur la for- 
mulation desquels nous ne nous attarderons pas. 

En traitant une matrice symétrique comme un opérateur dans un 
espace hilbertien de dimension finie, on peut déduire à partir de 
l'exposé précédent les théorèmes classiques de la théorie des matrices. 

4.6. Soit H un espace séparable. Pour représenter matriciellement 
un opérateur auto-adjoint compact (cf. V.3.1), nous choisissons un 
système orthonormal complet de la manière suivante: au système 


construit dans H nous ajoutons un système orthonormal dans Hu. 
En désignant le système obtenu par {x, } et les valeurs propres corres- 
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pondantes par {4,} (donc À, peut être égale à 0), on obtient la matrice 
suivante de l'opérateur U 


A4 O O0 
A— O 2 O0 ... (13) 
0 O0 33 ... 


Les éléments diagonaux de cette matrice sont les valeurs propres, 
les autres, des zéros. 

On démontre que si U admet une représentation matricielle de la 
forme (13), où À, sont réelles et À, —> 0, U est un opérateur auto- 
adjoint compact. 


$ 5. Représentation intégrale d’un opérateur auto-adjoint 


Dans ce paragraphe nous représentons un opérateur auto-adjoint 
par une intégrale abstraite du type de Stieltjes, qui se ramène à la 
forme (3) du paragraphe précédent si l'opérateur envisagé est compact. 


La représentation intégrale des opérateurs dans des espaces concrets a été 
donnée par Hilbert (voir Hilbert), dans le cas général par Neumann [1]. L'idée 
des raisonnements ci-après appartient à Riesz. Pour l'exposé de ce paragraphe 
voir également Ahiezer et Glazman. 


Le principal outil d'étude est la notion de fonction d’opérateur. 
Nous avons déjà eu affaire à cette notion: ainsi, par exemple, pour 
les opérateurs dans un espace normé, nous avons défini les puissances 
entières, et pour les opérateurs strictement positifs dans un espace 
hilbertien, la racine carrée. Plus bas, la correspondance entre fonc- 
tions de variable réelle et opérateurs s'étend systématiquement à 
toutes les fonctions continues. 

5.1. Soit U un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien H. 
Comme précédemment on définit les bornes de U 


m=— inf (Uz,zx), M= sup (Uz, x). 
I x [| mf Uxl=1 


Soit par ailleurs (ft) = co + cit + cat” +... + ct". Posons 
par définition 


L'opérateur œ(U) est dit polynôme opératoriel. 
Notons quelques propriétés des polynômes opératoriels. 
I. [ (U)}* = (UV). Notamment, si (ft) est un polynôme réel, 
p (U) est un opérateur auto-adjoint. 
II. Sie (4) = aps (#) + Bye (t), alors p (U) = ap, (U) + By: (U)- 
LIT. Si @(t) = q (€) pe (t), alors q (U) = q1 (U) pe (U). 
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IV. Le polynôme opératoriel p (U/) commute avec tout opérateur 
commutant avec U, c'est-à-dire UV = VU entraîne @ (0) V = Vœ(U). 

V. Siw(t) >0 pour t Em, M], l'opérateur @ (U) est positif. 

Les quatre premières propriétés sont évidentes. Penchons-nous 
sur la démonstration de la cinquième. 

Le polynôme w (t) étant positif dans l'intervalle [m, M], il ne 
peut y présenter de racines de multiplicité impaire. D'autre part, 
puisque son signe change au passage par une racine de multiplicité 
impaire et que pour { assez grand ce signe est celui du coefficient c,, 
le nombre de racines de multiplicité impaire supérieures ou égales à 
M sera pair si c, >> 0 et impair si c, << 0. En tenant compte de ceci, 
on s'assure que ® ({) se représente par 


p (€) = Pa (#) Pa () - . . ps E), 
où les facteurs w, (£) sont de l’une des formes suivantes: 


a (a > 0), 

(+ a)? +8: (« est réel, B; > 0), 
Pa (4) = L— tr (x LM), 

tb, —t H>M). 


[Il est immédiat de vérifier que dans tous les cas @, (U) > 0. 
En effet, si par exemple mp, (ft) = t — 1, (t, < m), alors , (U) = 
= U — te1 et} 


(pr (U) x, x) = (Uz, z) — ty (x, 2) > (m— 1) (x, x) > 0. 
D'après III 
q (0) = mp1 (0) pe (U) . . . y, (U). 


Or, les opérateurs œ, (ÜU) commutent entre eux (propriété IV), donc 
on peut leur appliquer le corollaire du théorème V.6.2, qui dit que 
le produit q (U) est aussi un opérateur positif. 

Signalons encore deux propriétés des polynômes opératoriels, qui 
découlent des précédentes. 


VI. Si qu (t) < Pe (t) dans [m, M], alors p, (U) < ps (U). 
VIL Ip(U)IIS max (1). 
tE[m. M] 

En effet, 

IP@IF- sup (p(U)z, p(U)x)=sup(p(U)p(U)z, x) = 
= sup (p(U)z, x), 
Nx=1 
où w(t)—=]|œp(t)|?. Si Z= max |p(t)|, alors 
tEim. M] 


O<Yp()<EË (Em, M), 
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donc 
0 < y (0) < F1 
et par suite 
sup (w(U)zx, x) <{?. 
Uxfi=1 


5.2. Soit œ (£) une fonction continue dans l'intervalle [m, M]. 
Il existe une suite {p, (t)} de polynômes uniformément convergente 
vers  (t) dans [m, M]. On voit immédiatement que la suite d’opé- 
rateurs {p, (U)} sera convergente vers un opérateur. En effet, 


(| Pr+p (U) — Pr (U) I< max, [Pnr+p (£) — Pa (£)| ie” 0. 


Si une autre suite de polynômes converge uniformément vers 
œ (t) (dans [m, M1), la suite des polynômes opératoriels correspon- 
dants convergera aussi vers le même opérateur que la suite initiale. 
On peut s’en assurer en regroupant les deux suites dans une seule. 
Ceci nous permet de désigner 


p(U) = lim ga (U). 


On appellera l'opérateur œ@ (U) fonction d’opérateur. 
Les propriétés des fonctions d’opérateur sont rassemblées dans 
le théorème suivant. 


THÉOREME 1. a) [@ (U)]* = @(U). En particulier, si @(t) est 
réelle pour t Em, M], alors @ (U) est un opérateur auto-adjoint. 

b) Siœ (t) = apr (€) + Bo (f), alors @ (U) — aps (U) + Bpe (U)- 

c) Si (ti) = a (£) pe (£), alors @ (U) = m1 (U) pa (U). 

d) L'opérateur œ@(U) commute avec tout opérateur commutant 
avec U. 

e) Sip(t) > + (t) (t Em, MI), alors @ (U) > Ÿ (U). 


f) Hp(U)IIS max ]p()1*). 
1E{m, M] 


g) Si une suite {Pr (£)} de fonctions continues est uniformément 
convergente dans l'intervalle [m, M] vers une fonction @ (t), alors 
I @n (0) — p (U) | —+ 0. 

h) Si P est un projecteur commutant avec U, alors 


Pœ (U) = Po (PU). 


DEMOXSTRATION. On établit sans peine les propositions a) à g) 
grâce aux propriétés des polynômes opératoriels. 

La preuve de h) n'est pas compliquée non plus. Si œ ({f) est un 
polynôme, P° — P entraîne PF — P (k — 1, 2, ...). Si @ (t) est 
une fonction continue quelconque, il faut passer à la limite. 


*) Plus bas (dans 5.3) nous donnerons l'expression exacte de [Ig(U)||. 
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5.3. Pour définir de façon unique l'opérateur @ (U) il n’est pas 
indispensable de connaître toutes les valeurs de œ (?) sur [m, M] 
tout entier. Il suffit de se donner  (£) sur un ensemble fermé Sy, 
c Im, M] appelé spectre de l'opérateur U. 

On dit qu’un nombre À est un point du spectre d’un opérateur 
auto-adjoint U si existe une suite {x,} telle que 


Iznil=1 (2=1, 2,...), Utn— Min —— 0. (1) 


Il est équivalent de dire que À est point du spectre si 


inf [|[Uz—Ar|| 0. (2) 
Dxl=i 


L'ensemble de tous les points du spectre est appelé spectre de l’opé- 
rateur U *) et noté Su. 


Il est clair que toute valeur propre est un point du spectre, mais 
la réciproque n’est pas vraie. En effet, si l'opérateur U est compact et 
H de dimension infinie, À = 0 est un point du spectre, alors qu'il 
n'est pas toujours valeur propre. 

Soit À un point du spectre. De (1) il suit 


À= lim(Uzx,, zà). 
fn 00 


D'où il résulte que le spectre de l'opérateur U est compris dans 
l'intervalle [m, M] de la droite réelle. Montrons que les bornes de 
l'opérateur U sont des points du spectre. 

Admettons que 0 << m < M **)et considérons le point À = M. 
Comme || U || = À, on aura pour [[xz || = 1 


I Uz — Az IP = || Uz [f — 2 (Uz, x) + À 2 IA — (Uz, 2), 
d'où 
inf [[Urz—Àx[P<L21[A— sup (Urxr, z)}] =0, 
[xi=1 Dxl=1 
ce qui d’après (2) exprime que À € Su. 


Sy est un ensemble fermé. 
En effet, si À 6 Su, de (2) il vient 


inf [[Uz—hzll=d>0. 
xl =1 


*) Formellement, cette définition a un'sens dans le cas où U est un opéra- 
teur linéaire dans un espace normé quelconque. Cependant, dans le cas général 
on donnera une autre définition du spectre qui n’est équivalente à celle-ci que 
si U est un opérateur auto-adjoint dans un espace hilbertien. 

**) On peut toujours réaliser cette condition en ajoutant à l'opérateur 
U un opérateur de la forme y] ; cela étant, le spectre et les bornes de l'opérateur 
se déplaceront d’une distance L vers la droite sur l’axe réel. 
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Si [A — Ào | << d/2, alors 
inf [Uz—Ar|> inf [Urz—rll— sup | kz—Az||> 
Uxi=1 Uxil=1 I x 1 =1 


d d 
>d—z=z>0, 


donc le complémentaire de Sy est ouvert. 
Avant de formuler un résultat fondamental, nous allons prouver 
deux propositions auxiliaires. 


LEMME 1. Soit (ft) un polynôme réel. Alors Su) = @ (Su), 
c'est-à-dire le spectre de l'opérateur œ (U) est constitué de tous les pu 
représentables sous la forme u = @ (à) (À € Su). 


DEMONSTRATION. Soient LU un nombre réel quelconque, #,, to, . . ., ts 
les racines de l'équation 
PU) =. 


Il est évident que l'opérateur @ (U) — 7 s'écrit sous la forme du 
produit 


p(U)—ul =c(U—-1D(U—-RD ... (U—1,7. (3) 

Soit À € Su. Il existe une suite {z,} d'éléments normés, telle 

que Uzx, — Àz, > 0. Posons u = op (à), {, = À dans le développe- 
ment (3). Il vient 


p(U)tza—uz =c(U—tHD)(U—ET) ... (Uxs— tn) —— 0, 


T0 


c'est-à-dire LE San: 
Inversement, si aucun {, n'appartient au spectre de Ü, alors 


inf [Uz—t,z||=p,>0, 
Nxi=i 


inf [(U—t,417)(Uz—tz)> inf [|Uy—tsiyll= ps: > 0. 
ETES ui >, 


En poursuivant de la sorte on trouve 


inf Np(U)z—uzll= pi >0. 


xl 
Donc u = p(f,) (4 = 1, 2,...,s) n'appartient pas à Sœu). 
LEMME 2. Si ot) est un polynôme, alors 
Ip (U)11= max | (#)1. 
tESy 
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En effet, 
I g (©) [2 = sup (p(U)zx, q(0) x) = 


= Sup (@(U)p(U)z, 2) sup (W(U)z. 2), (4) 


où Ÿ (4) = | p (#) [°. 

Donc, ||p (U) | est un majorant de l'opérateur % (U). Or, le 
majorant d'un opérateur strictement positif ÿ (U) est confondu avec 
la borne supérieure du spectre de cet opérateur : 


My = SUP Scan. (5} 
D'après le résultat du lemme 1 
Sup Sy = SUP Ÿ (Su) = sup y (£) = [sup | ()|F°. 
tESy tESy 


Cela étant, puisque l'ensemble Su est fermé, on peut remplacer 
suprémum par maximum. En comparant la dernière égalité avec les 
relations (4) et (5), on obtient le résultat désiré. 

Le théorème fondamental se démontre maintenant sans peine. 


THÉOREME 2. Si (t) est une fonction continue dans {m, M], alors 
Ip (C)1= max | (t)1. (6) 
tESy 


En effet, soit {o, (t)} une suite de polynômes convergeant uni- 
formément vers œ ({). D’après le lemme 2 


I Pn (U) [= max |Pn (£)1 = 1 Pa llc- 
tESy 


En passant à la limite pour r — oc, on trouve (6). 


COROLLAIRE. Si @, et ®. sont des fonctions continues dans [m, M] et 
confondues sur le spectre Su de l'opérateur, alors , (U) = 2 (U). 


Soit donnée une fonction œ (t) continue sur le spectre de l'opé- 
rateur U. En la prolongeant, avec conservation de la continuité, à 
l'intervalle {m, M] tout entier, on obtient une fonction œ (t) con- 
tinue dans {m, M]. On convient que 


p (U) = g (U). 


D'après ce qu’on a dit plus haut, l'opérateur @ (U) ne dépend 
pas du procédé de prolongement de la fonction q (£) et est défini 
seulement par les valeurs de la fonction q sur Su. Il est clair que 
les propriétés des fonctions d’opérateur énoncées dans le théorème 1 
s'étendent aux fonctions que nous venons de définir (dans l'énoncé 
du théorème 1 il faut remplacer partout l'intervalle [m, A] par 
l'ensemble Su). 
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La généralisation de la notion de fonction d'opérateur permet de 
prouver un théorème important caractérisant le spectre d'un opéra- 
teur auto-adjoint. 

On dit qu’un nombre complexe À est valeur régulière d'un opéra- 
teur U s'il n’appartient pas au spectre de cet opérateur. 


THÉORÈME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que À 
soit valeur régulière d'un opérateur U est l'existence dans H de l'opéra- 


teur linéaire inverse 
R,=([U—A)"#*). 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Soit À une valeur régulière. 
Définissons sur Su la fonction p;: 
1 
P; (t) = t=X 


et posons R; = px (U). Comme 
G—2p,()=1 (GE Su), 


d’après le théorème 1 on a 
(U—N)R;,=R,(U — AM) = 1, 
d'où 
R; — [U — AI. 
Condition suffisante. Si existe un opérateur linéaire inverse (au 
moins à gauche) 
R, — [U — AIÏ”1, 
alors pour || x || — 1 on obtient 
IRAU—-ADzl=Uzl= 1. 
Donc 


. 1 
ne, [Uz— àzx|| ZE TRI > 0. 


Le théorème prouvé permet de généraliser le résultat du lemme 1 
à des fonctions continues réelles arbitraires. 


THÉORÈME 4. Si œ (t) est une fonction réelle continue sur Sy, alors 
Sun = p (Su). 


DÉMONSTRATION. Soit u # p (Su). La fonction wŸ, 


VO=—r (ESu) 


*) Ce théorème sert précisément de base à la définition d’un spectre dans 
le cas général d'un opérateur linéaire dans un espace normé arbitraire (cf. chapi- 
tre XIII, tome 2). 
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étant continue sur Sy, l'opérateur ÿ (Ü) a un sens. Il est évident que 
d (0) = Lo (0) — pt. 


Donc u & Su) d'après le théorème 3. 

Supposons maintenant que u = ® (À), où À € Su. Soit {p, (t)} 
une suite de polynômes convergeant uniformément vers o (t) sur S y. 
On a 


Ip (0) z — url 1 n (0) z — pa À) z I + 
+ [lp (0) — pa (0) Hz + Lu — pa OO) 1x I 
Le lemme 1 nous dit que 
inf 11pn (U)2—qn (M z1l=0, 
donc 


inf, Ip (©) z— url (OU) — pa (OU) +18 — pr QI. 


En faisant tendre z —+ co on trouve 
inf, Ip(U)z—uzi=0, 


c'est-à-dire UE Sou- 

5.4. À tout opérateur auto-adjoint ÜU on peut associer une famille 
de projecteurs qui permet de représenter sous une forme intégrale du 
type intégrale de Stieltjes aussi bien l'opérateur ÜU que des fonc- 
tions de U. 

Soit ÜU un opérateur auto-adjoint. Considérons la fonction 


0 Eh, 
gi = | t—X (>), 


UX = pi (U). 


Supposons que H? représente l’ensemble de tous les éléments zx 
pour lesquels Uïxz = 0, c'est-à-dire Hf est le sous-espace propre de 
l'opérateur U} relatif à la valeur propre nulle. Désignons enfin par 7; 
le projecteur sur le sous-espace Hi. 

Les propriétés des projecteurs /,, comme le montre le théorème 
ci-après, sont intimement liées avec le spectre de l'opérateur U, 
en conséquence de quoi la famille de projecteurs 7; est appelée 
fonction spectrale de l'opérateur U. 


THÉORÊME 5. a) Sii<m,1,=0;: si1>M,I, = I. 

b) Sii<u, Ti < Lo: ’ 

c) La fonction spectrale comme fonction de à est continue à droite en 
ce sens que 


et posons 


1, = Li+0 = lim I, sur H. 
p—Ài+0 
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d) Le projecteur I, (— © << À << oo) commute avec tout opérateur 
commutant avec U. 

e) Chaque valeur régulière réelle À de l'opérateur U est un point en 
lequel la fonction spectrale prend une valeur constante, c'est-à-dire 
existe Ô >> 0 tel que I,-s = T1+9. Inversement, les points en lesquels 
la fonction spectrale est constante sont des valeurs régulières de l'opé- 
rateur U. 

f) Pour qu'un nombre réel À soit valeur propre d'un opérateur U 
il faut et il suffit que 1; = 140 3-0, où T,-0 = lim 1, sur H. 

U—À—0 
Ceci étant, l'opérateur P, = I, — I;_0 est projecteur sur le sous- 
espace propre relatif à la valeur propre À. 
g) Si (t) > 0 dans l'intervalle Là, ul, alors LI, — 1,] @ (U) > 0 *). 
DEMONSTRATION. a) Si À<Cm, Uj = U — AI. Donc, pour zx 0 
(Uix, x) = (Uz, 2) — A (x, 2) Z (m — À) (x, 2) > 0, 
de sorte que Hi = {0}. 

Si À> M, alors Ui —0 et Hi -H. 

b) Si Au, pi(t)>œi(t) et d'après le théoréme 1 on a Ui => 
ZUi. De plus US > 0. Donc 

O<K(Uixz, x) <(UXx, x) (zEH). 
Si xE Hi, on a Uirx=0 et par suite 
(Uizx, x) =0. 


D'où il résulte que Ur = 0 **), c'est-à-dire EH}. Donc H;cH;, 
ce qui exprime que 1,<1, (V.6.7, lemme). 
c) Comme J; décroît avec À, le théorème V.6.7 nous dit que 


I\40—= lim Z, existe sur H et est un projecteur. Désignons par 
n—À+0 


Hi. le sous-espace qui lui correspond. Comme 7;,<1;,:9 on a 
H; € Hi,,. Soit xE€ Hi,0. Comme de toute évidence x€ Hi (u > À), 
on a 1,z=zx. Donc Uiz—0, mais 


Di —UTI= max [qu (4) — pr (OI<H— À, 
tESy 


de sorte que 
Uiz= lim Uiz=0, 
uæh+0 
d'où zEH*. Par suite H£,0o € Hi, c'est-à-dire Hi, — HŸ ou encore 
T4 — Z. 


*) De toute évidence, il suffit d'exiger que q (t) > 0 uniquement aux points 
du spectre compris dans l'intervalle [à, al. 

**) Si pour un opérateur strictement positif V et un x € Hon a (Vzr, r) = 0, 
alors Vz = 0. En effet, 0 = (Vz, x) = (V Vhz, ) = (V Vr, VVr), c'est- 
à-dire VVz—0, donc Vr= VV(V Vz) = 0. 


23—0996 
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d) Soit V un opérateur commutant avec ÜU. D'après le théorème 1 
l'opérateur V commute aussi avec Uÿ. Ceci nous donne pour zx € Hi 


UiVz=VUir=0, 
c'est-à-dire Vx € Hi. Si x est un élément quelconque de H, d’après 
ce qu'on a démontré V/;,x € H}, donc 
Vli=ZiVl. (7) 
L'opérateur V* commute aussi avec U, donc dans (7) on peut 


remplacer V par V*: 
V*], = 1,V*],. 


En passant aux opérateurs adjoints dans les deux membres de la 
dernière égalité, on obtient 


I, V — I, VT;. 
En comparant avec (7) on trouve 
IV = VI,. 
e) Considérons l'opérateur 
U, =, (U), 


t—) (th), 
OT Sa 
et prouvons que 
Ui. = I, (U — AT). (8) 
En effet, comme 
U—)I1=Ui+U:, (9) 
pour EH; on a 
Uzx — x = Uz. 
Si x est un élément quelconque de H, on peut écrire 


Ii (Uxz— zx) =(U— AT) Tiz = Urlix = LiU;z. (10) 


Or UiU = 0, c'est-à-dire UX (U;x) —0, donc U;xE Hi et par suite 
T,U;zx = Uiz, ce qui nous amène à la formule (8). 

Supposons maintenant que À, est un point en lequel la fonction 
spectrale prend une valeur constante, c’est-à-dire il existe un înter- 
valle Ïà, ul contenant À,, tel que 7; = Z,. Considérons l'opérateur 
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La formule (8) donne 


p= UM) I U=EN L7 
U— À 


c'est-à-dire P est un projecteur. De plus 
P = o (U), 


où © (t) est une fonction linéaire dans l'intervalle [A, ul, égale à 1 
pour { < À et nulle pour t > Li. 

Supposons que l'intervalle JÀ, ul contienne des points du spectre 
de l'opérateur U ; soit À l’un de ces points. Alors 


Q = P — P°: = 0. 
Or, d’après le théorème 2 
I Q1I= max 10 (4) —02(91>0 (À) — 02 (À) > 0. 
tESy 

Donc, en tant que point de l'intervalle JA, ul, À, est une valeur 
régulière. 

Supposons maintenant que À est un point de croissance de la 
fonction spectrale. Cela signifie que pour tout ô > 0 


Tire — 3-8 0. 


Soit zCHi,s©O His Comme zEHf,s on a Uï:sz—0. Or, 
puisque 


IUXS+s— UT II< 6, 
il vient 
Dix I 8 11 x 1]. 
D'autre part, x L His, c'est-à-dire Z;,_s5z—0. Donc 


Th -oU3-08x = Ui-6l1 st = 0, 


d'où il résulte que U;_ex 1 Hi_s. Or, on a mentionné plus haut 


que toujours U;-srE Hf-s. Donc, dans le cas envisagé U:_s7 = 0. 
De façon analogue, on obtient 


T3 — 03 11< 6, 
d’où 
RAC AIECOREATE 
D'après (9), on a 
HUz— Az KA UËz [+ 1 az 128 | z II. (11) 
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En prenant une suite 6, —0 et la suite correspondante d'’élé- 
ments normés zh € Hi:6, ©) H3-5,, on trouve 


Il Uz, — ÂTn Il ——> 0, 
ñ—00 


ce qui exprime le fait que À appartient au spectre de U. 
f) Notons tout d’abord que, la fonction spectrale étant monotone, 
il existe 


T,o= lim 1, sur H, 
p—-À-—0 


et de plus Z;,, est projecteur. Il est manifeste aussi que 7, 0 2. 
Supposons à présent qu'au point À 
Lio 5 Tito = La. 
Désignons par Hi_o le sous-espace correspondant au projecteur 
I, et prenons zEHÏO Hf-0. De toute évidence zE€ Hi,s5 © Hi-a, 


Vô>=>0. Comme l'inégalité (11) est réalisée pour tout ô > 0, et que 
son premier membre ne dépend pas de ô, on a 


I Ux — Az || = 0, 
c'est-à-dire À est valeur propre de l'opérateur Ü et x est l'élément 
propre correspondant. Si l’on désigne comme toujours par H; le 


sous-espace propre et par P; un projecteur sur H;, de ce qu’on a dé- 
montré il résulte que 


H, = HO HS 0 (P,2>1,—1,0). 
Considérons le projecteur 
Ii=P;,—1,P, (—oo<up<oo) 
et prouvons que J,,x= 0 équivaut à P,Uiz—0. En effet, si Z,x=— 
—0, alors Pix =—7,P;,x, d'où P,Uixz=U;P;r —0. Si au contraire 


P,Uix=0, alors P\xzE€ HS et Z,P;xr = Pix, c'est-à-dire 1,x = 0. 
D'après h) du théorème {, on a 


PU; = P;i (PAU). 


P,U =— ÀAP,, 
donc de la définition de la fonction d'opérateur il vient aussitôt 
(À — pu) P,, u<T À, 
0, u>àÀ. 


D'où il résulte que pour << À, Z,x—0 équivaut à P;,xr— 0, c’est-à- 
dire pour p<<À on a J,=P,. Si >, alors 1,0. Par suite 


0 À. 
Pi, u>À. 


Or 


P,U; = | 
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Or 
IP, +1 (1— EP). 
Donc 
To = lim I, = 1, (1 —P,). 
u—A—0 


En ôtant ceci de l'égalité 
Ii=1,Pi+1,(1—P1)=Pi+l;(1—P;), 

on obtient 
Ti—Tio=Pi+ (lili) (T—P2,)>P,. 

Comme P, 0, à plus forte raison 7, — 7,-,) 0, c'est-à-dire la 


fonction spectrale présente un saut au point À. De plus, d’après une 
relation établie plus haut, on trouve 


P, — I, — Zi. 
g) Supposons tout d'abord que (ft) = 0 dans l'intervalle 
[À, pu] et montrons que [7, — 7,] @ (U) = 0. A cet effet considérons 


une fonction œ (t) confondue avec la fonction œ (t) aux points A, 


Âos +... Ar (Ar LÀ, Ar = À) et LU, He, - .., Us (Ur > LH, 1 = b) 
et linéaire dans les intervalles de ces points. Il est clair que 


r 


D (= À agi, (+ D Big, (. 


Donc 


r 


PU)= © œUr, + D Pau. 

Vérifions que 

Hu 1] p(U)=0. (12) 
Etudions séparément chaque terme de la somme 

M—n]e@)= 2 a [Ju —1;] Un+ à Ba Uu— Ti Ur,. 
La formule (8) donne 
ur, = Un), U—hl) = ul, — il) (U —h). 

Or << I, donc Lin, == d’où il résulte que 


[u—1;]U1, =0. Ensuite [/,—1,j US, =1,(1—TJUi = {1-1 x 
X Uj,1, =0. Ce qui prouve (12). 
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La fonction œ (f) peut être représentée comme la limite d’une 
suite de fonctions linéaires par morceaux de la forme envisagée, 
uniformément convergente dans l'intervalle [m, M]. Comme une 
relation de la forme (12) est réalisée pour chaque fonction de la 
suite, le passage à la limite, qui est licite d' après g) du théorème 1, 
nous conduit à la relation voulue [Z, — 1h] q (U) = 0. 

On admettra maintenant que q (t) vérifie les conditions du théo- 
rème, c’est-à-dire  (t) > 0 pour t € IX, u]. Considérons la fonction 


(A), t<A, 
d(t)= 4 pt), AI, 
q(u), 1>4. 


Comme # (if) > O pour tous les ft, alors % (VU) > 0 et a fortiori 
[Z, — 1] % (Ü) > > 0. Or, les fonctions 1) (4) et Ÿ CÂ sont confondues 
sur l’ intervalle f, u], donc d’ après ce qu'on a démontré plus haut 
[Z, — 17;l (o (0) —  (U)] = 0, 
d'où il vient 
Uu-- 1] (U)= Hu 13) Ÿ(U)>0. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

5.5. Passons maintenant à la représentation intégrale des fonc- 
tions d'opérateur. Soit  ({) une fonction bornée continue réelle, 
définie sur ]— oo, + oo *). Considérons la partition de la droite 


numérique par les points —o = << <...< An Any = 
= oo (À, << m, À, > M) et formons les sommes 


n—i1 n—1. 
— à tx ges hi S= à La aps —hl (13) 


= inf q(ÿ, La= sup qi). 
tEUA pr Âpy1) ELA pe Aps1] 


La fonction œf({) vérifiant la condition 4, < p(t) < L, sur 
l'intervalle [A,, Ar+1l, d’après g) du théorème 5 on a 


Lai) P O)< Lila, — al. 
En additionnant toutes ces relations, on obtient 
s<pU)<S. … (44) 


*) On peut admettre que q ({) est définie d'abord sur le spectre de l’opéra- 
teur U et ensuite prolongée à la droite numérique tout entière avec conservation 
des propriétés indiquées. 
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Mais, par ailleurs L 
n— 


| S—s= à (La — ln) Mas — Tax] KT, 


où Ô— max (A+, —Àx). Donc si ô—+0, 
h=1,2,...,n—i1 
c'est que || S — s || —> 0, et puisque 0 << S — p(U) LS — 5, l’on 
aura S —> o (U) et de façon analogue s —> (U). 
Formons maintenant la somme « intégrale » 


n—1i 


= Don, —lnl Cru). (15) 
Il est immédiat de vérifier que 


SLO<S 
et par suite 
limo—]limS—{(U). 
5-0 6-0 


Or, lim © peut être considérée comme l’intégrale 
ü—0 


+00 
limo= | o(t)di,. (16) 
60 d 
Nous avons donc obtenu la formule 
+ oo 
p(U)= | pHal.. (17) 


—œ 


En particulier, si @ (t) = t, la formule (17) donne la représenta- 
tion intégrale de l'opérateur U 


U— | tal. (18) 


Les propriétés des fonctions d'opérateur, énoncées dans le théo- 
rème 1 et dans 5.3, peuvent être formulées en termes de l'intégrale 
opératorielle (16). Indiquons encore une formule reliant une fonction 
d'opérateur à l'intégrale de Stieltjes 

+ oo 
@U)z, = | pd (x, y) 


et la relation qui en découle 


+oo 
IpU)E= À 1p(HI2d (x, 2). 


La déduction peu compliquée est laissée au soin du lecteur. 
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L'intégrale (16) peut être considérée sur l'intervalle [4, ul. 
I1 est immédiat de vérifier que 


LU 
Jp@dli= 1-1) ç0). 
À 
En particulier, si À<m, nu > M, alors 
[Us 
fowan=e (tu). 
À 


5.6. Pour construire une intégrale de la forme (16) il n'est pas 
indispensable d'admettre que la famille de projecteurs 7; soit une 
fonction spectrale d'un opérateur auto-adjoint. Jl suffit qu'elle 
vérifie les conditions formulées dans a) et b) du théorème 5. 

Soit {E,} une famille de projecteurs dépendant d'un paramètre 
réel et satisfaisant aux conditions: 

DE, <E, S À <<; 

2) il existe des nombres m et M tels que E, = 0 pour Ài<m 
et E, = I pour À > M. 

La famille {£,} sera appelée dans ce cas partition de l'unité. 

Sous les conditions posées la fonction complexe (£E;x, y) de 
l'argument réel sera une fonction à variation bornée quels que soient 
z, y E H. Ceci découle immédiatement de la formule 


1 
(Ex, y) — 7 U(E:z + y), z+y)— (E: (z— y), z—y)] + 
+il(E(z+ gi), z+yi) —(E:(x—yi), z—yi)]}. 
Donc, si œ (t) est une fonction bornée continue, l'intégrale 


+oo 
Jia u= | p(@a(Ez,y) (s,y€EH) 


—œ 


a un sens. Il est aisé de voir que la fonctionnelle J (œ; x, y) est 
additive et homogène en zx et en y *). De plus, comme 


+oo 
|] (y; z, y)| <supl(t)| V [(E:x, y) 


<suplq (1-2 {z+y + z— y + le + gi Ne + Ile — vi 9 = 
=suplp Ii f+ y IA, (19) 


la fonctionnelle J (œ; x, y) est continue en zx et y. 


*) L'homogénéité en y est du « deuxième genre »: J (p: z, ay) = aJ (p: 
Z, ÿ)- 
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Fixons x et considérons la fonctionnelle linéaire de y 


fx (y)=J(p; zx, y). 


La forme générale des fonctionnelles linéaires dans un espace hil- 
bertien nous donne 


fx (y) = (y, 2), 


où l'élément x € H est défini uniquement par la fonctionnelle f.. 
c'est-à-dire en fin de compte par l'élément x. En posant z = J (œ) x.. 
on peut écrire 

J'(@; x, y) = (J (op) z, y). 


Il est clair que l’opérateur J () est additif et homogène. Grâce- 
à (19) on obtient 


(MOENIUOES TEE AUCEE 
<suplg (IL 2+ 1], 


d'où il résulte que l'opérateur J (@) est borné. 

On définit de façon analogue une intégrale sur un intervalle- 
quelconque [à, 

Prouvons maintenant que l'opérateur J (@) est la limite de- 
sommes intégrales de la forme (15): 


n—1 


= à px) [E,, — Er) (i<m, A >M). 


On a 
n—1 ps 
pa v—(zy=) | oté(Ex, n— 
k=i À 
n—1 ps n—1 hs 
—Z fo&dtazn-) |lp@—-pŒ)ld(Ex, y). 
Rk=1 Àh Rk=1 Àp 
d'où 
NJ(e)—oi= sup 14 (@)z, y) — (0x, v)l< 


= 1 
° n—1 Àpsi 
< su >| j LP ()— p En)] d (Ex, v)|- 


LE 21 
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En désignant par w la plus grande oscillation de la fonction q (t) 
dans les intervalles [A,, À}, LAe, Asl, . .., [Ân-19 An] On peut pour- 
Suivre la majoration 


n—12 


I (p)—ol<e sup À V [(E:z, y)<o Sup, V [(Eix, y) 20. 


PTE Eee 


Si Ô — max (Àp+1 — Àr) — 0, alors © —+0 et par suite lim O — 
=1, 2, 


== J (&). Ceci nous permet d'écrire: 


+oo 


J()= [opte 


Utilisons ce qui vient d'être démontré pour énoncer quelques 
propriétés de l'opérateur J (). 

I. [J (p)]* = J (op). 

IT. Si () = api (£) + PB: NE alors J (p) — aJ (1) + BJ (pe). 

III. Si œ(t) = , (é) p: (é), alors 


Jp) = J (q) J' (pe) = J (pe) J (Pa): (20) 


Prouvons la dernière propriété. Pour une partition formons 
les sommes intégrales 


n—1 


= d P (Ex) [En,,, — En], 


= 5 Pa (x) Er, —En,l, = 5 Pz2 (Ex) [En,,, — En.) 
‘Comme pour j<<k on aura Àj <<, <Ag << Ass, alors 
FE — En) Er, — Ea)] = 
=, En, — En En En Er, + EE, = 
= E,,, — Er, —E,, + E, = 0. 
Donc, dans le produit 


n— 1 
00" — ; à Pa (Es) Pa (x) LE, — En] (E,,, — En] 
seuls les termes pour lesquels j — X sont différents de zéro: Donc 
0'O” = ©. 


En passant à la limite on obtient (20). 
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IV. On a la majoration 


I Z (p)I1< max ]œ(é)1. (21) 
tE[m. M] 
En effet, 

+ oo 


MOPEUOEMOPETACE EE ER UT TOC) 


Comme 
0, tm, 
Erx, x) = 
Gux, 2) D oue t>M, 
on a 
M+e 
NZ (pzlr= À Ip(OI2d(E,z,2)< max lelIlzlE. 
me tEm-e, M+e] 


Cette inégalité étant valable pour tout € >> 0, on obtient à la limite 
(compte tenu de la continuité de la fonction œ (é)) 


HZ (@)zlf< max Ip(t)1*1z1l, 
tElm, M] 


ce qui équivaut à (21). 

V. Si une suite de fonctions continues {p,} est uniformément 
convergente vers une fonction œ@ sur l'intervalle [m, M], alors 
J'(Pn) —+ J (). 

Les propriétés des intégrales d’opérateur J (@) sont les mêmes 


que celles des fonctions d’opérateur. Cette circonstance est clarifiée 
par le théorème ci-après. 


TH£ÉOREME 6. Soit {E;,}une partition de l'unité, continue à droite 
comme fonction d’un paramètre À. Alors {E,} est la fonction spectrale 
de l'opérateur 


+00 
U = jtdE,, 
et de plus _ 
J (qe) = p (U). (22) 


DEMONSTRATION. On vérifie immédiatement que (22) est vraie 
à l’aide des propriétés II, III et V. 
En particulier 
UX = qi (U) = J (qi), 
d'où 
+ æ 
(Utz, x) = | où (t) (Eux, x) — ÎG— A) d (Ex, 2). (23) 


00 À 
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Si Z;,x = zx, c'est-à-dire si Uîr = 0, alors 


[U—2) d (a, x) =0, 
À 


ce qui na lieu que lorsque 
(E,;x, x) = const pour t > À. 
D'où 
(Eix, x) = (Ext, 2) = (x, x) (A) 

et par suite 

Ez=zxz (t> À). 
En faisant tendre { —> À + O on trouve 

E,z=£;,};t=x, 
c'est-à-dire 

I, < E;. 


Inversement, si E;,xz = x, on a a fortiori Ex = x pour t > À. 
L'égalité (23) nous donne alors 


(Uïiz, x) = 0. 
Donc 
Uïx = 0 *), 


ce qui signifie que /,x = x. Donc, /;, > £E, et en définitive 7, — 


= E;. 
REMARQUE. Si la partition de l’unité n'est pas continue à droite, 
on démontre que 


Ti = E;+o- 
En effet, l'inégalité 7, < ÆE:4,9 a été établie dans la démonstra- 


tion du théorème. En passant à la limite dans l'inégalité 7, > E: 
pour { —+ À + 0. on obtient l'inégalité inverse 


Th = l\4+02 E+0- 
Soient U un opérateur compact auto-adjoint et {14} l'ensemble 


de ses valeurs propres. En désignant comme précédemment par 
H;, les sous-espaces propres et par Pr les projecteurs sur eux, con- 


sidérons les opérateurs 
E,= Ÿ Pi, (— 00 < À << 00). (24) 


An SA 


I1 est immédiat de vérifier que la famille {ÆE,} est une partition 
de l'unité, continue à droite. Donc, {Æ;,} est la fonction spectrale 


*) Voir remarque de la page 353. 
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de l'opérateur 
=: dE. 
On vérifie aussitôt que _ 
+ 00 
ftdEi= DhuPas 
— 0 R 


c'est-à-dire, compte tenu de la formule (3) du paragraphe précédent, 
Ü=U. 


Donc, les projecteurs (24) forment une fonction spectrale de l’opé- 
rateur Ü, et la représentation intégrale de l'opérateur U par la 
formule (18) est confondue avec la formule (3) du paragraphe précé- 
dent. 


5.7. La représentation intégrale (17) nous fournit une voie pour la géné- 
ralisation de la notion de fonction d'opérateur. Soit une fonction œ (t) telle 
que pour tout couple (x, y) existe (et est finie) l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes 


+00 
J(p; zx, y)= | p(t)d(lrz, y), 


co 


où {73} est la fonction spectrale de l'opérateur U. Comme plus haut, on peut 
montrer que la fonctionnelle J (œ; r, y) admet la représentation 


T(psrn = (J(pzy) (x v EH), 
où J (y) est un opérateur linéaire. Eu égard à la formule (22) il apparaît naturel 


de poser 
p(U) = TJ (). 


On peut aborder la généralisation de la notion de fonction d'opérateur 
sous un autre angle. A partir d'une fonction spectrale on peut définir une mesure 
opératorielle de même qu’en partant d’une fonction monotone réelle on définit 
une fonction additive d'ensemble. Si œ (t) est la fonction caractéristique d’un 
ensemble e mesurable relativement à une mesure opératorielle, alors œ (U) 
est la valeur de la mesure opératorielle sur e. La signification de œ (U) est claire 
dans le cas aussi où œ (t) est une fonction mesurable à valeurs finies. Une fonc- 
tion mesurable relativement à la mesure opératorielle est la limite d'une suite 
uniformément convergente de fonctions mesurables à valeurs finies, ce qui 
permet de définir q (U) pour une fonction mesurable arbitraire  (t). 


CHAPITRE X 


ESPACES NORMÉS ORDONNÉS 


Les notions de positivité, d'inégalité, d'opérateur positif jouent 
un rôle de premier plan dans des problèmes concrets importants 
pour l’analyse des espaces vectoriels de fonctions et de suites. Cepen- 
dant ces notions et les faits qui leur sont rattachés n’ont trouvé 
aucun reflet dans la théorie des espaces normés de Banach jusqu'ici 
étudiés. Du coup, des questions fondamentales de l’analyse classique 
et appliquée n'ont pu être abordées par les méthodes de l’analyse 
fonctionnelle. Ceci a conduit L. Kantorovitch (cf. [2] à [4a]) à écha- 
fauder en 1935-1937 la théorie des espaces vectoriels semi-ordonnés 
ou lattis vectoriels, c'est-à-dire des espaces munis d’une structure 
d'espace vectoriel et d'une structure d'ordre compatibles d'une 
certaine manière. Ces travaux contenaient l’axiomatique des lattis 
vectoriels, la théorie des opérateurs linéaires sur ces espaces, diverses 
applications de cette théorie à des problèmes de la théorie des fonc- 
tions et des équations fonctionnelles. 

Dans Ia suite, la théorie des lattis vectoriels a connu un dévelop- 
pement fécond dans les travaux de l’école de Léningrad animée par 
B. Voulikh, A. Pinsker, A. Youdine, G. Akilov et leurs disciples 
A. Vexler, D. Vladimirov, G. Rotkovitch. G. Lozanovski a apporté 
une grande contribution à la théorie des lattis normés qui occupe 
une place importante dans ce domaine de l’analyse fonctionnelle. 

A la théorie des lattis vectoriels se rattachent étroitement les 
recherches de M. Krein sur les espaces normés munis d’un cône 
d'éléments positifs, commencées pendant la deuxième moitié des 
années trente et poursuivies par l’école de Vorone]; (M. Krasnosselski 
et ses élèves). Ces recherches sont reliées en premier lieu à la théorie 
spectrale et à la résolution d'équations opératorielles (analyse non 
linéaire). Nous n'insisterons pas sur cette théorie, renvoyant le 
lecteur à l’article de Krein et Rutman [1] et à la monographie de 
Krasnosselski [II]. Pour les liens entre la théorie des lattis vec- 
toriels et la théorie de Krein, voir la monographie de Voulikh [IVI. 
La théorie des lattis vectoriels est également rattachée à celle des 
semi-corps topologiques (cf. Antonovski, Boltianski et Sarymsakov). 
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Le rapport de F. Riesz [4] au congrès mathématique de Bologne 
en 1929 sur les treillis fonctionnels a fortement contribué au déve- 
loppement de la théorie des lattis vectoriels. Au cours des années 
quarante le mathématicien japonais Nakano, développant des études 
antérieures, a bâti une théorie systématique des espaces semi-ordon- 
nés renfermant de nouvelles voies de recherche (cf. Nakano). D'au- 
tres mathématiciens japonais (T. Ogasawara, I. Amémia, T. Ando, 
K. Yosida, S. Kakutani, T. Shimogaki), américains (G. Birkhoff. 
S. Bochner, M. Stone et d'autres), hollandais (H. Freudenthal, 
W. Luxemburg, A. Zaanen), français (J. Dieudonné) ont joué un rôle 
important dans le développement de la théorie des lattis vectoriels. 

Dans ce chapitre nous étudions les lattis normés, c'est-à-dire 
des lattis vectoriels qui sont des espaces normés dans lesquels la 
norme et la structure d'ordre sont reliées de façon naturelle. 

Signalons que les espaces idéaux constituent une importante 
classe de lattis vectoriels et que l'approche abstraite permet d'obte- 
nir des résultats nouveaux et intéressants (cf. $ 5) même si l'onn'a 
en vue que les applications à ces espaces. 

Pour exçoser les faits essentiels de la théorie des lattis normés, 
nous aurons besoin d’un grand nombre de résultats purement algé- 
briques de la théorie générale des lattis vectoriels. Nous formulons 
soigneusement ces résultats sans les démontrer, renvoyant le lecteur 
à la monographie de Voulikh [1]. Notre exposé complète singulière- 
ment l'ouvrage précité. Les plus importantes monographies con- 
sacrées à la théorie des lattis vectoriels sont celles de Kantorovitch. 
Voulikh et Pinsker; Voulikh [I]; Nakano; Luxemburg et Zaanen; 
Fremlin; Schaefer [II]. La théorie des lattis normés occupe une 
place importante dans la série d’articles à caractère récapitulatif de 
Luxemburg [1] et de Luxemburg et Zaanen [1]. La plupart des 
résultats exposés dans les paragraphes 1 à 4 sont bien connus et 
figurent dans les références précitées. 
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1.1. Un espace vectoriel réel X est un /attis vectoriel (en abrégé, 
un ].v.) ou un espace de Riesz ou encore X-linéal s'il est un ensemble 
réticulé (c'est-à-dire un ensemble ordonné dans lequel deux éléments 
quelconques z, y admettent une borne supérieure sup (zx, y) et une 
borne inférieure inf (x, y)) sur lequel la structure d'espace vectoriel 
et la structure d'ordre sont compatibles, c'est-à-dire satisfont aux 
deux axiomes suivants: 

1)z<y—=z+z< y +z quel que soit zEX; 

2) x > 0—= Ar > 0 pour tout scalaire À > 0. 

L'ensemble X; — {x € X: x > 0} est appelé cône des éléments 
positifs de X. Il est évident que tout ensemble fini d'éléments d'un 
1.v. admet une borne supérieure et une borne inférieure. 
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On appelle partie positive de zE X l'élément x; = sup (x, 0), 
partie négative l'élément x_- — sup (—zx, 0) — (—zx)., module l'élé- 
ment |x|—=zx, + zx Pour tout zrEX,;onaz=7z 

On appelle intervalle dans X tout ensemble de la forme Les. Ze] = 

= {zEX: rm Lr LT}, OÙ 2 KL Lo (Ty, Te E X). 

Deux éléments x, y de X sont étrangers (on écrira x e y) si 
inf (|x |, | y |) — 0. Deux ensembles E,, E, € X sont étrangers 
{£; e E.) si tout élément zx € E, est étranger à tout élément y € E:. 
Enfin, un élément x € X est étranger à un ensemble EX (ze E) 
si x e y pour tout y € E. Si E est un ensemble quelconque de X, 
Son complément étranger est l'ensemble E* de tous les x € X étrangers 
à E. On convient que E®* = (Et}. Il est aisé de voir que (E*t})e° = E® 
pour tout E. 

On dira qu' un ensemble E, est plus large qu'un ensemble E, 
(E,, E, € X) si Et = Et; E; est de même largeur que E, si Et — 
— Est, L'élément z EX, tel que {r}°e — X s'appelle unité (faible). 

Ün sous-ensemble E d'un 1.v. X est solid sizEX,yeE,|z|< 
< |yl entraînent x € E. Si E est un sous-ensemble quelconque de x. 
Je plus petit ensemble solide contenant E est appelé enveloppe solide 
de Æ et noté sol (£E). Il est aisé de voir que sol (£) est l’ensemble de 
tous les x € X tels qu'existe y € E pour lequel |z | << |y |. 

1.2. Un sous-espace vectoriel Y d'un 1.v. X est un sous-lattis 
vectoriel de X si quels que soient y,, y, € Ÿ on a sup (y;, y), 
inf (Y1, y:) € Y. On appelle idéal un sous-ensemble linéaire solide 
d'un lattis vectoriel. On appelle fondement un idéal Y d’un I.v. X 
de même largeur que X, c'est-à-dire Ye — {0}. 

Siu € X., le plus petit idéal de X contenant uw s'appelle idéal 
principal ou u-idéal de X et se note X (u). Il est aisé de voir que 
X (u) est constitué de tous les x € X tels que | x | < Àu pour un 
A EÏ0, + ol. 

Si un 1.v. X est confondu avec l'idéal principal X (u) pour un 
u EX,, on dit que X est un lattis vectoriel d'éléments bornés, et u 
l'unité forte (de X). 

Dans un 1.v. X, on dit qu’un ensemble Y € X est une bande 
s'il est le complément étranger d'un ensemble E € X. Autrement 
dit, un ensemble Y € X est une bande dans X si Y — Yet. 

On dit qu'un 1.v. X est archimédien si nr <yEX, VrEX,, 
Vn EN, entraîne x — 0. Tous les lattis vectoriels présentant un 
intérêt pour l'analyse fonctionnelle sont archimédiens. 

X étant un 1.v. archimédien, une condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu’un ensemble Y & X soit une bande dans X est que Y 
soit un idéal dans X et que soit réalisée la condition suivante (dite 
condition de validité) : si £ € Y et dans X existe sup E (resp. inf £), 
alors sup E € Y (resp. inf E € Y). 

1.3. On dit qu'un 1.v. X est un K.-espace ou un espace dénom- 
brablement complètement réticulé (ou encore un 1.v. o-complet) si 
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toute partie majorée dénombrable admet une borne supérieure 
dans X. On dit qu'un 1.v. X est un Æ-espace ou un espace complè- 
tement réticulé (ou un 1.v. complet) si toute partie majorée non vide 
de X admet une borne supérieure dans X. Il est aisé de voir (cf. 
démonstration du corollaire 1 du théorème I.6.17) que dans un 
K,-espace tout ensemble dénombrable minoré admet une borne 
inférieure, de même que dans un X-espace un ensemble minoré 
arbitraire. Un X+--espace est un 1.v. archimédien. 

Dans un X.-espace (resp. un X-espace) un idéal est un X--espace 
(resp. un Æ-espace). 

Une importante propriété des bandes dans un Æ-espace X est la 
possibilité de projeter X canoniquement sur elles. Soit Y une bande 
dans un XÆ-espace X, x € X,. Posons 


[Y]z = sup {yE Y4: y < zx}. 


Cette borne supérieure existe dans X par définition du X-espace, 
et, en vertu de la condition de validité, LY] x € Y. Pour tout z EX, 
posons 


[YIz=[Y]z, — [Y]z. 


I1 est évident que [Y] est un opérateur linéaire de X dans Y 
laissant invariants les éléments de Y. On voit aisément que 


[EYIxz|l<izl et I[YIz|—=[Y](1zl) (EX). 


L'opérateur [Y] est dit projecteur sur la bande Y. Tout élément 
x E À admet la représentation unique x = y +z,où yE Y,z€ Ye, 
de plus y = [Y]zx, z = [Ye}z (cf. Voulikh [I], théorème 1V.3.2). 

E étant un ensemble quelconque de X, on désignera par [E] le 
projecteur [E°t] sur la bande [Et] engendrée par £. Siu€X, on 
appelle bande principale et on note X, la plus petite bande {u}®e 
de X contenant u. Dans les notations précédentes, [u] désigne un 
projecteur sur À. 

Un I.v. X est de type dénombrable si toute famille bornée d'élé- 
ments non nuls deux à deux étrangers de X est au plus dénombrable. 
La classe des 1.v. de type dénombrable est commode, car toute 
borne est réalisée sur un ensemble dénombrable. Plus exactement, 
un |.v. archimédien X est un 1.v. de type dénombrable si et seule- 
ment si est satisfaite la condition: 

(*) pour tout ensemble £ € X admettant une borne supérieure, 
il existe un sous-ensemble au plus dénombrable E, € E, tel que 
sup £, = sup E ; 

ou bien la condition analogue déduite de (*) en remplaçant sup 
par inf. 

Introduisons les notations suivantes. Soit {x,} (& € A) une suite 
généralisée dans un 1.v. X. L'écriture x, À signifie que pour tous 
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a, a EA,telsquea > a',onaz, > zx,. L'écriture x, Î x exprime 
que x. Î et sup x, = x. On définit par analogie x, à et x; } z. 

On arrive souvent à ramener l'étude des 1.v. archimédiens à celle 
des X-espaces à l’aide de la Æ-complétion. Tout ].v. archimédien 
X admet un X-espace XX et un seul, appelé X-complétion de X, 
possédant les propriétés suivantes: 

1) X est un sous-lattis vectoriel de ÆX ; 

2) si E£ € X admet une borne supérieure z = sup E dans X, 
alors x — sup £ dans AX; 

3) pour tout x € ÀAX existent des suites généralisées {y,} et 
{ys} dans X, telles que y, x, ys À x. 

On obtient la X-complétion de X par la méthode ordinaire des 
coupures, de même que l’on construit les nombres réels par la méthode 
de Dedekind (cf. Voulikh [1], théorème 1V.11.1). 

1.4. Considérons deux types de convergence dans un 1.v. X. 

Une suite {x,} (& € A) est (o)-convergente vers une limite x € X 


(on note x, ® x ou x — (o)-lim x.) si existe une suite {ys} (B € B) 
telle ae 

1) y 

2) DOUr out B € B existe &o € À, tel que | x, — x | < ya pour 
tous les à > &. 

Dans le cas d’une suite ordinaire {r,} nous nous servirons d'une 
autre définition de la convergence pour la structure d'ordre. On 
dira qu'une suite est (o0)-convergente vers une limite x € X (et l’on 


notera zx, °% x ou x = (00)-lim x,) si existe une suite {y, } telle que 
1) yn 40; 


2) In —21< Un: nEN. 

Si X est un K-espace ou un |.v. archimédien de type dénombra- 
ble, les deux définitions de la convergence pour la structure d'ordre 
sont confondues. Ceci n'est pas vrai dans le cas général. 


OO 


Soient X un I.v., {r,}n-1 € X. On dit que la série DE est 
n — 


(o)}-convergente vers x et l'on note x = (o)-° En si la suite de ses 


= 
sommes partielles est (o)- convergente vers z. On définit de façon 
analogue la (o0)-convergence d'une série. 

Si X est un I.v. archimédien de type dénombrable et la suite 


généralisée x, {° x (æE À), il existe une suite strictement croissante 
d'indices a, € À (nr € N) telle que x Cor. 
A noter que dans un I.v. les opérations linéaires et réticulantes 
sont continues pour la convergence au sens de la structure d'ordre. 
Soit X un 1.v. archimédien. Une suite {r,} est (r)-convergente 


e e ( LI e Cd # Ld 
vers une limite zE X (zx, a z) si existe un élément zE€ X, appelé 
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régulateur de convergence, tel que |xz — x, | <S e»z (RE N), où 
En E [0, +ool et €, 0. Une suite {x,} est (r)-fondamentale si 
existent z € X, et une suite de nombres e, | O, tels que | x, — 2» | < 
< &,z pour m > n. La (r)-convergence entraîne Ja (o0)-convergence. 
Un 1.v. archimédien X est (r)-complet si toute suite (r)-fondamentale 
de ses éléments est (r)-convergente. Tout K,-espace est (r)-complet 
(Voulikh [I], lemme V.3.1). 

1.5. Les théorèmes de réalisation des 1.v. sous forme d'espaces 
de fonctions continues sont un important outil d'étude. 

Soient X et Y des 1.v. Une application linéaire U de X dans Y 
est un hkomomorphisme réticulant si pour tous x,, zx: € X 


U (sup (x, z2)) = sup (U (x), U (x2)). 
Il est évident que cette relation équivaut à 
U (inf (ts Ze)) = inf (U (mi), U (22); 
[U(I=UV(Izl). 


En particulier, si x > 0, on a U(x) > 0. 
On dit que U conserve les bornes si l'existence de sup E dans X 
entraîne celle de sup Ü (£) dans Ÿ, et de plus 


sup U (E) = U (sup E). 


Cette formule est également valable pour inf. 

On appelle isomorphisme réticulant de X sur Y un homomorphisme 
réticulant bijectif U de X sur Ÿ. Si U est un isomorphisme réticu- 
lant, les applications U et U-! conservent les bornes. On dira que 
deux 1.v. X et Ÿ sont (o)-isomorphes si existe un isomorphisme réticu- 
lant de X sur Ÿ. Il est évident que ÜU : X — Y est un isomorphisme 
réticulant si et seulement si Ü est un isomorphisme de la structure 
d'espace vectoriel de X sur celle de Ÿ et si U (X.,) = Y.. 

On dit qu’un compact Q est extrêmement discontinu si l’adhérence 
de tout ensemble ouvert de Q est ouverte-fermée. On montre qu'une 
condition nécessaire et suffisante pour que le 1.v. de fonctions con- 
tinues C (Q) soit un X-espace est que le compact Q soit extrêmement 
discontinu (cf. Voulikh [I]. 

Soit Q un compact extrêmement discontinu. Désignons par 
C> (Q) l’ensemble de toutes les fonctions réelles continues prolon- 
gées sur ©, c’est-à-dire les fonctions susceptibles de prendre les 
valeurs + et — sur des ensembles nulle part denses. L'espace 
C> (Q) se transforme naturellement en espace vectoriel. En effet, 
on peut prouver que si, x, et x. appartenant à C. (Q), on pose y (t) = 
= z (t) + x: (té) pour tous les t € Q tels que x, (t) et x, (t) soient 
finis, la fonction y admet un prolongement unique à un élément de 
C (Q), somme de zx, et de x,. La définition de la multiplication 
par un nombre n'apporte pas de complications. Ordonnons C+ (Q) 
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en convenant que x, > ze Si 2, (t) > ze (t) pour tous les t € Q. On 
fait alors de C+ (Q) un K-espace (cf. Voulikh [I], théorème V.2.2). 
Le théorème suivant est primordial (cf. Voulikh [I], théorème V.4.2). 


THÉOREME 1. Tout K-espace X est (o)-isomorphe à un fondement 
du K-espace Cx (Q), construit sur un compact extrêmement discontinu 
convenable Q *). Si E est un ensemble fire d'éléments positifs, deux 
à deux étrangers de X, on peut choisir cet isomorphisme de telle sorte 
que les images des éléments de E soient les fonctions caractéristiques 
d'ensembles ouverts-fermés de Q. 


Un 1.v. archimédien pouvant être plongé dans la X-complétion 
et cette complétion pouvant être réalisée d'après le théorème 1 
sous forme d'un X-espace de fonctions sur lequel les opérations 
linéaires et réticulantes, appliquées à un nombre fini d'éléments, 
portent sur les valeurs des fonctions en un point, on est conduit au 
principe de conservation des relations de A. Youdine. Soient données 
deux expressions u (x,, ..., æ) et v(x,;, ..., x,) obtenues par 
un nombre fini d'opérations linéaires et réticulantes, où toutes les 
variables z,, . .., x, prennent leurs valeurs dans un I.v. L'inégalité 
u > v a lieu dans un 1.v. archimédien X pour toutes les valeurs 
des variables si et seulement si l'inégalité u => v est satisfaite lors- 
qu'on remplace z,, ..., z, par des réels quelconques. (L'analogue 
infini de ce principe est faux!) Notons qu'il est possible de prouver 
par un autre procédé la validité de ce principe pour un I.v. quel- 
conque. Nous laissons au lecteur le soin de s'assurer de la commodité 
du principe formulé en démontrant que pour tous x, y, 2€ X 


| sup (x, z) — sup (y, 21 < [zx — y |, 
| inf (x, z) — inf (y, z2)| < |z — y |, 


une fois en se servant de ce principe, l’autre fois à partir de la défi- 
nition d'un ÏI.v. 

Caractérisons maintenant les X-espaces X dont la réalisation 
d’après le théorème 1 donne l’espace C+ (Q) tout entier. Un X-espace 
W est achevé si tout ensemble d'éléments deux à deux étrangers de W 
admet une borne supérieure. Le X-espace C4 (Q) est achevé, et, 
inversement, tout X-espace achevé est isomorphe (par l’isomorphisme 
du théorème 1) à l’espace C+ (Q). Si un X-espace X est (o)-isomorphe 
au fondement d’un X-espace achevé W, on dit que W est l'extension 
maximale de X et on l'écrit 9} (X). Cet espace est unique à un iso- 
morphisme réticulant près. L'existence de l'extension maximale 
est assurée par le théorème 1. 

Une approche moderne de la réalisation des I.v. est accessible 
dans l’article de Vexler [1]. 


*) Ce compact est unique à un homéomorphisme près. 
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1.6. Illustrons les notions introduites sur l’exemple des espaces 
idéaux dont nous connaissons un peu la théorie. 

Tout d’abord, nous étendons la notion d'espace idéal en gardant 
la définition précédente, mais en remplaçant la condition de o-fini- 
tude de la mesure par la propriété plus faible de somme directe 
([.6.10). Le théorème 1.6.17 nous dit que l’espace réel S (T, Z, u) 
est un X-espace, de plus il y a coïncidence entre les éléments désignés 
par inf (x, y), sup (x, y), |xz |, x, xz- dans IV.3.1 et 1.1. Un espace 
idéal sera idéal dans S (T, Z, pu), un espace fondamental, fonde- 
ment dans S (T, Z, u), d'où leur dénomination. Un ensemble EÆ, 
est plus large que Æ, si supp E;, = supp E, (mod. u). L'unité dans 
un e.i. X est une fonction zx € X telle que x (t) > O0 presque partout. 
Un exemple de sous-lattis vectoriel dans S (T, Z, u) qui ne soit 
pas idéal est l’ensemble de toutes les fonctions mesurables à valeurs 
finies. L'espace L°®(T, Z, up) est manifestement u-idéal dans 
S (T, Z,u), où u(t) = 1. L'ensemble des bandes dans un e.f. X 
est en correspondance biunivoque avec les éléments de Z (les en- 
sembles égaux mod. u sont identifiés) : à À € Z est associée la bande 
Xa = {x EX: suppze À (mod.u)}. Le projecteur [X,] sur la 
bande X, est l'opérateur de multiplication par la fonction caracté- 
ristique de l’ensemble À : [IX] x = z#4. 

Il est immédiat de vérifier qu’une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que le X-espace S (T, Z, u) soit de type dénombrable 
est que la mesure u soit o-finie. C’est la raison pour laquelle nous 
avons réussi à nous contenter jusqu'à maintenant des suites pour 


étudier les espaces idéaux. 

Si X est un e.i., r, x dans X si et seulement si x, (t) — x (t) 
presque partout et | x, | < y EX (n E N)- Nous avons déjà eu affaire 
à ce type de convergence (cf. VI.1.1). Dans le cas de S (0, 1) le 
compact extrêmement discontinu Q du théorème 1 est plus exotique 
par ses propriétés topologiques que le compact [0, 1], cependant 
même ici la réalisation dont il s’agit dans le théorème 1 est souvent 
la clef de nouveaux résultats *). Notons enfin que S (T, ©, u) est 
un Æ-espace achevé, extension maximale de tout espace fondamental 
sur (T7, =, u). 

1.7. Les faits prouvés pour les espaces idéaux se généralisent 
souvent aux lattis vectoriels abstraits. Du reste, il convient d'obser- 
ver que la théorie des espaces idéaux a été élaborée postérieurement 
à la théorie générale des lattis vectoriels. Nous aurons besoin de la 
généralisation suivante du lemme IV.3.1. 


LEMME 1. Si X est un L.v. archimédien, Y un fondement dans X, 
alors pour tout EX, il existe une suite généralisée y, x, 0 < 
< Ya E Y. 

*) On remarquera que dans ce cas le compact Q est un compact guelfandien 
de l'algebre de Banach L°® (0, 1) (cf. Naïmark). 
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DÉMONSTRATION. On remarquera qu'il suffit de montrer que pour 
tout EX, 


z = sup YyEY:0<y< zx}. (1) 


Y contenant la borne supérieure de deux quelconques de ses 
éléments, l’ensemble A = {yE Y: 0<y< zr} muni de l'ordre 
induit à partir de X est filtrant supérieurement. Donc, si l’on iden- 
tifie l'indice de tout élément y € À à cet élément, À sera une suite 
généralisée strictement croissante, et de plus y fx (y € A). 

Supposons que la formule (1) n’est pas vérifiée pour un zx € X.. 
Il existe alors y, € X tel que y < yo, Vy E À, mais il est faux que 
z Yo. Pour y, = inf (x, yo) on obtient y < y, pour tous les y € A 
et y, < x. Ÿ étant un fondement dans X, il existe pour zx — y, > 0 
un Z% € Ÿ tel que inf ((x — y), zo) > 0. Pour 2, = inf ((x — 
— ÿ), 2)EY on a 0<Lz, Lx — y,. Donc, pour tout y E À on 
obtient y+z << x — y, + y Lx. Comme y + z, E YŸ, on déduit 
par récurrence que y + nz, < zx (n EN), ce qui contredit le principe 
d’'Archimède. 


$ 2. Fonctionnelles et opérateurs linéaires 


2.1. Soient X un 1.v., Y un Æ-espace. Dans ce chapitre nous n'’étu- 
dierons que les opérateurs et fonctionnelles linéaires, aussi dans 
toutes les définitions qui suivront omettrons-nous le mot « linéaire ». 

Un opérateur ÜU : X —+ Y est positif si U (x) > 0 pour tout x > 0. 
Un opérateur U est régulier si U = U, — U,, où U; (i = 1, 2) 
sont des opérateurs linéaires positifs. L'ensemble des opérateurs 
réguliers de X dans Ÿ sera désigné par L”® (X, Y). 


THÉOREME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
opérateur linéaire U: X — Y soit régulier est que l’image U (E) de 
tout ensemble borné E € X soit bornée dans Y. 


Les opérateurs vérifiant le critère du théorème 1 sont dits (o)-bor- 
nés. Le théorème affirme que si Ÿ est un X-espace, il y a coïncidence 
entre la classe des opérateurs réguliers et la classe des opérateurs 
(o)-bornés. Ceci est mis en défaut dans le cas général. 

Ordonnons l’ensemble L” (X, Y) de la manière suivante : U > 0 
si ÜU est un opérateur positif; UV, > U, si U, — U, >0. Il est 
très important que l’ensemble L (X, Y) muni de cette relation d'or- 
dre soit un X-espace (Voulikh [1], théorème VIII.2.1). Si de plus 
{U:} (EE =) est un ensemble d'opérateurs majoré, l'opérateur 
U = sup U: se calcule pour tout x EX, par la formule 


n 


U (x) = sup {U:, (xs) +... + Us, (za) : = À æi, z,>0, Ë,ES 
A<i<n)}. (1) 
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La borne inférieure se calcule de façon analogue. De (1) on déduit 
sans peine que si UE LT(X, Y}), alors pour EX, on a 
U}+ (x) = sup {U (x): 0 << 2 << zx}, 
U_(x) = —-inf {U (x): 0<z2 < zx}, 
LU 1@) = sup{|UG)l: 12 1 Lx}. 
D'où il suit que pour tout x € X 
[UHI<IUVI(Iz). (2) 
La formule (1) nous dit que si U,, UELT(X, Y) et U, SU, 


on a U, (x) ® U(z), VzEX (la réciproque est fausse). 
Introduisons encore quelques classes d'opérateurs. 
Un opérateur UE LT (&. Y) est (o)-continu ou normal si x, — 


© x entraîne que U(z,) SU (x). L'ensemble L} (X, Y) de tous 
les opérateurs (o)-continus est une bande dans l'espace L(X, YŸ). 


(o 
Un opérateur UeL” (X, Ÿ) est (06)-continu si Zn x entrai- 


ne que U(z,) U(»). L'ensemble Lao(X, YŸ) de tous les opé- 
rateurs (o0)-continus est aussi une bande dans L'”(X, Y). On a 
manifestement L; (X, Y) € L;5(X, Y). Pour la démonstration de 
ce qui précède on peut voir Voulikh [I], chapitre VIII, $ 3, 4. 

2.2. Arrétons-nous maintenant plus longuement sur les fonction- 
nelles, c'est-à-dire sur le cas où Y — R'. Posons 


X=LT(X,R), XS=LTIX RD, Xÿ=Li(X, Ri). 


o 


On remarquera que si /f est une fonctionnelle sur un ].v. archimé- 


dien X, alors f € X5 si x, x entraîne f (x,) —+ f(x), ce qui facilite 
la vérification de la (o)-continuité. Le X-espace X, est dit (o)-dual 
de X. Fi X est un Æ-espace de type dénombrable, X} — X,, d'ap- 
rés 1.4. 

Une fonctionnelle f € X7 est singulière si existe un fondement G 
dans X sur lequel f est nulle. Il est aisé de voir que l’ensemble X, 
de toutes les fonctionnelles singulières est un idéal dans X°. 


LEMME 1. Si X est un l.v. archimédien, alors X; € (X; Y<. 


DÉMONSTRATION. Supposons par absurde qu'il existe une fonc- 
tionnelle f € X, telle que pourungEX% onaitinf(|f|, | g |) > 0. 
X; et X, étant des idéaux, f, = inf(|f|, Ig )EX; N X;:. Par 
définition de la fonctionnelle singulière, il existe un fondement Y 
dans X sur lequel j, est nulle. Le lemme 1.1 nous dit que pour tout 
z EX. il existe une suite généralisée x, f x, 0 < x, € Y. Comme 
h EX»,onaf,(x) = limf, (rs) =0. Donc, f, — = 0, ce qui contre- 
dit le fait que f, > 
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Plus bas, nous montrons que souvent X7 — (X;}°. 

2.3. Nous indiquons maintenant quelques faits relatifs à l’injec- 
tion canonique d'un 1.v. X dans un espace (o)-dual. 

Soient X un 1.v., Ÿ un idéal dans X”, total sur X. Désignons 
par x l'injection canonique de X dans YŸ“. Observons tout d’abord 


que nr (X)c Ÿ,. En effet, si rEX et fe 0 dans le X-espace Y, 
alors f, <> 0 dans X7, d'où 


1 (Z) (fa) = fa (x) —+ 0, 


ce qui prouve que x (r)E Yx. 


THÉOREME 2. 1) L'application x est un homomorphisme réticulant 
de X sur un sous-lattis vectoriel du K-espace Y;. 
2) L'application x conserve les bornes si et seulement si Y € X;. 


3) Le sous-lattis vectoriel x (X) est un idéal dans Y” si et seulement 
si YCX, et X est un K-espace. 


DÉMONSTRATION. La preuve de 1) est contenue dans la démons- 
tration du théorème IX.5.1 de Voulikh [1] (cf. aussi Schaefer [I], 
V.1.6). Que x conserve les bornes et que x (X) soit un idéal si Y XF, 
est prouvé dans le lemme IX.5.1, Voulikh [I]. La réciproque de 2) est 
évidente, quant à 3) elle se démontre comme le théorème IX.7.2, 
Voulikh [1]. 

Signalons également que l’ensemble x (X) est toujours de même 
largeur que Ÿ} en vertu de la démonstration du lemme [X.5.1, 
Voulikh [I]. 


COROLLAIRE 1. Six EX est tel que f(x) >0 pour tout fE Y., 
alors x > (. 


CoRoOLLAIRE 2. Si x, | dans X etr, —+ x (o (X, Y)), alors x, | x. 


DEMOXSTRATION. Si &' > «&, alors f (a’ — zx, ) > O0 pour tout 
fE Y:, d'où en passant à la limite sur &': f(x, — x) > 0. Et, en 
vertu du corollaire 1, x, > x pour tous les &. Par ailleurs, Si Y< Ta 
pour tous les a, alors f (y) & f (ze) —+ f (x) pour f € Y+, d'où, tou- 
jours en vertu du corollaire 1, z > y. Donc, zx, | x. 

Soient X un X-espace avec X; total, x: X—+(X;), une injec- 
tion canonique. Alors X est appelé (o)-réflexif si X(X)=(Xh)à. 


TH£OREME 3. Soit X un K-espace avec X} total. Les propositions 
suivantes sont équivalentes: 

1) X est (o)-réflexif; 

2) x (X) est une bande duns (X;); ; 

3) si la suite généralisée 0 < x, T dans X est telle que pour tout 
fEXr, f>0, on a sup f (xs) < + oo, il existe alors x E X tel que 
La TT. 
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Que 1) <> 3) est prouvé dans le théorème IX.6.1, Voulikh [I]; 
1) =- 2) est évident. 2) = 1) puisqu'on a indiqué après le théorè- 
me 2 que x (X) est un fondement dans (X;);. 


CoROLLAIRE. Si X est un l.v., Y une bande dans X7, alors Y est 
(o)-réflezif. 


DÉMONSTRATION. Îl est évident que l’ensemble {x (x): x EX} 
est un ensemble total de fonctionnelles (o)-continues sur Y. Sup- 
posons que 0 < f, ? dans Ÿ et sup F (fe) < + pour tout F € Y,, 
F 0. En particulier 


sup (Z) (fa) — sup fa (x) < + 00 


pour tout EX... Par définition du suprémum dans l'espace X7 
il existe une fonctionnelle f € X” telle que f, Ÿ f. Comme Y est une 
bande, on a f € Y, d’où la proposition 3) du théorème 3. 

En particulier, les espaces X7 et X}, sont (o)-réflexifs. 

2.4. Considérons encore un espace idéal X et supposons comme 
dans 1.6 que la mesure possède la propriété de somme directe. L’es- 
pace S (T, ©, u) et tous ses idéaux étant des X-espaces de type dé- 
nombrable dans le cas d’une mesure o-finie, il y a, comme indiqué 
dans 2.2, coïncidence entre les classes de fonctionnelles (o)-continues 
et (oo)-continues. Donc, au chapitre VI nous avons bien eu affaire 
à des fonctionnelles (o)-continues. 

Le théorème VI.1.1 de représentation de X; à l’aide de l’espace 
dual X” s’étend sans changements au cas où la mesure LL possède 
la propriété de somme directe. De plus, l'application x’ € X° — 
— f, EX est un (o)-isomorphisme de X’ sur X,. Donc, si 


f@= (za (Dan (xEX), 


alors L 
f= | 20) 12 (1 du, 
T 
f+ (x) = | z(t)zs(édu, f-(x)= | x(t)z- (t) du. 
T T 


Si X est un e.i., grâce au théorème VI.1.1 on déduit immédiate- 
ment qu'il est (o)-réflexif si et seulement si X = X”. 

2.5. La classe des espaces idéaux (de même que C (Æ)) est une 
très importante classe de lattis vectoriels, donc il est indispensable 
d'en établir la caractéristique abstraite dans la classe de tous les 
1.v. Il s'avère qu’un Æ-espace X est (o)-isomorphe à un espace idéal 
si et seulement si existe dans X un fondement YŸ avec Y, total. 
Nous achèverons ce paragraphe par la démonstration de ce résultat. 
Nous aurons préalablement besoin du lemme suivant. 
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LEMME 2. Si X est un K-espace, alors pour toute fEX,;,f>0 
il existe une bande C; appelée bande de positivité stricte de la fonction- 
nelle f, possédant les propriétés suivantes : 

1) f(&)>0 pour tout'r > 0 de C;;: 

2) f(x) = 0 pour tous les x € (C,)°. 


DEMONSTRATION. Posons 
N;,= {x7EX:f(1zx]) = 0}. 
N, est une bande car fE X,. La bande C; = (N,)° est bien la 
bande cherchée. 


LEMME 3. Si X est un K-espace, f, g > 0 des fonctionnelles (o)-con 
tinues sur X, alors f e g si et seulement si i C, e C.. 


DEMOXSTRATION. C; et Ce étant des bandes, la relation C; e C, 
est équivalente à C;fN C, = {0}. Sifeget 0 ze C;N C;: alors 


inf {f(x) +g(z): rm +zre; 2, 2 > 0} = 0, 


puisque inf (f, g) = (©. 
Donc, on peut construire deux suites zx), 220 (nEN) 
telles que z= 2) + x) et 
f(axQ) + g (x90) < 1/27. 
Posons 
y) = sup x) (i=1, 2). 


m>n 
Alors 
y Euy:Z0 (i=1,2) 
et 


LUE D FE L/2n-1,  g (yE) = 1/20 01, 
mn 


Donc, f (y) — g (y:) = 0. Comme 0 << y, LzEC;N C,, de la 
définition d’une bande de positivité stricte il résulte que y; = 0 


(ë = 1, 2). Par suite x = 20) + x m 0. d'où zx = 0. 
Supposons inversement que C,e €. Si Y — (C;U C,)°, en vertu 
de 1.3 pour tout xE X,, on a 


zx = [C;l x + [C, | z + [Y]lz. 
Alors 


g (IC; x) = f (Ci) x) = f (YI x) = g AY] x) = 0. | 
nee 


< (inf (, g)) (x) < f (Cl x + [Y] x) + g (IC) x) = C, 
d'où e g. 
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Une fonctionnelle f € X, , f > 0 est strictement positive si C; = X. 


LEMME 4. Si X est un K-espace avec XX total, il existe un 
système {f.} (&œE A) de fonctionnelles deux à deux étrangères de X;, 


tel que f,>0 (&E A), (U C,)"—=X et chaque bande C,, est 
GEA 
principale. 


DEMONSTRATION. Appelons W l'ensemble de tous les systèmes 
m—={fs} (BEB) de fonctionnelles deux à deux étrangères de X;, 
fe >0 (BEB), tels que chaque bande Ca soit principale. Ordon- 
nons M en posant m>n, m—{fs} (BEB), n={s,} (YEF), si pour 
tout yVET existe BEB tel que f8 —£g,.. Le lemme de Zorn affirme 
l'existence d’un système maximal ms ={f,} (&œE A) dans M. 
Montrons que {f.} (&E À) est bien le système cherché. Supposons 
que Ÿ =( U, C,)"#ÆX. Posons Z = Y". Comme Z Æ {0}, il existe 


xEZ tel” que To > 0. Xh étant total sur X, il existe une fonc- 
tionnelle gE€X, telle que g(x) #0. Comme [£g (xo)| L1£1 (Zo), on 
peut admettre que g>>0. Pour tout xE€ X, posons 


f(x) = g([xol x). 


Il est évident que fE X;,, et puisque f (to) = £ (to) > 0, il 
vient f>0. De plus C;C X,,€ Z, d'où C; e C,, pour tous les 
a € À. Le lemme 3 nous dit que f e f, quel que soit æ& € A. Ceci 
contredit la maximalité de m, et le lemme est prouvé. 

Produisons maintenant un lemme sur l'espace des fonctions con- 
tinues. Îl est immédiat de vérifier déjà dans le 1.v. C [0, 1] que les 
bornes des ensembles infinis ne se calculent pas sur les valeurs des 
fonctions en un point. 


LEMME 5. Soient K un compact, E l'ensemble des fonctions posi- 
tives dans le lv. C(K), z(t) = inf {x(t): EE} ((E K). Une con- 
dition nécessaire et suffisante pour que inf E = © est que l'ensemble 
P={tEK:32:(t)>0} soit de première catégorie dans K. 


DEMONSTRATION. Condition nécessaire. Four tout € >> 0 posons 
Pie) = {tEK:32(t) > e}. Alors P — Ù P (1'n). Donc, il suffit 


d'établir que pour tout e >> 0 l'ensemble P (£) n'est nulle part 
dense. Comme 


P(e)= N{tEK: z(0>e}, 
xCE 


P (e) est fermé. Si P (e) n'est nulle part dense, il existe un point 
t,E K et un voisinage ouvert V € P (e). Le compact X étant complè- 
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tement régulier (cf. Dunford et Schwartz [I], chap. I, $ 5), il existe 
une fonction x, EC (Æ) telle que 

1)0<r(4)<Ee 1 EX; 

2) To (to) = €; 

3) zo(t) = 0, 1€ KV. 

Donc, 0<z, Lzr, VrEE, ce qui contredit inf E = 0. 

Condition suffisante. Supposons que P est un ensemble de pre- 
mière catégorie et que 0 n'est pas inf E. Il existe alors une fonction 
zo EC (X) telle que 0 << x, L x pour tout x E E; il existe donc un 
point t, € X pour lequel zx, (4) > 0. Par suite V = { EK: x (t) > 
> 0} est un ensemble ouvert non vide. De plus z (4) > xo (t) >> 0, 
VtE V, d'où V € P. Donc, V est un ensemble de première caté- 
gorie. Or, du cours de topologie, on sait qu'un ensemble ouvert 
pon vide dans un compact ne peut être de première catégorie (pour 
s'en assurer il suffit de modifier légèrement la démonstration du 
théorème 1.4.2). 

Etudions maintenant les mesures sur des compacts extrêmement 
discontinus. Soient Q@ un compact extrêmement discontinu, ËQ 
l’ensemble de toutes les parties ouvertes-fermées de Q, ./", l'en- 
semble de toutes les parties de première catégorie de Q. Désignons 
par So l'ensemble de toutes les différences symétriques G À N, 
où G € 60: N € He: 

LEMME 6. Bo est une tribu contenant la tribu des boréliens du com- 
pact Q. 


DEMOXSTRATION. Il est immédiat de voir que l’ensemble À € Bo 
si et seulement si existe G € 6Q tel que 


N,=ANXG et N, =GXA (3) 


sont des ensembles de première catégorie. En effet, si À = G AN, 
GENE N° e alors N = NXGæ&N=N" G sont des ensem- 
bles de première catégorie. Inversement, si À vérifie (3), on posera 
N = N,U N: E W'oe. Il est évident que À — G À N. Il suffit donc 
de démontrer que les ensembles vérifiant (3) forment une tribu. Si 


{A,} est une suite de tels ensembles et GnEËQ les ensembles 
qui leur correspondent, on posera G— Ù G,. L'ensemble GG 
n'est nulle part dense, puisque G est Guvert. D'autre part pour 
A=— Ù A, on a 

n=1 


ANG ANG Ù, (An NGn)E 'o 
n= 


GA Ù. (Ga NAn)E de. 
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Comme 


GKA=I(GKG)XAJU(GKA)E Sa 
il vient 
AE Bo. 


Si A=GANESBo, alors QKA—=(QNKG)AN. Comme QXGEE&o, 
on a QXAE Bo. Nous avons donc prouvé que # est une tribu. 

Les ensembles UE&Q et UXU n'étant nulle part denses pour 
tout ouvert U, il vient UE, donc la tribu des boréliens est 
contenue dans Bo. 

Une mesure u définie sur la tribu $@o est dite normale si 

1) NESo—u(N)=0; 

2) pour tout G € 6o, u (G) = +o, il existe G, € 60 tel que 
GG et0<u(G)< +o. 

Une mesure normale u est dite sérictement positive si 

3) GEË6o, GÆD—u(G) >0. 

On appelle hyperstonien un compact extrêmement discontinu 
muni d’une mesure normale strictement positive. Soit Q un compact 
hyperstonien muni d'une mesure Lu. Indiquons les corollaires élé- 
mentaires des définitions données. 

a) (GA N)=u(G) si GE6o, NES, 

En effet, L(GAN) = h(GKN)+u(NKG) = L(GXKN) = 
=U(GXN)+u(NNG)= (6). 

b) La mesure u est complète. 

Si ACGAN,GEË6o NE Sa et U(G AN) = 0, alors a) 
et 3) entraînent que G = @, d'où À € Net par suite À € Sa. 

c) La mesure u est localement finie. 

Si L(GAN)= +oo, GE 60 NE So, alors 1) nous dit que 
u (G) = +00, donc d’après 2) il existe G, € 60 tel que G SG et 
0  u (G) < +o. Par suite, GANCGANetu(G AN) = 
= u (G,) < +o, ce qui prouve c). 

d) Dans le compact Q il existe un système {Q.} © 60 d’ensem- 
bles deux à deux étrangers, tel que 0 < u (Q,) << +oo, Va, et 
l'ensemble QX(UQ) n'est nulle part dense. 

Observons tout d'abord que pour tout ouvert V € ©, l’ensemble 
VXV € .f'o. On établit sans peine d) en se servant du lemme de 
Zorn et de 2). 

e) Soit {Q} le système défini dans d). Si À N Q € Bo pour 
tout æ, alors À € Bo. 

Supposons que 


ANQc=GaANa 


Geo Na= U NQ) 
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et que les ensembles N° ne sont nulle part denses. Nous sup- 
poserons de plus que G., MN. cQ. Posons N= NS” (nEN). 
Montrons que l'ensemble V'” n'est nulle part dense. Supposons 
le contraire. _ 

Soit V un ouvert non vide contenu dans W'". L'ensemble 
QKU@ étant fermé et nulle part dense, l’ensemble U — V N({J Q) 
[e 2 [s 2 
est un ouvert non vide. Les ensembles Q, étant deux à deux 


disjoints et ouverts-fermés, pour tout &æ on a N"NQ,—N£". 


Donc, UNACNS”, d'où l'ensemble UfNQ, est d'une part 
ouvert, de l’autre, nulle part dense. Donc, UNQ,—@, Va, ce 
qui exprime que U= @. 


Ainsi V(® n'est nulle part dense, NV — U NME So G= UGa 
n=| 


est un ensemble ouvert et GE$Q d'après le lemme 6. 
Désormais, il est évident que 


= (G A N)U(AN (ONU Qa)) € Bo. 


De b), c) et e) l’on déduit que Se Bo. pu) satisfait à tous les 
axiomes d'un espace mesuré (cf. 1.6.2 

f) L'espace (Q, So, u) possède 7 propriété de somme directe. 

Montrons que la condition de somme directe est réalisée pour le 
système {Q,} de d). Ilest évident qu'il suffit de traiter le cas G € @o, 
Ou (G)< oo. 

Mettons G sous la forme 


16 = U(GNQ)UIGN(QN U QI. 


Pour prouver f) il suffit manifestement de vérifier que G f\ G; 
= @ seulement pour un ensemble au plus dénombrable d'indices «&. 
Si nous supposons le contraire, il existe un & >> 0 et un ensemble dé- 
nombrable d'indices «,, tels que  (G/f Qu.) > €. Ceci contredit 
l'inégalité 


2 H(GN Qu) LH (6) < + 00 


THÉORÈME 4. Soit u une mesure normale strictement positive sur So. 
1) Si xE Cœ (Q), x est une fonction finie mesurable p.p. 
2) Six y dans C+ (Q), les fonctions x et y ne sont pas équiva- 
lentes. 
3) Si y est une fonction finie mesurable p.p. sur Q, il existe zx € 
C> (Q) pour lequel x (t) = y{t) p.p. 
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DEMONSTRATION. 1) est évident. 

2) Si x y, l'ensemble P = { EQ: xt) y (t)} est ouvert 
et non vide, d'où u (P) = up (P) > 0. 

3) Montrons que l'application identique x E€ECx(Q)—zxE€ 
ES (Q, Bo, u) est un isomorphisme réticulant des X-espaces 
achevés C+ (Q) et S (Q, Bo, u). Prouvons tout d'abord que cette 
application est un isomorphisme entre C (Q) et L°” (Q, So, u). 
À cet effet, il suffit de vérifier que pour tout y € L” (Q, Bo, u) 
il existe x € C (Q) tel que x (t) = y (t) p.p. Si G A N € Bo, alors 


Xcan(£) = Xc(t) p.p., (4) 


et %c € C (Q), puisque G est ouvert-fermé. Nous pouvons admettre 
que la fonction y est bornée. Le théorème [.6.3 nous dit alors qu'il 
existe une suite de fonctions mesurables à valeurs finies y, — y 
uniformément sur Q. En vertu de (4), pour y, il existe x, € C (Q), 
Tn (t) = Yn (t) p.p. Par suite, x, (t) + y (t) uniformément sur À, 
complément d'un ensemble de première catégorie. Donc, la restric- 
tion de la fonction y à À est continue et À = Q. D'autre part {x,} 
est une suite de Cauchy dans C (Q), puisque de toute évidence 


Il Ln — Lm lcco — Î Un — Ym ÎlL°(Q, Yo: u)° 


C (Q) étant complet, x, — x en norme dans C (Q) et x (t) — y (t) 
p.p. Nous avons donc établi l'isomorphisme entre C(Q) et 
L” (Q, Bo: L). 

Soit yES(Q, Ro. u). On peut admettre que la fonction y (t) 
est partout finie. Pour tout n = 0, 1, 2, ..., posons 


y(t) sin<|y()|<r+1, 
Yn ()= 0 dans le cas contraire. 


Alors y, € L” (Q, Bo. u). D'après ce qui a été prouvé il existe 
In EC(Q), z () — Ya) pp. Comme inf(|yn |, | Ym |) = 0 
(n em) dans L” (Qi So, u), il vient inf ([z, |, | Zm |) = 0 
(nr -£ m) dans C (Q), donc dans C4 (Q). Comme C+ (Q) est un K-espace 
achevé, il existe x — sup x, € C+ (Q). Il est évident que sup x, (t) — 
— y(t) p.p. Le lemme 5 nous dit que x (f) — sup x, (ft) partout, 
sauf sur un ensemble de première catégorie, c'est-à-dire aussi pres- 
que partout, ce qui prouve que y (£) = x (t) p.p. 

Nous avons établi incidemment le 


CoroLLaire. L'application x E Cx (Q)—zxE€S (Q, Bo, Lu) est un 
(o)-isomorphisme. 

Abordons maintenant la démonstration du théorème fonda- 
mental. 
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THÉOREME 5. Un K-espace X est (o)-isomorphe à un espace idéal 
sur un espace mesuré (T, Z, u) possédant la propriété de somme directe, 
si et seulement si existe dans X un fondement Y avec Y, total. 


DEMONSTRATION. Si X est un e.i. sur (T, Z, u), XfN\ L'(T, Z,u) 
est un fondement dans X sur lequel l’ensemble des fonctionnelles 
(o)-continues est total, car total sur L' (T, Z, p). 

Prouvons la réciproque. Si YŸ est isomorphe à un fondement dans 
S(T, S,u), X est isomorphe à un fondement dans S (T, =, u) 
en vertu de l’unicité de l'extension maximale, donc X;, est total 
sur X. Soient {f.} (&« € A) le système de fonctionnelles du lemme 4, 
Za l'élément générateur de la bande C;,. Les éléments x, sont deux 
à deux étrangers d’après le lemme 3. Le théorème 1.1 nous dit alors 
que l’on peut appliquer l'extension maximale Y% (X) sur C. (Q), 
les images des éléments zx, étant les fonctions caractéristiques d’en- 
sembles ouverts-fermés Q, deux à deux étrangers. Comme 
{z.: «a E A} = X, on a [JQ, = Q. Définissons maintenant une 
mesure sur Bo. Si A =GAN,GE&o, NE So, À étant contenu 
dans un Q,, on posera 


u (4) = fa (Xc)- 


(Nous identifions X avec son image isomorphe dans C+ (Q).) 
Posons 


H(4)=sup{ D (AN Qu): {air CA}, VAE Bo. 


Il est immédiat que pour vérifier si L est une mesure, il suffit 
d'établir la o-additivité de sa restriction à chaque tribu 8. Notons 
tout d’abord que si 


GANCGAN;; G, G1 € 60; N, NES 


alors G € G,. En effet, dans le cas contraire il existerait un ensemble 
ouvert non vide ÜU contenu dans G tel que UN] G, = @. Et 


UXKNCGKNEGAN:=(GNN;)U(NiNG:), 


d'où UXNE N,XG,;, puisque Uf}G, = GS. Donc, UE NI N.. 
Or, nous avons souligné qu’un ensemble ouvert dans un compact 
ne pouvait être de première catégorie. 

Prouvons maintenant que la restriction de u à la tribu Bo est 
o-additive. Soit 4, = G; A Ny E Bo; Ant G. De ce qui pré- 
cède il suit que G, { . L'ensemble f\G, est visiblement de première 
catégorie. Donc, d’après le lemme 5, 4, 4 0 dans l’espace X, d'où 


u (An) = fo (Xca) —— 0. 


ñn—+00 
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Vérifions que pu est une mesure normale. Les propriétés 1) et 2) 
sont évidentes par définition de u. La propriété 3) résulte de ce que 


pour tout G € &a il existe Q, tel que GA Q@ D et de ce que f4 
est strictement positive sur C;.. 


$ 3. Lattis normés 


3.1. On dit qu’une norme ||-{| sur un 1.v. X est monotone si | x | < 
< | y l'entraîne || x [| < [| y ||. Un lattis vectoriel muni d’une norme 
monotone est dit lattis normé (en abrégé I1.n.). Un lattis normé, com- 
plet pour la norme s’appelle lattis de Banach. Si un lattis normé 
(resp. un lattis de Banach) X est un X-espace, on dit que X est un 
K-espace normé (resp. un X-espace de Banach). 

Il est évident qu'un e.i.n. est un K-espace normé, et un e.i. de 
Banach, un X-espace de Banach. Les propriétés 1) à 4) de conver- 
gence en norme (cf. IV.3.1) sont visiblement valables dans tout 
lattis normé X. La propriété 5) se transforme en la continuité du 
projecteur dans un ÆX-espace normé X: si x, — x en norme, alors 
LE] x, — [El x en norme (bien plus, la norme de l'opérateur [£] 
est < 1). Signalons aussi que tout lattis normé est archimédien. 

Etudions le lien existant entre la convergence en norme et Ia 


convergence avec régulateur. Si X est un lattis normé et zx, ? T, 
alors zx, + x en norme, puisque ||x, — x [| < e, || u [| — 0 (où x 
est le régulateur de convergence). La réciproque est généralement 
fausse. Cependant, comme la démonstration du lemme 1V.3.2 vaut 
textuellement dans le cas d'un lattis de Banach, il vient que si 


. . . . (r) 
Z\ + x en norme, il existe alors une suite partielle Tn, > Z. De 


mème que dans le théorème I[V.3.2 on obtient maintenant que deux 


normes monotones quelconques sur un I.v. X, faisant de X un lattis 
de Banach, sont équivalentes. 


THÉOREME 1. 1) Si X est un lattis normé, X* € XT. 
2) Si X est un lattis de Banach, X* = X. 


DEMOXSTRATION. 1) La norme étant monotone, les intervalles de X 
sont bornés en norme et comme la fonctionnelle f € X* est bornée 
sur tout ensemble borné en norme, le théorème 2.1 nous dit que 
EX. 

2) Supposons que f EX , mais f é X*. Il existe alors une suite 
x, — 0 en norme pour laquelle f(r,) > e>0 (RE N). D'autre 


part, il existe une suite partielle Tn, D, 0, d'où 
| f (Zn,)| < fl (za, DK En,1f1 (u) — 0. 


Cette contradiction prouve que f € X*. 
25—0996 
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Si X est un I.n., on voit immédiatement que le dual de Banach 
X*, muni de la norme ordinaire et de l'ordre induit de X7, est un 
K-espace de Banach (et un idéal dans X7). 

3.2. Il existe encore une classe de réalisations. outre celle envi- 
sagée dans 1.5, qui est utile pour l'étude des lattis vectoriels. 

Soient X un I.v. archimédien, uE X.,. Faisons de l'u-idéal 
X (u) un 1.n. en prenant pour norme la fonctionnelle de Minkowski 
de l'intervalle [—u, ul. Désignons cette norme par ||-|L, et appelons- 
la u-norme. Il est évident que X est (r)-complet si et seulement si 
chaque Ii.n. X (u) est complet (uE X.). L'importance des lattis 
(r)}-complets est soulignée par le fait que d'après le théorème de 
M. etS. Krein-S. Kakutani (cf. Voulikh [I], théorème VII.5.1) chaque 
u-idéal X () complet pour la u-norme est (o)-et isométriquement 
isomorphe au lattis de Banach C (X) sur un compact À. Le lien 
établi dans le numéro précédent entre la convergence en norme et la 
(r)-convergence nous dit que tout lattis de Banach est (r)-complet. 

En théorie des opérateurs il est naturel de considérer les espaces 
vectoriels (et les lattis vectoriels) sur le corps des complexes €. 
Dans un espace complexe, L? (0, 1) pour fixer les idées, muni natu- 
rellement de la relation d'ordre, le suprémum de deux fonctions 
n'étant pas défini (le maximum de deux nombres complexes n existe 
pas), contrairement au module, c'est ce dernier que l'on pose à la 
base de la généralisation de la notion de lattis vectoriel au cas com- 
plexe. 

Supposons qu’ un espace vectoriel complexe X est le complexifié 
d’un espace vectoriel réel X, *), lattis vectoriel (r)-complet. Deéfi- 
nissons maintenant le module |z | EX, de l'élément z = x + iy 
(zx, y € X)). A cet effet, considérons l'idéal principal X, (| x | + |y |) 
qui, en vertu de la (r)-complétude de X,, est isomorphe à l'espace 
réel C (X). Prolongeons cet isomorphisme de façon naturelle en un 
isomorphisme de X;,(|z|+]yl) +iXo(lxz | + | y l) sur l’espace 
complexe Cgc (Æ). Si z = zx <+iy, x, y EC(K), la fonction |z(t)| 
(4 € K) peut être calculée à l'aide de la formule 


|zl= sup [(cos8)z+(sin6)y|, 
0LO<27x 


où le suprémum est pris sur le lattis vectoriel C (Æ). Donc, pour tout 
z EX existe 
Izl = sup |(cos8)z-+ (sin6)y|. (1) 
0LO<27 
ce qui achève la construction du module dans KX. 
L'espace vectoriel complexe X, vérifiant les conditions énumé- 
rées, est appelé lattis vectoriel complexe si le module d'un élément 


*) I.e. X est l’ensemble des éléments de Ja forme x + iy (r, y E Xo) muni 
naturellement des opérations linéaires (cf. $ 2, chap. XIII, tome 2). 
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est défini par la formule (1). Presque toutes les notions de la théorie 
des lattis vectoriels et des lattis de Banach s'étendent au cas com- 
plexe (cf. Schaefer [II]). 

3.3. Etudions maintenant les critères de complétude d’un lattis 
normé. 


THÉOREME 2 (Amémia). Soit X un lattis normé. Les propositions 
suivantes sont équivalentes : 

1) X est complet pour la norme; 

2) si OL zx,f est une suite de Cauchy dans X, 4: —rE€XxX en 
norme ; 

3) si 0 < x,f est une suite de Cauchy dans X, il existe x — 
— sup zh € X. | 


DEMONSTRATION. 1) = 2) = 3) de toute évidence. 
2) = 1). Si {x, } est une suite de Cauchy dans X, quitte à passer 
à une suite partielle on peut admettre que 


OO 
à Tnts— Zn | < + 00. (2) 
n= 
Posons 
S ss 
Un = à (Zn+i—Thh4s 2n = = (Tr+1 — Th) 


Alors 0<y,f, 0<z,f. Si n<m, il vient en vertu de (2) 


m 
Mum—Ynl=l N (trs —m)4l< 
kA=n+i 
m m 
< Ù [cum D zu —all —— 0. 
k=n+1 ken+i n +50 


M — 00 


Donc, {y,} est une suite strictement croissante de Cauchy et par 
suite y, — y en norme. De façon analogue, z, —- z en norme. D'où, 
Un — Zn > y — 2. Mais 


ñn 
L, d 7 2 \ —— 
Un — 2n ne (Th+: LT) = Tn+1 CAE 


donc zx, —> y — z + x, en norme. 

3) = 2). Soit 0 < x,f une suite de Cauchy. Par hypothèse il 
existe x = sup x,. Sans restreindre la généralité on peut admettre 
que 

| ns ins (MEN). (3) 
Considérons 
LL 


Un = Ti + à k(Zn+1 — 2x). 


25* 
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Alors 0£y,f et sin<m 


mMm m 
NL Ym Un =] D ktm) | NN 1/42 —— 0 
k=n+1 k=n+1 nt 


en vertu de (3). Donc y = sup y, existe par hypothèse. D'autre part 
m m 
R(T— Zn) = SUP D R(Tr+1 — Tr) L SUP D KR (Tnt — Ta) KY: 
>n À m>n k=n 


mon A=n 
d’où 
O<Lz— x, < yn. 


Zn — TZ, car la norme est monotone. Ceci achève la démonstra- 
tion du théorème. 

3.4. Terminons ce paragraphe par l'étude des fonctionnelles sur 
un lattis vectoriel. 

Soit X (u) un u-idéal muni d’une u-norme dans un X-espace X. 


THÉOREME 3 (Grothendieck [1]). Si la convergence f, — O est 
(»)-faible dans (X (u))*, la convergence f, — 0 est faible. 


La démonstration du théorème 3 et de ses généralisations (cf. 
Schaefer [II1}) n'est pas triviale et assez laborieuse, aussi l'omet- 
trons-nous. 

En particulier, le théorème 3 fournit d'intéressants résultats 
lorsque X (u) = L®(T, Z, u). A titre de corollaire nous allons 
montrer que si X = 1®, la boule fermée B de l’espace X* n'est pas 
séquentiellement © (X*, X)-compacte (cf. page 238). En effet, dans 
le cas contraire elle serait séquentiellement faiblement compacte 
dans X* en vertu du théorème 3, donc faiblement compacte d'après 
le théorème VIII.2.1. L'espace X*, donc 1*, seraient réflexifs, ce 
qui n'est pas le cas (cf. VI.2.1). 


LEMME 1. Soient X un lattis vectoriel (r)-complet, {f,} (&œ € À) 
une suite généralisée dans X7, telle que 
1) sup |fo (7) | ©, Vr EX; 
a£tA 


2) il existe pour tout x € X la limite finie lim f, (x) = f (x). 
Alors f € X7. 


DÉMONSTRATION. X étant (r)-complet, tous les u-idéaux sont com- 
plets. Le théorème de Banach-Steinhaus (cf. remarque de la page 271) 
nous dit que la restriction de f à chaque u-idéal X (u) est continue, 
ce qui revient à dire que / est bornée sur tout intervalle, c’est-à-dire 


fEX.. 

CoRoLLAIRE. Soit X un K-espace avec X° total. Alors 

1) tout ensemble © (X7, X)-borné AM est relativement compact pour 
cette topologie; 
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2) si Y est un idéal dans X°, tout intervalle de Y est o (Y, X)-com- 
pact. 


DEMONSTRATION. 1) En vertu du lemme II1.3.5 il suffit de prouver 
que la o (X+, X)-adhérence de l’ensemble M est contenue dans X°. 
Or, ceci résulte du lemme 1. 

2) découle de 1) et du corollaire 1 du théorème 2.2. 


THÉOREME 4. Soient X un K-espace, {fm}m1 © Xn, f une 
fonctionnelle linéaire sur X. Si pour tout EX, on a fn(z)—f(x), 
alors fEX;. 


DEMOXSTRATION. Le lemme 1 nous dit que f € X°. Il suffit de toute 
évidence de prouver que pour tout u € X+, la restriction de f à un 
u-idéal X (u), notée g, est (o)-continue. Posons g» = fm | X (u). 
Il vient g, EX (u),, gEX(u)" = X (u)*. La convergence g,, — g 
étant (+)-faible dans X (u)*, la convergence g,, — g est faible en 
vertu du théorème 3. Le corollaire 2 du théorème I11.3.2 nous dit 
que les combinaisons convexes Em des éléments g, convergent vers 
g en norme dans X (u)*. Comme g,, € X (u), et X (u), est une bande 
dans X (u)*, qui est fermée pour la norme, puisque X (u)* est un 
lattis normé, il vient g € X (u),, c.q.f.d. 

Le théorème 4 entraîne immédiatement le 


COROLLAIRE 1. Si X}x est total sur un K-espace X, l'espace 
(Xn, G(Xx, X)) est séquentiellement complet. 


COROLLAIRE 2. Si X est un K-espace (o)-réflexif, l’espace (X, 6 (X, 
X;)) est séquentiellement complet. 


THÉOREME 5. Si X est un lattis normé avec X; total, X*NX, 
sépare les points de X. 


Nous prouverons ce résultat uniquement pour les X-espaces. 
Observons tout d’abord que la démonstration du théorème VI.1.5 
s'étend au cas d’une mesure non o-finie. Donc, le théorème 5 pour le 
K-espace X résulte du théorème 2.5 de réalisation. 

à Etablissons maintenant un important théorème sur la structure 
e X°. 


THÉOREME 6. Si X est un lattis vectoriel avec Xx total, X; =(X;), 
c'est-à-dire le K-espace X7 se décompose en la somme de deux bandes 
étrangères X, et X,. 


DEMONSTRATION. Nous effectuons la démonstration pour le cas 
où X est un X-espace. Le lemme 2.1 nous apprend que X; € (X; }°. 
Inversement, prenons @ € (X3})°, 9 > 0; N, = {7€ X: @(|x |) = 
— 0}. Il est clair que N, est un Fiféal "dans X. Prouvons que N, 
est de même largeur que X. d’où il résultera que œ € X;. Supposons 
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le contraire. Si nous désignons Y — (Ng)°, alors Y {0}. Pour 

tout y € Ÿ posons || y || = (| y |). Donc, YŸ est un lattis normé. 

XA étant total sur X, Y, l'est sur Y. Le théorème 5 nous dit que 

Y*N YA est total sur Y. Donc, il existe une fonctionnelle f telle 

que fE Y*N Ya. > 0 et f (y) < [y || = p (y) pour tout y € Y. 
Pour tout EX, posons 


hi (x) = f (YI x). 


Il vient 0O<f,EX,, 0<f, < pE(K;). Donc, f, = 0, cette 
contradiction prouve le théorème. 

Le théorème 6 entraîne, en particulier, que toute fonctionnelle 
continue sur un e.i.n. se décompose de façon unique en la somme 
d'une fonctionnelle admettant une représentation intégrale, et 
d'une fonctionnelle singulière. Ce résultat est important dans de 
nombreuses applications (et tout d'abord en commande optimale 
et en analyse convexe, cf. Doubovitski et Milioutine [2]. Un cas 
particulier du théorème 6 est le théorème classique suivant de Yosida- 
Huitt *) de représentation des fonctionnelles sur L®(T, ©, u). 


THÉORÈME 7 (Yosida-Huitt). Si une mesure nu est finie, toute fonc- 
tionnelle continue f sur L® (T, Z, un) se décompose d’une seule façon 
en la somme f = f, + fe. où 


fo = | z(ytt du (WEL(T,S, p), 
T 


et f. est telle que pour tout e > 0 il existe AE Z, p(TKA)<e, 
tel que fa (x) = 0 si suppre À (mod. u). 


$ 4. KB-espaces 


4.1. Dans ce paragraphe, nous étudions succinctement des lattis 
de Banach dans lesquels sont satisfaites des conditions (A), (B) 
et (C) analogues à celles de IV.3.2 **). 

Soit X un lattis normé. 

On dit qu’une norme dans X est (o)-continue ou que dans X est 
réalisée la condition (A) si 


O<z 0x | —+ 0. 


*) Le théorème de Yosida-Huitt a fait l'objet de maintes généralisations. 
Dans sa forme définitive. le théorème 6 a été prouvé indépendamment par 
G. Lozanovski et dans le travail collectif de W. Luxemburg et A. Zaanen [1]. 
Voir également Lozanovski [3] | 

**) Les conditions (A) et (B) ont été introduites par L. Kantorovitch, la 
condition (C) par H. Nakano. 
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On dit qu'une norme dans X est (0)-semi-continue ou que dans X 
est remplie la condition (C) si 


0<zÎrEX = sup [zx | = 1x I: 


On dit qu’une norme dans X est monotone complète ou que dans X 
est satisfaite la condition (B) si 


0£Lzrf, ze EX, sup ||xs [| << © entraînent 
l'existence d'un élément x € X tel que x,  z- 


Si les analogues de ces conditions sont réalisés uniquement pour 
les suites. on parlera respectivement de (oc)-continuilé ou de la 
condition (A), de (oc)-semi-continuité ou de la condition (C.;), de 
O-complétude monotone ou de la condition (B;). Nous verrons plus 
bas que dans le cas d'’e.i.n. sur un espace muni d'une mesure o-finie, 
les conditions respectives pour les suites et les suites généralisées 
sont équivalentes, donc la terminologie introduite est compatible 
avec celle de IV.3.2. 

4.2. Etudions la condition (A). Soit X un X-espace normé. Dans 
Voulikh [1] (page 207) il est démontré que la condition (A,) entraîne 
que l’espace X est de type dénombrable, donc (A) => (A,) *). Il est 
évident, par ailleurs, que si dans X est réalisée la condition (A), 


alors x, Tr ZX en norme. 

Nous commençons par considérer la condition (A) dans la classe 
des fonctionnelles (o)-continues. Certains résultats ont été établis 
dans ce sens pour les e.i. de Banach au $ 1 du chapitre VI; nous 
allons les généraliser et compléter par de nouveaux théorèmes. 


LEuME 1. Si X est un lattis normé et {x,} une suite généralisée 
dans X telle que xl et x, —+ x pour la topologie faible, alors x, — x 
en norme. 


DEMONSTRATION. Supposons le contraire. On peut admettre alors 
que pour tous les @ 
za —z1>e>0. (1) 


On a z,—zx>0 pour tout &, puisque x, | x d’après le corol- 
laire 2 du théorème 2.2. Comme x, —— x(o(X, X*)), il existe un 
n 


élément y= D Are, où OLA, Ni h;=1, tel que [ly— xl < 
i=1 i=! 
< &/2. Prenons a >a; (1<i<n). On a alors 


7 


0Lzs —I2< D lila; —T, 


ii 
d'où [ze — x || << e/2. ce qui contredit (1). 


*) Bien plus, si X est un Æ,-espace normé avec la condition (Ab), alors 
X est un Æ-espace avec la condition (A). En général (As) n'entraine pas (A). 
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THÉOREME 1. Si X est un lattis normé, alors X}; = X* si et seule- 
ment si la condition (A) est satisfaile dans X. 


DEMOXSTRATION. Si X, = X* et 0 < x, | 0, alors x, — O0 pour 
la topologie faible, donc x, — x en norme d’après le lemme 1. 


Si la condition (A) est satisfaite dans X, f € X* et x, ©, 0. alors 
zx, —+ 0 en norme, d’où f (x,) — Ü et par suite f € X;. 


THEOR£ME 2. Soit X un K-espace de Banach. Les conditions sui- 
vantes sont équivalentes: 

1) la condition (A) est remplie dans X ; 

2) les intervalles de X sont faiblement compacts; 

3) si nm: X —> X** est une injection canonique, alors x (X) est 
un idéal dans X**. 


DÉMONSTRATION. 1) = 3). La condition (A) étant réalisée dans 
l’espace X. les théorèmes 1 et 3.1 nous disent que X* = X,;. Donc, 
x (X) est un idéal dans X** d’après le théorème 2.2. 

3) => 2). Soit un intervalle quelconque 7 dans X. x (X) étant 
un idéal dans X**, x (7) est un intervalle dans X**. D'apres le 
corollaire du lemme 3.1, l'intervalle x (7) est (+)-faiblement com- 
pact, donc l'intervalle 7 est faiblement compact. 

2) = 1). D'après le théorème 1, il suffit de montrer que X*c 
€ X,. Soit f E X*. Supposons que fé X,. Il existe alors une suite 
généralisée x, | 0 et un nombre € > 0 tels que 


If) 12e. (2) 


Comme on peut admettre que x, > x, pour tous les &, en vertu 
de la faible compacité des intervalles il existe une suite partielle 
xs —z(o (X, X*)). D'après le corollaire 2 du théorème 2.2, x — 0, 
d'où f (xs) —— 0, ce qui contredit (2). 

Considérons maintenant une caractéristique intéressante des 
K-espaces de Banach avec la condition (A), formulée uniquement 
en termes de B-espaces sans faire appel à l’ordre. Nous commençons 
par un théorème auxiliaire. 

Soit X un 1.n. On dira qu'une suite {x,} dans X décroit de biais 
vers zéro et ‘l’on notera x, ,0sizx, , 0 et x, — zn41 € Zn (n E N). 


THÉOREME 3. Si X est un K-espace normé dans lequel x, , 0 = 
— ||z, || — 0, alors la condition (A) est satisfaite dans X. 


DEMOXSTRATION. Supposons que x, | 0. Fixons un nombre € > 0 
et posons g, —= (z, — Ex)4. On a alors qg, {0 et [g,l x, 1 0. Donc, 
IL [an] 1 11—+ 0. Comme 


Tn — [qn) In + (Zn — [an] In) < [qn) T1 + ET, 


alors 
tn 1 qi za 1 + e Ha ||, 
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d'où ||x, || —- 0, c’est-à-dire la condition (A.) est satisfaite dans X. 
Mais on a déjà signalé que la condition (A,) entraîne (A), c.q.f.d. 


LEMME 2. Si X est un K-espace de Banach sans la condition (A), 
on peut exhiber une suite {z,} € X;, telle que 

1) Zn € 2m (n em); 

2) Ian =1 (GREEN); 

3) il existe sup z, = u € X. 


DEMOXSTRATION. La condition (A) n'étant pas vérifiée dans X, 
la condition du théorème 3 ne l’est pas non plus. Il existe alors une 
suite z, 1 0, [|x, || > € > 0. Cette suite n'est pas de Cauchy. Si 
elle l'était, x, — x en norme, et comme x, ÿ O0, alors x = 0, ce qui 
contredit [|x, || Z € > 0. Donc. il existe Ô > 0 et n <n<... 
... Con L... tels que [xs, — 2, || 2 ô. Posons 

2 = Tnp— ?nh+ 
À | Tan Tnp+: Il 

1) et 2) sont évidents, quant à 3) il découle de la majoration 

Zk << z1/6. 


LEMME 3. Si X est un K-espace de Banach avec la condition (A), 
possédant une unité faible, alors la boule unité fermée Bx+ de l'espace 
X* est (+)-faiblement séquentiellement compacte. 


DÉMOXSTRATION. Soient x, l'unité faible de X, 1 — [—zxo, tol. 
Comme inf (x, #xo) zx, VrEX, (cf. Voulikh [I], lemme IV.2.1), 
la réalisation de la condition (A) dans X entraîne que l'enveloppe 
linéaire de l'intervalle / est dense pour la norme (donc faiblement) 
dans X. Par suite, la fonctionnelle 


pOH=sup{lfG@)l:zelr}, fEX*, 


est une norme sur X*. Désignons par Xf l'espace normé obtenu. La 
condition (A) étant satisfaite dans X, le théorème 2 nous dit que 
l'intervalle 7 est faiblement compact. Donc, d’après le théorème 
de Mackey-Arens (cf. théorème III.3.8) on peut identifier le dual 
de l’espace normé X$ avec l'enveloppe linéaire de l'intervalle /. 
Donc, la topologie o (X*, X) est plus forte que la topologie faible 
de l’espace X5$, et par suite les topologies faibles © (X*, X) et 
6 (X5, (X;)*) sont confondues sur la boule Bx+. Donc, en appli- 
quant le théorème VIII.2.1 à l'espace normé X°, on constate que 
la boule Bx« est séquentiellement compacte pour les deux topologies 
faibles *). 


*) Le théorème VII1.2.1 a été énoncé pour les B-espaces, mais l'implication 
1) = 2) est valable dans tout espace normé, ce qui est manifeste par un passage 
à la complétion. 
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Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et de prouver le 
critère obtenu par G. Lozanovski [1]. 


THÉOREME 4. Pour que la condition (A) soit réalisée dans un 
K-espace de Banach X il est nécessaire et suffisant que X ne contienne 


pas de sous-espace fermé Ÿ isomorphe, au sens de la théorie des B-espaces, 
à l'espace 1°. 


DÉMOXSTRATION. Condition nécessaire. Supposons par absurde 
qu existe un isomorphisme U: 1°— Y, où YŸ est un sous-espace 
fermé de X. Soient Y, = U (co), Z la bande engendrée par Y, dans X. 
L'espace Y, étant séparable, Z admet une unité faible. En effet, 
si {r,} est un ensemble dénombrable dense dans Ÿ,, on voit immé- 
diatement que l'unité faible sera l'élément 


O0 
1 
Lo — > 2n [za Ï [Tn |. 
n=!1 


Soit {e,}x-1 une suite de vecteurs unitaires dans €. Tout 
00 


élément de c, se représente alors sous la forme 2 Erer, OÙ En 


— 0. Posons 


În où ELex) — Ex, n EN. 


On a f,E€(@)* et [|f,ll—=1 (REN). Soient sur Y, les fonctionnel- 
les g, : 


En (Y)= fn (UT (Y)), YE Yo. 


I vient {gs [1 Ia IV = NU @EN), d'où il suit 
que l'ensemble {g,} est borné en norme dans Y5. Prolongeons cha- 


que fonctionnelle #, à Z en conservant sa norme. Désignons parg, 
les fonctionnelles ainsi obtenues. L'ensemble {g,} est borné en 
norme dans Z*. D'après le lemme 3, on peut choisir une suite par- 
tielle ga. — gE€Z* pour la topologie o (Z*, Z). Posons 


Enn (D = Enr), gt =E8(IZiz), Vzex. 
J1 vient gn. —» g(G(X*, X)). 
Si maintenant nous posons Pnn =U*En et p=U*pg, alors 
nn > ® pour la topologie (+)-faible de l'espace (1")*. D'après 


le théorème 3.3, 9, —@ pour la topologie faible de (1”}*. 
L'espace 1! est une bande dans (1”)}* par injection naturelle 
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(puisque Lt est visiblement (o)-réflexif). Projetons les fonction- 
nelles sur cette bande. Il est aisé de voir que [l]e,, —1Il‘] 


pour la topologie faible de l'espace l'. En effet, [l‘] étant un 
opérateur dans (1”)*, [l‘]* l’est dans (1”)**, et si € (l1)* = (1")*$, 
alors [l]*(#p)E("°)**, d'où 
(EE Pr) CP) = Pr APTE D) —+ p (17E Ÿ) = ([] p) (4). 
Le théorème VIIL.3.4 nous dit alors que [l']q, —-[{l']œ en 


norme dans Î'. Comme (c,)* — l!, on peut considérer [l']ç, et 


[1!} ç comme des fonctionnelles sur c,, de plus on voit sans peine que 
ce sont tout simplement les restrictions à c, des fonctionnelles ç,_ 


et p définies sur 1*. Montrons que [l']@, = f,,. En effet, pour 
un vecteur unitaire €; on a 


(l] qu) (ex) = Pnu (6x) = (U*£n,.) (ex) = 


— En. (Uez) — Enm (Ue,) — nm (ex), 


d'où l'on déduit ce qu'on voulait. Ainsi. la suite {f,, } est coner- 


gente en norme dans l'. Or, ceci est impossible, puisque || f, — fn || — 
= { pour rz = m. Cette contradiction achève la démonstration de 
la condition nécessaire. 

Condition suffisante. Si la condition (A) n'est pas satisfaite dans 


X, nous considérons la suite {z, } du lemme 2. Définissons U : 1° — X 
avec la formule: 


U (E) — Go) Gr2k 
si E— {Ex}: 
Pour tout nEN,ona 
AREA CIE RU 
d'où 
ILE Too SIT U ®) fx SITE [oo 1 |. 


Donc, le sous-espace Y — U (1%) est isomorphe à 1®. Cette con- 
tradiction prouve le théorème. 


CoROLLAIRE. Si un K-espace de Banach X est séparable, la con- 
dition (A) est satisfaite dans X. 


DEÉMOXSTRATION. Si la condition (A) n’est pas satisfaite dans X, 
d'après le théorème 4, X contient un sous-espace Ÿ isomorphe à 1®. 
Or, ce dernier n’est pas séparable, donc Ÿ ne l’est pas non plus, ce 
qui contredit la séparabilité de X. 
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Ce corollaire entraîne la partie du théorème IV.3.3 qui n'a pas été 
démontrée au chapitre IV. 

4.3. Considérons maintenant les conditions (B) et (C). Si X est 
un À-espace de type dénombrable, on a manifestement (C) — (C;). 
Donc. ces conditions sont confondues pour les e.i.n. sur un espace 
de mesure o-finie. Ceci n'a pas lieu dans le cas général. 

Les conditions (B) et (B,) sont différentes même dans la classe 
des Æ-espaces de type dénombrable, cependant, dans le cas des 
e.i.n. sur un espace de mesure up o-finie (B,) <> (B). Donc. notre 
terminologie est compatible avec celle de IV.3.2. En effet, supposons 
que dans un tel e.i.n. X la condition (B,) est satisfaite et la suite 
généralisée 0 < r,t est bornée en norme. D’après le corollaire du 
théorème 1V.3.1, X est borné dans l’e.v.t. S (T, ©, u). La démons- 
tration du lemme JI1.1.1 nous apprend que sup x, ({) << -+ o p.p., 

œ 


donc d'après le corollaire 2 du théorème 1.6.17 il existe x, = 
— supz, ES(T. ©, u) et une suite Ta, ? To- Comme {74 } est 
aussi bornée en norme, la condition (B,;) entraîne que x, € X, donc 
(B) est satisfaite dans X. 

La condition 3) du théorème 3.2 implique le 


THÉEORÈME 5. Si la condition (B,) est remplie dans un K-espoce 
normé X, alors X est complet pour la norme. 

Le théorème suivant montre qu'il existe beaucoup d'espaces 
dans lesquels sont vérifiées les conditions (B) et (C). 


THÉOREME 6. Si X est un lattis normé, les conditions (B) et (C) 
sont satisfaites dans XY. 


DEMOXSTRATION. Supposons que la suite généralisée {f,} € X*, 
0 < f.t, est bornée en norme. Posons 
sup fa (z) << +oo pour zEX,, 
FAT fat) pour zx, 


alors f est une fonctionnelle sur X. Prouvons que f € X*. 
Soit un € >> 0. Pour tout r E X,, [| x || S 1, il existe &, tel que 


1 (2) <a (2) +e<Il fe, + E<sSup Il fa 1l+E, 
d'où 
If 11 < sup [| fa 1 oo. 


Donc f E X*,f,ftfet ||f || — sup || f4 Il, c'est-à-dire les conditions 
(C) et (B) sont remplies dans X*. Les conditions (B) et (C) sont satis- 
faites aussi dans X* f} X}, puisque X* NN] X; est une bande dans X*. 

Le théorème suivant exprime une très importante propriété des 
espaces avec la condition (C). 


$ 4] KB-ESPACES 397 


THEOREÈME 7 (Nakano-Amémia-Mori). Si X est un K-espace normé 
avec X, total. les propositions suivantes sont équivalentes : 

1) la condition (C) est réalisée dans X; 

2) x=sup{lf(x)|:fEX*NX,, I LS 1}, VzeExX; 


3) l'injection canonique n: X —+ (X} N X*)* conserve la norme. 


DEMOXSTRATIOX. 1) = 2). Le théorème VI.1.6 se généralise aux 
e.i.n. sans l'hypothèse de o-finitude de la mesure. On peut mainte- 
nant se servir du théorème 2.5. 

2) = 3) est évidente. 

3) = 1), puisque la condition (C) est vérifiée dans (X}; N X*)* 
d’après le théorème 6. 

Si X est complet, alors X} € X* et nous pouvons considérer 
sur X, une norme induite de X*. Nous définissons ainsi les X-espaces 
de Banach (X,)* et (X;,),. 


THÉORÈME 8. Si X est un K-espace de Banach avec X, total, les 
propositions suivantes sont équivalentes : 

1) les conditions (B) et (C) sont vérifiées dans X ; 

2) l'injection canonique x: X— (X;)h1 est une isométrie de X 
sur (X;)n ; 

3) si mn: X — X** est une injection naturelle, il existe un pro- 
jecteur P de norme unité de X** sur x (X); 

4) l'intersection de tout système centré de boules fermées de X n'est 
pas vide. 


DEMOXSTRATION. 1) => 2). D'après le théorème 7, x conserve la 
norme. Prouvons que x (X) = (X3),. Comme indiqué dans 2.3, 
x (X) est un fondement dans (X,}),. Donc, pour tout FE (X;);, 
F > 0. il existe une suite {x,} € X} telle que x (x,) f F. Donc, 
za = [x (ze) I LIFE 1 et en vertu de la condition (B) il 
existe x = sup z,. L'application x conservant les bornes, il vient 
F=7#x(2x)E x (X). 

2) = 1) découle des théorèmes 6 et 2.2. 

2) = 3). Désignons par F, la restriction de FE X** à X;. 
Posons F, — [(X;:)31(F,). Alors F, E (XF): —= x (X) et, par suite, 
il existe z- EX pour lequel F, = x (x-). Posons P (F) = x (x-) 
et vérifions que P est le projecteur cherché. Montrons que pour tout 
F=nt(x) on a 


P(F)=F. 


L'ensemble X7 étant total sur x (X), il suffit de prouver que 
= x. Comme 


FU) =f(@) GEX:), 


il vient F, = x (x), d'où x = xp. 
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Il nous reste à vérifier que || P || = 1. Soit FE X**, | F||< 1, 
et de plus P(F) = n(xr). On a de toute évidence 
lPANI=Nr GIE ze = x Gr) 1 = NE: 1 < 
< HF WIFI. 


D'où || P || << 1. On a déjà montré que P laissait invariants les 
éléments de x (X). donc || P || = 1. 
3) = 4). Soient {B:} un système centré de boules fermées dans 


X. B: l’adhérence (+)-faible de 1x(B:) dans X**. L'ensemble 


N P+ n'est pas vide dans X**, car les boules sont (+)-faiblement 


compactes. Soit F Ef\ B:. Il vient alors P (F) EN] B:. 

4) => 1) est un résultat intéressant récent de À. Sédaev [1] 
auquel nous renvoyons le lecteur. Soulignons que la propriété 4) est 
manifestement un invariant isométrique. 

D'intéressantes propriétés d'espaces avec les conditions (B) et 
(C) sont indiquées aussi dans le travail de Lozanovski {2]. 

4.4. On appellera XB-espace un K-espace de Banach dans lequel 
sont réalisées les conditions (A) et (B,). Comme indiqué dans 4.2, 
la condition (A) est remplie dans les XB-espaces. Le théorème VII.6.3 
(Voulikh [1]) nous dit que la condition (B) est également vérifiée 
dans les XB-espaces, donc d'après le théorème 8 les KB-espaces 
sont (o)-réflexifs. 


THEOREME 9. Si X est un lattis de Banach, les propositions suivantes 
sont équivalentes : 

1) X est un KB-espace; 

2) si n: X — X** est l'injection canonique, alors x (X) est une 
bande dans X**; 

3) X est faiblement séquentiellement complet ; 

4) X ne contient pas de sous-espace fermé Y isomorphe à l'espace 
©, au sens de la théorie des B-espaces; 

D) si OL rat, r, EX et sup [| r, [| << oo. la suite {x,} converge 
en norme. 


DEMOXSTRATION. 4) —- 2). La condition (A) étant réalisée dans X, 
on a X* — X,. L'espace X étant (o)-réflexif, le théorème 2.3 nous 
dit que x (X) est une bande dans X**. 

2) 3). D’après le théorème 2.2, X* = X;, donc l’espace X 
est (o)-réflexif d’après le théorème 2.3. D'où il résulte que X est 
faiblement séquentiellement complet d'après le corollaire 2 du 
théorème 3.4. - 

3) — 4). Supposons par absurde que X contient un sous-espace 
fermé Y isomorphe à c,. X étant faiblement séquentiellement com- 
plet, les corollaires 1 et 3 du théorème I11.3.2 nous disent que l’es- 
pace Ÿ, donc c,, est aussi faiblement séquentiellement complet. Or, 
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ceci est faux. En effet, si x, — {Ef"}i1, où 


E(n) U pour 4<n, 
5 [0 pour k>n, 
alors on déduit sans peine de l'égalité (c,)* = l! que {z,} est une 
suite faible de Cauchy qui n'est pas convergente dans ©s. 
&) 5). Supposons par absurde qu'il existe une suite bornée 


en norme {7,}, 0 < z,f, qui n'est pas convergente en norme. 
Posons 


Pn = lim zm—z il, p—=infph 


(la limite de p, existe puisque {x,} est monotone). On a p > 0, 
puisque {x,} n’est pas suite de Cauchy. En raréfiant {x,} on peut 
faire en sorte que pou m<n 


(S/)p < [Ta — Tm I < (/4)p. 


Soit œ l’espace des suites tronquées (cf. page 146). Définissons 
l'opérateur U: @—>X à l’aide de la formule 


U G)= à À (Titi — Ti), 
OÙ Z = (À, Àe, - . ., Am 0, O0, ...) Ep. Il vient 
U (2) < 112 | (&m+1 — A); 
IU () NS US NN Zmea — A M < (7) p 12 Il. (3) 
Minorons || U (2) ||. Soit 
Ài — ma X (24, 0), À =max(—};, 0). 


d'où 


Posons 
m m 

lu — à Ai (tira — ti), v— 2 Âr (Zizi — Ti). 

Il vient 
U(j=u—v, U(Iz)=u+r. 
Si 
h*= max {Af: 1<i<m}, h=max{i; : 1<i<m}, 
alors 
I z || = max (h*, h°). 

Supposons pour fixer les idées que || z || — k*. Comme 


—= à Ài (titi —2) >) (Zi+: — Zj), 1<j<m, 
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Mu zu —2IZ>2A (ap, 1<j<m, 


Lu 112 (4) p 13 Il. 


Donc, en se servant de (3) on obtient 


HVGI=Hu—-vl=Nl2u-@w+v|2>2lul — 
— lu+v|Zz(%)elzl—HUV(zDIZ>(/HDelzle  (@) 

La conjonction de (3) et (4) nous donne en définitive 

(op IzI<HIUGI<CHPIzI 2€. 


L'espace œ étant dense dans c,, U se prolonge en un isomorphisme 
entre €, et un sous-espace de X, ce qui contredit 4). 

do) = 1). Montrons que la condition (A) est réalisée dans X. 
Soit x, ÿ 0. La suite {x — z,} est bornée en norme et 0 < zx, — xAf. 
Par hypothèse, {x, — r,} converge en norme vers un élément x. 
Comme 7, — zx, fa, il vient =, d'où x, = (æ — x) + 
+ zx, + 0 en norme. 

La condition (B,) est manifestement réalisée. Donc, X est un 
K,;-espace de Banach dans lequel sont vérifiées les conditions (A) 
et (B;). Comme signalé dans la note de la page 391, X est un X-espace, 
donc un XB-espace. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

Le théorème 9 nous fournit un critère, facile à vérifier, de com- 
plétude séquentielle faible dans la classe des lattis de Banach, car 
en général la vérification de la réalisation des conditions (A) et (B) 
dans des espaces concrets est sans problème. Signalons tout d’abord 
que d'après le théorème 9, l'espace non réflexif L!'(T, ©, u) est 
faiblement séquentiellement complet. Arrètons-nous encore sur le 
cas d'espaces d’Orlicz sur un espace de mesure continue finie. D'a- 
près le théorème IV.3.9, l'espace d'Orlicz L,, est un XB-espace si et 
seulement si la fonction W vérifie la A,-condition. Donc, L,; est 
faiblement séquentiellement complet si et seulement si M vérifie 
la A,-condition. De façon analogue on déduit qu'un e.f. de Banach 
dans lequel est satisfaite la condition (A) n'est pas faiblement 
séquentiellement complet si M ne remplit pas la A.-condition. 

La notion de XB-espace permet de formuler un critère de réfle- 
xivité (au sens des B-espaces) facile à vérifier. 


THÉORÈME 10 (Ogasawara). Si X est un lattis de Banach, les pro 
positions suivantes sont équivalentes: 

1) X est réflexif ; 

2) X et X* sont des KB-espaces. 
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DÉMONSTRATION. 1) =- 2). XŸ étant réflexif, il suffit de prouver 
que X est KB-espace. Or, ceci découle de la définition de la réflexi- 
vité et du numéro 2) du théorème 1. 

2) = 1). Considérons l’injection canonique n: X —> X**. Comme 
X est un XB- -espace, il suit que X* = X, et xs (X) = (Xh)h — 

= (X*),. X% étant un XB-espace, il vient X** = (X*),, d'où 
a (X) = X**, et, par suite, X est réflexif. 


$ 5. Ensembles convexes fermés pour la convergence en mesure 


5.1. Dans ce paragraphe, on se sert de la théorie des lattis vec- 
toriels pour montrer que l'étude des ensembles convexes bornés, 
fermés pour la convergence en mesure, peut être ramenée dans des 
e.i. (o)-réflexifs à l’étude d'ensembles compacts convexes dans des 
e.v.t. convenables. Ceci étant, la nécessité d'utiliser les résultats 
non triviaux de la théorie des lattis vectoriels se présente déjà dans 
le cas de l’espace classique L! (0, 1). 

Commençons par quelques résultats préliminaires. 

Soient X un I.v., Ÿ un idéal dans un XÆ-espace X 7, total sur X. 
Considérons la topologie localement convexe |o |(X, Y) sur X 
engendrée par l'ensemble des semi-normes 


Pr) =f(zl), zxex, 

où f parcourt Ÿ. tout entier. 

Signalons deux propriétés de l’e.l.c. (X, | o | (X, Y)). 

1) La topologie | & | (X, Y) est une topologie de la convergence 
uniforme sur l'ensemble de tous les intervalles de Y. 

2) La topologie |o |(X, Y) est compatible avec la dualité 
entre X et YŸ. 

La proposition 1) découle de la formule 


ps @) = f(x) =sup{lg(@)l: Ig|<f}. 


D'après le corollaire du lemme 3.1, tous les intervalles de Y 
sont & (Y, X)-compacts. Donc, la proposition 2) résulte de 1) et du 
théorème de Mackev-Arens (cf. théorème III.3.8). 

Dans la suite de ce paragraphe on admettra que X est un e.f. 
sur (T, ©, ui), où la mesure pet o-finie, et X; total sur X. On rap- 
pelle que X% est alors isomorphe à X’ et supp X’ — T (théorè- 
me VI.1.1). 


LEMME 1. Soit Y un fondement dans X,. Si la suite généralisée 
z, + 0 pour la topologie | o |(X, Y), alors x, — 0 (u). 


DEMONSTRATION. X} étant isomorphe à X’, on peut identifier 
le fondement Y à un e.f. dans X'. D'après le corollaire 2 du lem- 
me 1V.3.1, il existe une partition {4,}1-1 de l’ensemble T telle que 
26—0996 
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La, E Yet 0<u(4,)< +o, Vr EN. Pour tout nr on a alors 
| x, | du — 0. 


Ah 


D'où x, —+ 0 (u) sur chaque À, et par suite x, —> 0 (ui). 


LEMME 2. Soit Y un fondement dans X,. Si la suite généralisée 
ze O(o(X, Y)), il existe une suite généralisée yg—>0(u), où 
chaque élément y est une combinaison convexe des éléments de {x,}. 


DEMONSTRATION. L'espace dual de (X, |o |(X, Y)) étant Ÿ, 
il existe une suite généralisée ys — 0 (| 0 | (X, Y)), où y, est de la 
forme indiquée (cf. corollaire 2 du théorème II1I.3.2). D'après le 
lemme 1, ys — 0 (). 


LEMME 3. Soient Y un fondement dans X,, {x,} une suite dans X; 
z, x EX. Si existe yE ST, Z, pu) tel que | x, | < y pour tout a, 
z,. zu) et z +2 (OX, Y)), alors x = ro. 


DEMONSTRATION. D'après le corollaire 2 du lemme IV.3.1, on 
peut admettre que la mesure L est finie et y € X. Si x° € Ÿ, il existe 
une suite {r, _ } telle que 


| | (Ta, —To)z du|<Â/n, ze, + zt(u). 
T 


Le théorème de Lebesgue de la convergence majorée nous dit 
que | (x — x0) x' du = 0, Vz' E Y, d'où x, = zx. 
T 


M étant un sous-ensemble de S = S (T, ©, u), on désignera 
par t (A7) la topologie induite sur W à partir de S. 


LEMME 4. Soient X un espace (o)-réflexif, M € X un ensemble 
borné pour la topologie faible o (X, X;). Les propositions suivantes 
sont équivalentes : 

1) M est fermé dans l'e.v.t. S (T, =, u); 

2) M est fermé dans (X, + (X)). 


DEMONSTRATION. 1) => 2) est évidente. 

2) = 1). Etant o (X, X; )-borné, l’ensemble 47 est | o | (X, X,:} 
borné (cf. théorème 111.3.3). Soient {r,}C M,zxESet x, — x (u). 
Prouvons que x € X. Comme X = X”, il suffit pour cela de prouver 


que pour tout x EX’ ona | |xx' | du << oo, mais ceci est évident 


du fait que M est | o |(X, X:)-borné et du théorème de Fatou. 
5.2. Supposons par ailleurs que X est e.f., de plus X = X”, 
c'est-à-dire X est (o)-réflexif. Désignons par x l'injection canonique 
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de X dans (X;3)". Alors x (X) = (Xh hàh est une bande dans le X-espace 
(X3) . Désignons par Pr un projecteur sur la bande x (X). 


LEMME 5. Si une suite généralisée {x,} dans X est telle que 
x(ze) —> F pour la topologie faible O((X:) ", X;:) et PrF—ni(x), 
zEX, il existe alors un fondement Y dans XX tel que x, — 
— z(o(X, Ÿ)). 

DEMOXSTRATION. D’après le théorème 3.6 le KX-espace (X7)" se 
décompose en une somme de deux bandes étrangères (X,), —%x(X) 
et (X5),. Si F,—=F—%x(x), alors F,E(X;);. Donc, l'ensemble 


Y—{fEXz: |Fl(If)—0} est un fondement dans X>. De plus, 
pour tout fEY 


Î (ta) = Lx (ce) D —+ FO) = le GO) + F1 = f (x), 
c'est-à-dire x, — x (0 (X, Y)). 
Les lemmes 2 et 5 sont vitaux pour la démonstration du théorème 
fondamental suivant. 


THÉOREME 1. Soient X un e.f. (o)-réflexif, V un sous-ensemble 
convexe non vide dans X, W la o ((X;,) , XA )-adhérence de l’ensemble 
x (V). Si 

a) V est fermé dans (X, T (X)), alors 


Pr W=%X(V); (1) 


b) V est o (X, X3)-borné et vérifie la condition (1), alors V est 
jermé dans (X, 7% (X)). 


DÉMONSTRATION. a) Supposons que V est fermé dans (X, t (X)). 
Il est évident que x (V) € Pr W. Supposons que F € W et x (x) — 
— Pr F. Il existe alors une suite généralisée {r,} € V telle que 
#x (x) — F pour la topologie © ((X:)7, X3). D'après le lemme 5, 
il existe dans X; un fondement Y tel quez, — x (o (X, Y})). V étant 
convexe et (u)-fermé, x € V d'après le lemme 2, et par suite x (x) € 
Ex (V). 

b) Etant © ((X:) , X,)-borné, l’ensemble x (V) est, selon le 
corollaire du lemme 3.1. relativement compact pour cette topologie, 
et, par suite, l’ensemble W° est compact. 

La mesure u étant o-finie, pour prouver que V est (u)-fermé il 
suffit de vérifier que {zs}n=1 € V, æ, — x p.p., zx € X, entraînent 
x E V. Comme 7, — x p.p., il existe y ES tel que | x, | <y(n EN). 

La compacité de W entraîne l'existence d’une suite partielle 
généralisée {x, } de {x,}, convergeant pour la topologie 6 ((X2)”, X2) 
vers un F € W. D'après la condition (1) et le lemme 5, il existe alors 
un fondement Ÿ dans X, et un élément x, € V, tels que x, —+ 
—+ Zo (G (X, Y)). Comme x, — x (u) en tant que suite partielle d’une 
suite (u)-convergente, le lemme 3 nous dit que x = x, € V, ce qui 
achève la démonstration du théorème. 


26% 
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C'est précisément le théorème 1 qui permet de ramener l'étude 
des ensembles convexes bornés (u)-fermés à celle d'ensembles 
O ((Xn) , Xh)-compacts. On suppose toujours que X est un e.f. 
(o)-réflexif. 


THÉOREME 2. Soient V, et V, des ensembles de X convexes non vides 
 disjoints, fermés dans (X, + (X)). Si l’un d'eux au moins est © (X, X; )- 
borné, ils sont strictement séparés par une fonctionnelle de XX, c’est- 
eV il existe fE XX telle que sup {f (x): zE V,} inf {f(x}: xE€ 
€ Va}. 


DEMOXSTRATION. Soit W; la © ((Xh1) , X,)-adhérence de l’en- 
semble x (V;) (i = 1, 2). D'après (1), W, NN] W, = @. Si V,, pour 
fixer les idées, est borné, W, est o ((X:)7, X3})-compact (cf. début 
de la démonstration du numéro b) du théorème 1). On peut mainte- 
nant se servir du théorème de séparation (cf. théorème III.2.6). 


THÉEOREME 3. Soit {V:} (E € Æ) un système centré de sous-ensembles 
de X convexes, © (X, X;)-bornés, fermés dans (X, + (X)). Alors (\ V: 
$ez 


n'est pas vide. 


DÉMONSTRATION. Soit W: la G((X,) 7, X,)-adhérence de x (Ve). 
W: étant compact pour cette topologie, MW: n'est pas vide. 
Donc f\ V: n’est pas vide d’après le théorème 1 (a). 

AA 


THÉOREME 4. Soient V, et V. des sous-ensembles de X convexes, 
O(X, XA)-bornés, fermés dans (X, t(X)). Alors V = V, + V, est 
fermé dans (X, + (X)). 


DÉMONSTRATION. Soit W;, la G((X;)", X,)-adhérence de x(V;) 
G=1,2). Si W=W,+W;, alors 


Pre W=PrW, +PrW, = x (V,) + x (Ve) = x (") 


en vertu du théorème 1 (a). W étant visiblement la o ((X,)7,X;)-adhé- 
rence de Ÿ, le théorème 1 (b) nous dit que V est (u)-fermé. 


THÉOREME 5. Soit X un e.f. de Banach avec les conditions (B) et 
(C). Soient V, et V, des ensembles convexes non vides de X fermés dans 
(X, t (X)). Si l'un d'eux au moins est borné en norme dans X, il existe 
v, E V;, vs € V, tels que 


[lui — ve fx = inf {|| xs — Ze x: 21€ Vi, ze € Ve}. 


DEMONSTRATION. Supposons que V, est borné en norme. Il suffit 
donc de chercher l'élément v, € V, le plus proche de V, dans l'inter- 
section de V. avec une boule fermée de rayon assez grand. Cette 
intersection est (u)-fermée d’après la condition (C) et le lemme IV.3.4. 
Donc, V. peut être considéré comme borné en norme. Soit W; la 
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O ((X2)*, XA)-adhérence de x (V;) (à — 1, 2). Comme les W, sont 
(+)-faiblement! compacts, il existe F, E W,, F,E W,, tels que 


MF Po llxgye = inf Pllxne: FEW: FEW). 


L'application x: X— (X;:)* étant une isométrie, il est aisé 
de voir que les éléments v; = Pr F,, qui appartiennent à V; d'après 
le théorème 1(a) (à = 1, 2), sont bien les éléments cherchés. 

Les théorèmes 1 à 5 possèdent des applications en analyse con- 
vexe et en théorie de la commande optimale (cf. Lévine [2]; nous 
produisons un résultat de ce travail dans 5.3). Les résultats exposés 
dans ».1 et 5.2 ont été obtenus par A. Boukhvalov et G. Lozanovski 
(cf. [1] qui contient d'autres applications et généralisations). 

5.3. Utilisons le théorème 3 pour démontrer le théorème du 
minimum d'une fonctionnelle convexe sur un ensemble convexe fermé 
pour la convergence en mesure. 

Une fonctionnelle p définie sur L1 (T, ©, u) prenant éventuelle- 
ment la valeur +, est dite semi-continue inférieurement pour la 
convergence en mesure Si 


En + zh) p(a)< lim p (a). 


La fonctionnelle p est convexe si 
P zx + (1 — À) y) < Àp (x) + (1 — À) p (y) 
pour tous les x, yE L', 0OSA< 1. 


THÉOREME 6. Une fonctionnelle convexe p semi-continue inférieure- 
ment pour la convergence en mesure, atteint son minimum sur tout 
ensemble V © L!' borné en norme, fermé dans (L', © (L!)). 


DEÉMONSTRATION. Soit 
m=inf {p (x): ze V}. 


Prenons une suite de nombres m, (m, > m) tendant vers m en 
décroissant. Considérons les ensembles 


Vn = GE V:p(x < m)}. 


Comme m, > m, chaque V, n'est pas vide, et puisque m, |, 
la suite des ensembles V, décroit, donc est centrée. La convexité 
de p entraîne celle des ensembles Ÿ,, et la semi-continuité inférieure 
de p, leur t (L')-fermeture. Le théorème 3 nous dit que 


î, V,-Æ@.Sirxe ni V,, alors tEV et p(x)<m, pour tous 
les nEN, d'où plz) m 


CHAPITRE XI 


OPÉRATEURS INTÉGRAUX 


$ 1. Représentation intégrale des opérateurs 


1.1. Les opérateurs intégraux forment une importante classe d'opé- 
rateurs d’un usage friquent dans les applications. Nous avons déjà 
eu affaire aux opérateurs intégraux au $ 2, chap. V. Cependant, 
notre attention a surtout été retenue par les opérateurs à noyaux 
continus dans C [a, b]. Dans ce paragraphe, nous étudions des opé- 
rateurs intégraux à noyaux mesurables arbitraires, définis sur des 
espaces idéaux. 

Soient (S, Zs, v)et (T, Zr, u) des espaces de mesures o-finies, 
(R. ZR, À), leur produit (cf. 1.6.8), c’est-à-dire R = S X T et 
À = V9 X bi. 

Dans ce paragraphe X désigne un e.f. sur (7, ©, u), YŸ, un 
e.f. sur (S, Zs, v) *). 

Un opérateur U: X — YŸ est intégral si existe une fonction 
À-mesurable X (s, t) (SES, tE T) telle que pour tout x E À la 
valeur de y = Ü (x) est la fonction 


y(s= (Es, t)z (9 du (6. (1) 


T 


La fonction Æ (s, t) s'appelle noyau de l'opérateur intégral U. 
Il est aisé de voir que le noyau est À-presque partout fini. 

On dit qu'un opérateur intégral (1) est un opérateur régulier de X 
dans Y si l'opérateur | U |, défini par 


= lU la), 2()= (IE (S DIz(du() (EX), 
T 


envoie X dans Ÿ. L'opérateur | U | est appelé module de U **). 


*) Dans ce chapitre, nous admettons pour fixer les idées que tous les espa- 
ces sont réels, bien que les résultats soient valables pour le cas complexe. 
**) Un opérateur intégral U est régulier au sens de la définition donnée si 
et seulement si U € LT(X. Y). Il s'avère de plus que | U|\ est un module dans 
l'espace complètement réticulé L(X, Y) (cf. page 374). 
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Soit U: X—æS(S, Zs, v) un opérateur intégral (1). Enumé- 
rons certaines de ses propriétés. 

I. L'opérateur Ü est linéaire. 

IT. Pour que U (x) > 0, Vr E X., il est nécessaire et suffisant 
que À (s, t) > O0, À-p.p. 

La condition suffisante est évidente. Prouvons la condition 
nécessaire. D'après le corollaire 2 du lemme IV.3.1, on peut admettre 
que L® (T, Zr, u) € X. Si 1- est la fonction identiquement égale 
à l'unité sur 7, alors pour v-presque tous les s on a 


OK, D du | = HU AD < + o0. 
T 


d’où il résulte pour v-presque tous les s que 


y(s)= | IK(s, #1 dn (8 < +00. 
T 
La fonction y (s) étant continue v-p.p., il existe une partition 
{B,} de l'ensemble S, telle que yXx € L'(S, Zs, v) (n € N). 
Donc, on peut admettre que y E L'(S, Zs, v). D'après le théorème 
de Tonelli (‘héorème I.6.12) 


JIK(S, DIdA(s. = À y(s)dv(s)< +00, 
R S 


c'est-à-dire À E L'(R, 4. à). Donc, d’après le théorème de Fubi- 
ni, pour toutes fonctions mesurables BE S, AG&T,ona 


VU Ks. Ddñ(s. = | [U(xa)l(s) dv(s)>0, 
B‘A B 
d'où Æ(s,t)> 0 2-p.p. (cf. I.6.8). 
L'application de II aux opérateurs U et —U nous donne 
IIT. L'opérateur U = 0 si et seulement si Æ (s, t) = 0 À-p.p. 
IV. L'opérateur | U | défini par la formule (2) transforme X 
en S(S, Es. v). 
En effet, de (1) il résulte que pour tout x € X 


À LA (, 2) z (1 du (®) < + 00 


T 


pour v-presque tous les s € S, d’où l’on déduit que la fonction z = 
= | ÜU | (x) de la formule (2) est p.p. finie. 

V. Six —0(u)et|z, |<x EX (n EN), alors [U (x,)] (s) —+ 0 
v-p.p. 

La propriété V est une conséquence de IV et du théorème de Le- 
besgue. La propriété V implique 
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VI. Six, —+ Ou-p.p. et|z, |[L<zrEX (n EN), alors [U (x,)] (s) —+ 0 
v-p.P. 

VII. Si X et YŸ sont des e.f. de Banach et Ü un opérateur inté- 
gral de X dans Ÿ, alors Ü est continu, c’est-à-dire U € B (X. Y). 

Ceci résulte du théorème du graphe fermé (cf. théorème XII.1.4, 
tome 2), du lemme IV.3.2 et de V. La description en termes de noyau 
K (s, t) du fait que l'opérateur Ü est un opérateur de X dans Y, 
est très ardue. Certains résultats en ce sens sont exhibés dans les 
$S$S 2 et 3. 

VIII. Si U est un opérateur intégral régulier (1) de X dans Y 
et V: Y'—> X’ vérifie la relation 


[U(æy'av= | 2 (ap, VzEX, VWy'EY’, 
S T 


alors pour z = V (y') on a 
2(4)= | K(s, tu'(s)dv(s) (y'EY’), 
5 


c'est-à-dire V: Y’— X’ est aussi un opérateur intégral régulier de 
novau Æ* (t, s) = K (s, t). 


En effet, l'opérateur U étant régulier, la fonction | IK(s,t)1 X 


T 
X zx (€) du (t) appartient à YŸ pour tout x E X. D'après le théorème 
de Tonelli, pour tous les zEX,, y E Y,, on a 


| IA (s, t)1x(#) y'(s) dA (s, t) — 
h 
=| {TK (S, D1z (0) du (#)} y' (5) dv (5) < + 00. 
S T 


Donc, d’après le théorème de Fubini, pour tous les x € X;, 
y" E Y;, on obtient 


| :V(y'}du= | U (x) y' dv= | {| K(s,t)z(t)du 9} y’ (s) dv (s) = 
T S S T 


— | {| K(s,t)y"(s) dv (s)} z (+) du @= | zx du. 
T S J 


D'où il suit que les fonctions V (y' Jetz définissent une mème fonc- 
tionnelle (o)-continue sur X. D'après le théorème VI.1.1, on a main- 
tenant z = V (y'). 

1.2. Dans ce paragraphe, on se propose d'établir les conditions 
sous lesquelles un opérateur linéaire U d'un e.f. dans un autre est 
un opérateur intégral, c’est-à-dire admet la représentation (1). 
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Signalons d'entrée que ce problème est très simple dans le cas 
d'une mesure discrète. Supposons précisément que la mesure pu est 
discrète. Cela étant, tout opérateur linéaire U d'un e.f. X sur (7, 
ZT, u) dansS ($S, Z s, v), vérifiant la condition VI, est un opérateur 
intégral, c’est-à-dire la condition VI est nécessaire et suffisante pour 
que l'opérateur U soit intégral. En effet, la mesure L étant discrète, 
l'ensemble 7 peut être représenté sous la forme d’une réunion d'un 
nombre dénombrable d’atomes {4,}. Alors tout x € X peut s’écrire 
de façon unique sous la forme 


— ù AntA 
n 


où la série du second membre est presque partout convergente. 
L'opérateur Ü satisfaisant à la condition VI, on a 


U (x) — à AnU (LA) 


la série du second membre étant presque partout convergente. Pour 
tE A, (REN) posons 


K (6, 9 = gs LU Ga I (9). 


Il est évident que la fonction Æ (s, t) est v X u-mesurable. Vérifions 
que X (s, t) est noyau de l'opérateur U. Pour toutzEXona 


Î K (6, rie) du (= D LU (a) (8) Ant (An) = 
T ñn 


= SAMU (LA 1 (s) = [UU(x)] (9), 


c.q-f.d. 

On voit immédiatement que lorsque X est l’e.f. des suites, l’opé- 
rateur linéaire U : X — s est intégral si et seulement si c’est um 
opérateur matriciel. Ceci signifie qu’il existe une matrice infinie 
un dis, hs telle que si y=U(x), z = {E} EX, y = {n:}€s, 
alors 


O0 


Ni = 5 Ginêne 


La situation est bien plus compliquée si la mesure est continue 
(ce cas est plus intéressant du point de vue de la théorie des opéra- 
teurs). Ici la condition VI n'est que nécessaire. En effet, si l’on consi- 
dère un e.f. X sur l’espace (7, 27, u) de mesure continue et que l’on 
désigne par Z l'opérateur identique sur X, il est manifeste que Z 
vérifie la condition VI, mais pas la condition nécessaire V. car 
dans le cas d’une mesure continue il est facile de construire une 


410 OPÉRATEURS INTEGRAUX [CH XI 


suite {z,} X bornée dans X, convergente en norme mais pas pres- 
que partout (cf. par exemple Voulikh [III)). 

Cependant, il s'avère que la condition V est déjà nécessaire et 
suffisante dans le cas général. Voici la formulation exacte de ce ré- 
sultat qui n’est déjà plus trivial pour les opérateurs dans L* (D). 


THÉOREME 1. Soient X un e.f. sur (T, Zr,u), U : X — S(S, E i, v) 
un opérateur linéaire. Les propositions suivantes sont équivalentes: 

1) U est un opérateur intégral; 

2) si x, Ou) et |x, ISzEX (nEN). alors [U (x,)] (s) — 
— Ô v-p.p.; 

3) l'opérateur U vérifie la condition VI et de Lan STE X(n € NN), 
u (4,) — 0 il résulte que [U (xA,)l (s) > O0 v-p.p. 


On sait déjà que 1) => 2) (voir V). L’implication 2) — 3) est 
évidente. Le théorème 1 a été obtenu par À. Boukhvalov (voir Boukh- 
valov [3] où figure également la démonstration de 3) = 1)). Il géné- 
ralise un résultat antérieur de Nakano. 


COROLLAIRE. Soit ® (s, {) une fonction, en général non mesurable, 
telle que pour tout x € X soit v-p.p. définie la fonction finie v-mesurable 


y (s) — | Ds, t)z(t) dut). Définissons l'opérateur UÙ (x) = y 


T 
(x € X). Il existe alors une fonction K (s, t) À-mesurable telle que pour 
tout xEX l’on a 


AOC IODEOE TOP SODETCETC 
T T 


pour v-presque tous les s (l'ensemble exclu dépend généralement de x). 


DÉMONSTRATION. Pour tout x£€E X on a 


To6.2:@a4t]<TIbt6, nz@ laut <+00  v-p.p. 
ï T 

{on remarquera que la fonction de droite est susceptible d'être 

non mesurable). En utilisant le théorème de Lebesgue, on s'assure 

que l'opérateur U vérifie la condition 2) du théorème 1, d'où ce que 

nous voulions. 

Le corollaire permet de remplacer les noyaux par des noyaux 
mesurables. Si l’espace (T, Zr, u) est séparable, on déduit sans peine 
à partir du corollaire que pour v-presque tous les s, À (s, t) = © (s,t) 
pour u-presque tous les £ (Gribanov [2]). On peut montrer que cette 
assertion est fausse sans la condition de séparabilité. 

Dans le reste du paragraphe, on se propose d'établir deux théo- 
rèémes sur la représentation intégrale d'opérateurs de certaines clas- 
ses spéciales. Nous aurions pu les déduire facilement du théorème 1, 
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mais nous ne le ferons pas. car d’une part, leurs démonstrations, 
à l'inverse de celle du théorème, n’impliquent pas un appareil au- 
xiliaire important et, d’autre part, la démonstration du théorème 1 
utilise un cas particulier du théorème 6. 

1.3. Nous commençons par un fait auxiliaire intéressant en soi. 

Soient Æ£ un ensemble non vide de fonctions € S(T, Zr, u), 
K (s, t) une fonction À-mesurable À-p.p. finie sur À = S X T. Nous 
dirons que l’ensemble Æ et la fonction À (s, t) sont compatibles si 
sont satisfaites les deux conditions suivantes: 

1) il existe un ensemble Se S, v (S:) = 0, tel que pour tout 
x CE et tous les s € SXS; la fonction K (s, t) x (t) est u-mesurable 


et existe \ K (s, t)x(t) du (t)*); 
T 
2) il existe un ensemble SE S, v (S°) = 0, tel que pour tout 
x E£E et tous les s € SXS°, les fonctions 


(sign Æ (s,0)|z(t)Isi K(s, #0 


O= À (o si K(s,1)=0 
appartiennent à E£. 

Si nous posons So = SU S5, alors v (S:) = 0. Pour de tels E 
et À et pour tous les s € SXS;, posons 


dx, s(s)=sup {| K(s, D z(Ddn(#): 26E). (3) 


T 


Nous allons prouver la v-mesurabilité du suprémum ponctuel 
dg.#. qui dans le cas d’un ensemble Æ non dénombrable et d'une 
mesure u non séparable n’est pas très facile à vérifier. Un exemple 
typique de couple compatible E, X est le couple constitué de l'en- 
semble Æ des fonctions positives u-mesurables et d'une fonction 
K (s, t) À-mesurable, positive À-p.p. La condition 2) est manifeste- 
ment réalisée pour S$° — @. D'après le théorème de Fubini, la fonc- 
tion Æ (s,-) est u-mesurable pour v-presque tous les s et Æ (s, ft) 0 
pour v-presque tous les s et u-presque tous les #. La condition Î) 
est réalisée maintenant de toute évidence. Voyons d’autres exemples. 

On remarquera que pour tous les s€ SKS;ona 


dx. s(9=sup{ Î|K(s DIIz(DIdu(#: 2€E}. (&) 


T 


*) Cette intégrale n est pas censée être finie, cf. 1.6.4, 
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En effet, il est évident que dx E (s) est < à l’expression de droite 
dans (4). SixEE,onazx,€E et par suite 


ÎIA GS, 2112 (Ian (0 = Ÿ K (6, 2) (sign K (s, 2))1z (#)1du (9) = 
T T 
= À (8, 0) 2 (0 du (D di r (6), 
T 


d'où l’on déduit l'inégalité inverse. Ceci prouve (4). 


THÉOREME 2. Soient un ensemble E et une fonction K (s, t) compati- 
bles. La fonction dx =(s) est v-mesurable. De plus, il existe une suite 
de fonctions x, € E, telle que 


dx. »(s) = sup | K(s,trn(é)du(t) v-p.p. 
AT 


s.° 


Avant d'entamer la démonstration du théorème 2 notons qu'il 
nest pas trivial, premièrement, parce que le suprémum ponctuel 
dx; £ d’un ensemble non dénombrable de fonctions mesurables est 
généralement mesurable et, deuxièmement, parce qu'il est confondu 
avec le suprémum de l’ensemble correspondant dans l’espace ordon- 
né S (S, © s, v), puisque le théorème 2 nous dit que d; - est réalisé 
sur une famille dénombrable (cf. [.6.10). 


DÉMONSTRATION du théorème 2. Puisque l’on peut poser XÆ (s,t) = 0 


(t E T) sur l’ensemble S,, on peut admettre que ( K (s,t) x (t) du (t) 
T 

existe pour tous les r£éE et sES. Nous commençons par formuler 

un lemme qui sera démontré plus bas sous une forme plus générale 

(cf. lemme 2). 


LEMME Â. Soit H l’ensemble de toutes les fonctions de la forme 
fo 

D 

= 


. KB: (s) £i (£), 
où B;,EZSs(v) sont deux à deux disjoints, et 8, EL'(T, 2r,u)f 
NA L°(T, Zr,u) (1<i<i,). Alors l'ensemble H est partout dense 
dans le B-espace L'(R, ©, À). 


On rappelle que {xl, représente la troncature de la fonction zx 
(cf. 1.6.4). Posons E, = {{xl,: € E} (n EN). Chaque ensemble 
E, est compatible avec la fonction Æ. Le théorème de Fatou et la 
formule (4) donnent pour tout s€ S 


dx, E, (s)1dx, r(S). (9) 
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Soit la fonction | 


Km(s,t)= À %8,(s)gi(t) EH. 


i=i 


Il est clair que la fonction X,, est compatible avec chaque ensemble 
FE,. Alors, puisque B;,N Br = QG(i-i),ona 


dr... (S)= 2 [su Ï gi (#) ln (8) du (9 ]x8,(9, VseS. 


Donc, la fonction dx; _ = est mesurable et de toute évidence il existe 
un ensemble E (n, m)= E au plus dénombrable tel que pour tout 
sES 
dKk,.E,(S) = 
=sup{| Kn(s,DIzh()du(:zEE(m,m)}. (6) 
T 
Supposons que la fonction À € L'(R, Z»h, À). Le lemme 1 affir- 


me l'existence d'une suite de fonctions À, € H telle que pour tout 
M, || Xm — À Inu<27*%. Donc la série 


Le, a 


L (s, = © |Km (s,t)—K(s,t)|l 


est convergente dans L'(R, Zh, À), donc à-p.p. Et par suite 
| Am (St) — X (ft) | ——> O0  À-p.p., 
lAm(s, ) —K(s, D I<L(s t) pp. 


Définissons l’ensemble S, S comme suit: s€ S est élément 
de S, si et seulement si sont simultanément satisfaites les conditions: 

1) 1Km(s D —K(, 01 —>0 ppp; 

2) [Ans t)— K(s, D ILL(s,t) u-p.p., VmEeN\;: 

5) la fonction Z (s,-) est u-intégrable; 

4) dx .r, (5) < + œet dx,p, (S) < + © pour tous m,n EN. 

En utilisant le théorème de Fubini, on prouve aussitôt que chacu- 
ne des conditions 1) à 4) est réalisée pour v-presque tous les s. Donc, 
S, est mesurable et v (SXS,) = 0. 

Quels que soient s€ES,;,etm,nEN,ona 


dx. E,(S)—dK,r, (S)I<dx,.-K1.E, (S). (7) 


D'après le théorème de Lebesgue du passage à la limite sous le signe 
somme, pour chaque s € S, on obtient 


dr m=t En (NEA [Kms D—K(s, Didu (9 — 0. (8) 
T 


414 OPÉRATEURS INTÉGRAUX [CH XI 


En vertu de (7) et (8) 
dx En) > KE, (s), pour SES, nEN. (9) 


La fonction dx, E. est v-mesurable, puisqu’on a démontré que les 
, ñn 


fonctions dx .,r, l’étaient. Posons E (nr) = Ù E(n,m). Pour tout 
ms=1 
SES; il vient en vertu de (6) et (9) 


dx, E, (S) = Sup {| K(s,t){xz]h(t)du(t): zEE(n), RrEN. (10) 
T 


L'ensemble Æ (n) étant au plus dénombrable, la fonction dk; £ est 


v-mesurable, donc la fonction d;,- en vertu de (5). et de plus d’a- 
près (5) et (10) pour tous les s € S, on obtient 


dr. = (6) =sup {| K (s,t)z(t) du(ë): z€Eo}, 


où E, — Ù E (n) est au plus dénombrable. Ceci prouve le théo- 


rème, pourvu que la fonction X (s, t) soit À-intégrable. 
Dans le cas général, fixons deux suites S,1S et 
T,ÎT, où S,E Zs(v), Th E Zr(u). Les fonctions K, (s, t) = 
= [K}], (s, t) {snxrn (S, t) sont À-intégrables. En utilisant la for- 
mule () et le théorème de Fatou on trouve que dx ,E (s) À dx.s (S) 


pour v-presque tous les s. Le théorème ayant été démontré pour les 
fonctions X, (s, t), il vaut pour Æ (s, t), c.q.f.d. 


COROLLAIRE. Si U:X—+S(S, Zs,v)est un opérateur intégral (1), 
il existe pour tout x E X+ une suite {x,} dans X telle que | x, | = zet 


[UIG) (= [IL (6, 912 @au (= sup À X(s, 9 2 (2) du (#) 
T TT 


pour v-presque tous les s (l’ensemble exclu dépend généralement de x). 


DEMONSTRATION. Fixons z E X., et considérons l’ensemble E = 
= {7€ X : [z|—zx}. Posons 


So={s€s: | |A (s,t)|x(t) du (t) = +00}. 
T 
En vertu de IV on a v (S,) = 0. Comme 


RECDEDIE OPA IE OPIEOL TO) 
T T 
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quel que soit x€E 
Î K(s, 9 7(# du (0) 


T 


existe et est fini pour tousless € S X S,. Donc, l'ensemble E et la 
fonction Æ (s,t) sont compatibles. Reste à appliquer le théorème 
2 et la formule (4). 

Le théorème 2, dans une forme un peu plus faible, a été établi 
par Ÿ. Gribanov [1]. 

1.4. Supposons encore que X est e.f. sur (T, Zr, u) et Y sur 
(S, Z s, v). Supposons que Ÿ est un e.f. de Banach avec la condition 
(C). Désignons par X [Y] l’espace de toutes les fonctions X (s, t) 
À-mesurables, vérifiant les deux conditions suivantes: 

1) pour u-presque tous les # € T la fonction s—+ XÆ (s, ?) appar- 
tient à Ÿ; 

2) la fonction wy (X) (t) = || À (:, t) [lv appartient à X. 

Le fait que X [ Y] est un espace vectoriel implique l’usage du théo- 
rème 2. En effet, la fonction wy (K) peut a priori être non mesurable 
(ce sera généralement le cas si la condition (C) n’est pas remplie 
dans Ÿ). Supposons que Æ (s, £) est une fonction }-mesurable vérifiant 
la condition 1). Vérifions que wy (Æ) est u-mesurable. La condition 
(C) étant satisfaite dans Ÿ, le théorème de Nakano-Amémia-Mori 
(cf. théorème VI.1.6) nous dit que pour u-presque tous les # 


IA (-,t) [x = 
— sup { [ K(s, t)y! (s) dv(s)|:y' €", Il y I<1}= 
S 


=sup{|1A(s #)1y (dv (sy EY: ly' 11}. 
S 


L'ensemble E = {y € Y: : ||y' |< 1} et la fonction | À | sont 
manifestement compatibles. D'après le théorème 2, la fonction 
wy (Æ) est u-mesurable et de plus il existe une suite {y:} Y;, 
Il ya IIS 1 telle que 


WA (-,6) I = sup | {ÂIx (s, t)lyn(s) dv ( ()} & = P.P. 


S 


Il est évident que XI[Y] est un sous-espace vectoriel , de 
S (R, ZR, À), donc un e.f. sur (R, Z», À). 

Si X est un e.f. de Banach, nous munissons X [Y] d’une norme 
par la formule || À [| = ||wy (X) |Ix (X E X[Y]). Cette norme est 
visiblement monotone, donc X [Y] est e.f.n. On démontre que sous 
ces conditions X [Y] est complet pour la norme. Nous ne le ferons 
pas toutefois, car nous n’aurons pas besoin de ce résultat (cf. Boukh- 
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valov [2], [4], où sont accessibles d’autres propriétés des espaces 
X [Y]). Les espaces X [Y] sont souvent appelés espaces de norme 
mile. 

Si X est un e.f. de Banach sur (7, Zr, u) avec la condition (C), 
et Y un e.f. sur (S, Zs, v), alors en procédant comme plus haut et 
en changeant les rôles de (S, 2, v)et (T, Zr, u) on définit l’espace 
Y IX] et la fonction wx (K). 

Les espaces L”!??, extension de l’espace L?, constituent un 
important exemple d’espaces de norme mixte. Soient 1< p1, pe 00 ; 
L'I—LM(S, 2, v), L’=L"?(T, Sr, u). L'espace L’!?* se définit 
comme l’espace L’?[L”'] de norme mixte, c’est-à-dire la norme de 
L’:7? est donnée par 


NAI= 


(CSA 6 D Prav(s)""an (D), 1<ps pe <o, 
T S 


vraisup ( | LÆ(s, 2 dv(s)) ",  1Spi<o, po, 
tET S 


(fraisupl£ (6,9 Dan (9), = oo, 1<ps< oo. 
T 8 
{ vraisup]|XÆ (s,t)|, Pi = Pe = ©. 

(s, t)ER 


Le théorème de Fubini nous permet de vérifier immédiatement 
que Si Pi = Pe — p, alors Li: — Li [LP:] = LP(R, ZX, À). 
Notons que les autres e.f. de Banach ne jouissent pas de cette pro- 
priété; si X = LP (T, Z7, u) et Y LP (S, Zs, v), les espaces 
X[Y]T et Y [X] sont en général différents. 


LEMME 2. Si X et Y sont des e.f. de Banach avec la condition (A), 
alors 

1) dans X [Y] est réalisée la condition (A): 

2) dans X [Y] est partout dense l'ensemble H, de toutes les fonctions 
de la forme 


à XB; (s) Ti (£), 


où ies fensembles B;EZs(v) sont deux à [deux disjoints, 8,€Y, 
zEX'N L°(T,Èr, pu) ALi<io). 


DEMONSTRATION. 1) Si X, | 0 dans XI[Y], alors pour u-presque 
tous les £ on a X, (s, t) L 0 pour v-presque tous les s. La condition 


$ 1] REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES OPÉRATEURS _417 


(A) étant réalisée: dans Y, wy (K,) 0, et puisque la condition (A) 
est aussi réalisée dans X il vient || À, || = ||wy (X,) [x — 0. 

2) La condition (A) étant remplie dans X [Y], l'ensemble de 
toutes les fonctions À € X [Y] s’annulant en dehors de tout ensemble 
B X À, où pets) A EËÈri(u), xs E Ÿ, %Xa EX. est partout 
dense dans X [Y]. Donc, sans restreindre la généralité, on peut 
admettre que pu (T), v(S)<< œet L'(T,Zr,u)eX,L"(S, 5, v)c 
€ Y. D'après le lemme IV.3.3, l’ensemble de toutes les fonctions 
de la forme 


10 


à like, (Ci € ZR) 


est dense dans XI[Y]. Il est clair maintenant que pour prouver 
le lemme il suffit d’approximer la fonction arbitraire 4e. CE ZR, 
par des fonctions de Æ,. En vertu de 1.6.8, il existe une suite 


k(n) 
d’ensembles C,— |) B,X 4x, où B,EZs, AzEZ2r, telle que 


Xc, — Xc dans L'espace Li(R, ZA, À). Quitte à passer à une suite 
partielle, on peut admettre que Xe, (s:t) —+ Xc(s, t) À-p.p. Comme 
L'(R, 2», À) XIY] et que la condition (4) est remplie dans 
X[Y], %c, — %xc pour la norme de X[Y]. Donc, l’ensemble de 
toutes les fonctions de la forme 


L(s,t= Lux, (s) xa,() 


est dense dans X [Y]. Montrons que L € H,. Il existe des ensembles 
deux à deux disjoints B; € Zs(1<j< jo), tels que chaque ensemble 
B; est contenu au moins dans un ensemble B°, ..., B;,, et chaque 
ensemble Z; est la réunion de certains ensembles BP; (<< j< jo). 
Considérons l'ensemble des indices 1 = {p:B;e B;,, 1< p< io}. 
Alors de toute évidence 


L(s, p= Ÿ = S 0,63 A DXA,, (4) )= $ 1 8, (5) zj (0) 
et de plus 
= ta EX N LT, Enp), 1<j<jo- 


pET; 
Ceci achève la démonstration de ce lemme. 
Nous verrons plus bas que les espaces de norme mixte jouent 
un grand rôle dans la représentation intégrale des opérateurs. 
1.5. Soient X un e.f. de Banach sur (T, 7, u), Y un e.f. de 
Banach sur (S, Zs, v). 
27—0996 
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Un opérateur linéaire U: X—S(S, Z 4, v) est un opérateur de 
norme abstraite s’il applique la boule unité Bx de X dans un ensem- 
ble borné pour la relation d'ordre dans S ($S, Z,, v). Donc, dans l’es- 
pace ordonné $ (S, Z 5, v) il existe l'élément 

[U|=sup{|U(x)l:zEBx} 


appelé norme abstraite de l'opérateur U. Notons L\ (X, S) l’ensemble 
de tous les opérateurs de norme abstraite. On remarquera qu’un 


opérateur UE B(X, L”) si et seulement si UELA(X, S) et 


IUIEL"; cela étant [UV = |I[U |, Donc, la classe des 
opérateurs de norme abstraite est une extension de la classe 
B (X, L”). 


On rappelle que la condition (C) est toujours réalisée dans l’e.f. 
de Banach X. 


THÉOREME 3. Si U est un opérateur intégral (1), alors U € LA (X,S) 
si et seulement si KES(S, Es, v) IX’); ceci étant | U | = wx. (K). 
DÉMOXSTRATION. Si KES(S, Zs, v) [X’], alors pour zE X 


| U (x) ox | IK(s, Ir (du (t)<IX(s, -)llx lizllx 


pour v-presque tous les s, d’où | U[|< wx: (K). 

Nous aurons besoin du lemme suivant pour prouver la réciproque 
et l'inégalité inverse. 

LEMME 3. Si un opérateur intégral UE L,(X, S), il en sera de 
même pour l'opérateur | U | (cf. (2)) et de plus [UlI=IIUII 

DEMONSTRATION. Soit U € L, (X, S). Le corollaire du théorème 2 
affirme l'existence pour tout zE X., ||x | & 1, d’une suite {zx,} 
telle que | x, | = zet 


[O1 ()=sup | Ÿ K(s, D 2 (an (|. 
T 


[UTG) = sup LU Ga) IKTUT, 


d'où [UIELA(X, S) et |[|UII<IUTI L'inégalité [U|< 
<||U || est manifeste. 

Revenons à la démonstration du théorème 3. Soit U € LA (X, S). 
Prolongeons la norme de l’espace X” à S (T, Zr, u) tout entier en 
posant || x |Ix: = oo si zx 4 X’. Pour tout s € S on a alors 


IX, x 
=sup{[lK(, Dr: 2x, rl}. (A1) 
T 
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Il est clair que Æ (s, -) € X’ si et seulement si le second membre de 
(11) est fini. L'ensemble £ = {x EX,: ||x [| 1} et la fonction 
| À (s, t) | sont évidemment compatibles. D'après le théorème 2, 
il existe une suite {x,}€ X,, [| x, || 1, telle que pour v-presque 
tous les s on a 


MAS, -)llx=sup | 1 K(s, #) 1zn (9) du (. 


T 
Donc, le lemme 3 entraîne pour v-presque tous les s 
LA (s, -)llxe = suplU 1(æn) SU 1 OUI), 


d'où KES(S, Zs,v) IX'] et wx: (K) | U], ce qui prouve le 
théorème. 

Le théorème 3 implique qu'un opérateur intégral U est opérateur 
de Hilbert-Schmidt si et seulement si UE L, (L°, S) et [UIE 
€ L° (S, 2 5, Y). 

Passons maintenant à l'étude des opérateurs intégraux de L! — 
= L'(T,Zr, u) dans un e.f. de Banach YŸ. Nous avons déjà indiqué 
(cf. VII dans 1.1) qu’un tel opérateur est continu. 


LEMME 4. Si un opérateur intégral U € B (L!, Y), où YŸ est un 
e.f. de Banach avec les conditions (B) et (C), alors l'opérateur intégral 
| U | est aussi un opérateur de L' dans Y, c'est-à-dire U est régulier. 
De plus [WU = HIUII*). 


DEMONSTRATION. Fixons un élément x € L!, z>> 0, et considérons 
l'ensemble ÆE. de tous les éléments de la forme 


y=|U(zxa,)l+... +IU(zxa,) | 
où {4;}i.1 est une partition de l’ensemble T. Si y, et y: € E., en 


considérant une sous-partition des partitions correspondant à y, et 


y2, On obtient y € E. tel que y > sup (y,, y.). Donc, l’ensemble E, 
est filtrant supérieurement. Pour tout yE E,ona 


y À NU (zx) ISIU IS Maxaglls HU lue (12) 


Donc, l'ensemble E, est borné en norme dans YŸ. Le corollaire du 
théorème 2 affirme l'existence d'une suite {x,} telle que | x, | = zx 
et 


[UI(æ)(s)=sup| | K(s, Da (du (9) vp.p. 
TT 


*) En fait, tout opérateur continu de L! dans YŸ est régulier au sens de la 
définition de X.2.1. La démonstration donnée subsiste dans ce cas. 
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Si 
A ={t: 21) >0}, A={t:z,(t) 0}, A—={t: x(#) =0}, 
alors 
[U Gn)IEIU (axan) +10 (2x 47) HU (zx an) EE. 
Posons 


32m = SUP|U (x,)|. 
n=—]{ 


Alors 0< z, fet, comme E, est filtrant supérieurement, la suite 
{zm} est bornée en norme dans Y. La condition (B) étant réalisée 
dans Ÿ, sup z, existe dans YŸ. Mais, d’après le choix de {z,}, on 
a ZzmTlU-|(x), d'où [| U]|(z)E Y. L'élément x étant arbitraire, 
l'opérateur U est régulier. 

La condition (C) étant réalisée dans Y,ona [|z, || À || U | (x) ||. 
Comme ||z» I || U || ||x lu (m EN) en vertu de (12), il vient 
HU III U II. L'inégalité inverse est évidente. Ceci achève 
la démonstration du lemme. 

Posons pour simplifier L! = L'(7,Z,,u), L° = L°®(T,Zy,u). 

THÉOREME 4. Soit Y une.f. de Banach avec les conditions (B) et 
(C). Si U est un opérateur intégral (1), alors U € B (L}, Y) si et seule- 
ment si KE L”I[Y]}; de plus 


HU = I ÆNroopy] — vrai sup IA (-, #) [lv 


DEÉMONSTRATION. Si K € L” [Y], d'après le théorème de Tonelli 
on a pour tout x € L' et tout y’ € Y’ 


MIAOTOF OI MO SRE ILSODIIEICIOIE 
| T 


S S 
AOC MO ES RE SODIIPAOIC IOHEIUIE TO 
. T. S 
< vrai sup I K (-, tv Î y' Â Il TZ ÎlL: — l K ÎlLooçy) Ï y' JE AIRE 


La condition (C) étant remplie dans Ÿ, le théorème VI.1.6 nous 
dit que [U(x) INA |IzI, d'où UEB(L', Y) et US 
< IL Il | 

Inversement. supposons que U € B (L', Y). L'opérateur adjoint 
U+ E B(Y*, L”). Si V est la restriction de U* à Y,, alors VE 
€ B (Y;, L”). Les espaces Y, et Y’ étant isomorphes, l'opérateur V 
peut être regardé comme un opérateur de YŸ’ dans L”. Dans les 
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notations de VI.1.1, on a alors pour tous x € X et y’ € Y” 
ÊU (2) y’ dv = jy (U (2) = fe (U* ur) = fe (V (y) = | V (y) du. 
S T 


L'opérateur Ü étant régulier en vertu du lemme 4, la propriété 


VIII de 1.1 nous dit que V: Y’ — L” est un opérateur intégral de 
noyau ÆX* (t, s) = K (s, t), c'est-à-dire pour tout y € Y’ on a 


V (y) (= À A% (Es) y' (9) dv (6). 
5 
D'après le théorème 3, on a alors K* € L” [Y”] et | V | = wy- (K*), 
mais comme wy-(K*)(t) = || K* (4, -) [ve = IA (+, 0) [ve = 
= Wy- (K) (t), il vient KE L”IY”}] et [V|=w;-(X). D'après 
le théorème VI.1.7, Y—Y” pour un nombre d'éléments et pour la 
norme. Donc À € L”[Y] et | V | = wy (K). Par ailleurs 
HUN= NT N>NVI= NIV is = À leve 

d'où WU = IA I | 

1.6. Nous voilà enfin en mesure de prouver le théorème de la 
représentation intégrale des opérateurs. Pour simplifier posons 


S=S(S, 25; v), Li— L: (S, 25; v), L'=L"(S, 25; v). 
THPBORÊEME 5. Soit X un e.f. de Banach sur (T, Zr, up) avec la condi- 


tion (A). L'expression générale d'un opérateur U de la classe L, (X, S) 
est 


U(a)(9=TK(sDz()du(#, z€X, (1) 


T 
où K ES [X’]. De plus | U| = wx: (K). 


DEÉMONSTRATION. Sans perdre en généralité on peut admettre que 
[Ul(5>0,VsES. Considérons l'opérateur V défini sur X par 


V@ = V © 0. 
Comme UEL;,(X, S),onaVEB(X, L”). Si l’on prouve que 
V (x) (s) = | Ki(s,t)z(t)du(t), zxeX, 
T 
en posant Æ (s, t) = K; (s, t) | U{[(s), on obtient 
U (x) (s) = [UT (s) LV (2)] (s) = 


— | K,(s, AU I(s) x (6) du (é) = | K(s,t)z(t) du (é). 
T 


T 
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Si donc nous prouvons que tout opérateur V € B (X, L”) admet 
une représentation intégrale, et que nous tenions compte du fait que 
| U] = wx: (K) résulte du théorème 3, nous obtenons la proposi- 
tion du théorème. 

Donc, nous pouvons admettre que U € B (X, L”). Soit l’ensemble 
H, des fonctions de la forme 


L(,0= À 45, (5) 21 (9 


où les ensembles B;, € 2, (v) sont deux à deux disjoints et z, € X 
(1< i< io). Il est évident que }, est un ensemble linéaire. D’après 
le lemme 2, FH, est dense dans L!' [X]. Définissons une fonctionnelle 
linéaire @ sur À, par la formule 


io 
p(L)= S' TU (x) (s) 48, (8) dv (s). 
i=1 8 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette définition 
est correcte. Les ensembles B,; étant deux à deux disjoints, on a 
10 do 
POSE [IUGDId< Y 
1=1 B; is! 


V(B)IU NZ N= NUL Mucx. 


Il s'ensuit que est une fonctionnelle linéaire sur H, muni d'une 
norme induite de L'[X]. Donc, il existe un prolongement unique 
continu de œ à l'espace L![X] que nous désignerons par la même 
lettre. La condition (A) étant réalisée dans L! [X] d’après le lemme 2, 
le corollaire 2 du théorème VI.1.4 affirme l'existence d'une fonction 
À-mesurable Æ (s, t) telle que 
p(L)= | L(s,t)K(s,Hdh(s,#, LELI IX]. 
R 

En particulier, pour L(s, t) = 4u(s)z(t), BE Zs(v), EX, on 
obtient 


| U(x)dv=®(L)= | K(s,t)Xp(s)z(é)dk(s,t). (13) 
B R 


Comme d’après le théorème VI.1.1 la fonction | Æ (s, {) | engendre 
aussi une fonctionnelle linéaire sur L![X}, en transformant le se- 
cond membre de (13) à l'aide du théorème de Fubini on trouve que 


| U (x) dv = | {| K(s,t)z(#) du (#)}av(s).. 
B B T 


La représentation (1) résulte du fait que B € Z , (v) est arbitraire. 
Ceci achève la démonstration du théorème. 
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CoRoOLLAIRE. Soient X une.f. de Banach sur (T, Z7r, u) vérifiant la 
condition (A), L” = L®(S, Zs, v). L'expression générale d’un opé- 
rateur U de la classe B (X, L°) est donnée par la formule (1), où K€ 
€ L° [X°1; de plus || U || = vrai sup ILE (s, -) Ilx. 

Les caractéristiques abstraites des opérateurs de Hilbert-Schmidt 
et des opérateurs de Carleman (cf. Korotkov [1]) résultent du théorè- 


me 9 
Posons pour simplifier 


Li=Li(T, Zu, L°=L°(T, Zr, u). 


TH£ÉOREME 6. Soit Y un e.f. de Banach sur (S, Z s, v) avec la con- 
dition (A). L'expression générale d'un opérateur U € B (L', Y') est 


U(a)(s)= | K(sHz(du(), z€L, (1) 
T 
où KEL”[Y’]. De plus |[|U II = vrai sup il À (-, €) [lv 
1E 


DÉMONSTRATION. Les conditions (B) et (C) étant réalisées dans Y, 
en vertu du théorème 4 il nous faut seulement prouver que tout opé- 
rateur U € B (L', Ÿ’) admet la représentation intégrale (1). Consi- 
dérons l'opérateur adjoint U* € B ((Y'}*, L”). L'espace Y s'immer- 
ge canoniquement dans (Y'}*, et cette injection conserve la norme 
d’après le théorème VI.1.6. Désignons par V la restriction de l’opé- 
rateur U* à Y. Alors V € B (Y, L”) et -en vertu du théorème 5 il 
existe un noyau À € L° [Y’} pour lequel 

rU(=TK(ESytsa(s, ve Y. 
S 

Le lemme 3 nous dit que V est un opérateur régulier, donc en uti- 

lisant la propriété VIII de 1.1, l'on déduit sans peine comme dans 


la démonstration du théorème 4 que Ü est justiciable de la repré- 
sentation (1). 


On a le cas particulier important suivant. 


COROLLAIRE. Soit LP = LP (S, Zs,v), 1 < p< oo. L'expression 
générale d'un opérateur U € B (L!', LP) est 


U (zx) (s)= | K(s,t)z(t)du(t), zxELi, 
T 
où KEL’”'®. De plus 


vrai sup ( | | (s, #) Pav(s))"? pour 1<p<o; 
IUI=4 À 


vraisup|Æ(s,t)| pour p = 00. 
(s, t)ER 


424 OPÉRATEURS INTEGRAUX [CH. XI 


REMARQUE. Ce corollaire ne passe pas pour p = 1, car l'opérateur 
identique dans L! (0, 1) n’admet pas de représentation intégrale 
(cf. 1.2). 

La représentation intégrale des opérateurs retient depuis long- 
temps l'attention des mathématiciens. Des cas particuliers impor- 
tants des théorèmes 5 et 6 ont été établis dans les années 30 (cf. 
Guelfand [1], Dunford et Pettis [1], Kantorovitch et Voulikh [11], 
de même que Kantorovitch, Voulikh et Pinsker) *). A la place d’un 
espace mesuré abstrait on considérait généralement l'intervalle [0, 1] 
muni de la mesure de Lebesgue et à la place d'un e.f. de Banach un 
espace adéquat L?. 

Dans leurs formes actuelles, les théorèmes de 1.5 et 1.6 ont été 
obtenus dans un article de Boukhvalov [4], dont nous nous sommes 
inspirés dans notre exposé. D’autres théorèmes de représentation 
intégrale des opérateurs dans des espaces idéaux sont accessibles 
dans les travaux de Boukhvalov [3], [4], Korotkov [2]. De nombreux 
travaux sont consacrés à la représentation analytique des opérateurs 
par des fonctions vectorielles (cf. par exemple Dinculeanu, Diestel, 
Phillips [1], Grothendieck [2], Korotkov [2], Boukhvalov [5]). 


$ 2. Opérateurs dans les espaces de suites 


2.1. Décrivons les opérateurs linéaires continus et en particulier 
les opérateurs linéaires compacts de PP dans 1 (4 < p << œo,1<7r< 
Soit U un opérateur linéaire continu de |? dans |”: 


y=U(G) G={&}elr, y= {m}eEr). 
Posons f; (x) = n; (i = 1, 2, ...). Comme 
hi l=lnml< y ISNUNHZ I, 


il est clair que f; est une fonctionnelle linéaire continue dans l'es- 
pace 1. De plus || fi; II Il U ||. D'après le théorème de la forme 
générale des fonctionnelles dans l’espace [?, la fonctionnelle f; peut 
s'écrire 


M = fi (x) = 2 GixËr 


(ai {on}: L+Éiet; lal=hfliis1,2..). (4) 


*) Le théorème 5 est souvent appelé théorème de Kantorovitch-Voulikh 
et le théorème 6, de Dunford-Pettis. 
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Donc l'opérateur U définit de façon naturelle la matrice 


Qiy ya --. Ai 


Soient z—{E,}E IP, y—{n}El. On rappelle que 
(xl, = (E1, E, . .., 1,0, ...), [yh = (na, No +, Mn, 0, . . .) 
Considérons encore les opérateurs U, et U,m: 
U, (2) = [VU (th,  Unm (x) = Un ({zlm) (x € 1). 
Posons encore 
ain (in), din (GSn, km), 
(aus = | 0 (G>n), aualmn = | 0 (iz>nouk>m) 


et introduisons les matrices 


[dysln (Gyoln +. ([@ixln ... 
PR EE )- 


[aigln (dioln +. ([@ixln ... 


di, yo Œik 
l Mn n .. n .…. | 
0 0 0 
tTGislnm  Taialnm - + + [dinlnm - 
lAlm = fu. [a iolnm - + + [Girlnm -- | E 


Il est immédiat de vérifier que ces matrices correspondent précisé- 
ment aux opérateurs U, et U,». En effet, en conservant les notations: 
précédentes de x et y = Ù (x) et en supposant de plus que Ü, (x) — 
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— {na}, Um (x) —= {{nalam}; on obtient 


>; < 
mi ur en diner (in), 
0 (> n), 
-c'est-à-dire 


[Miln = à [aininEr (G—1,2,...). 
D'où 
[Milnm = È [aix]n &n = È [&ininmêr (1,2, ...). 
Prouvons que les suites d'opérateurs {U,} et {U,,} convergent 


vers U sur chaque élément de PP. 
Comme lim{y], =, 


limU,(z)=limqU(z)}h=U(z) (zEP). 


Notons qu'en vertu de l'inégalité évidente || [yl, || || y ||, on a 
I Un (@) IST @) IUT z IE, c'est-à-dire 


I Un IS NU I (3) 
Choisissons N et M tels que 
xl —zi<e IV, (x —U(cIl<e pour m> M, n>N. 


"Sim> M et n> N, alors 
I U (x) — Unm (2) ISO (@) — Un @) 1 + I Ua (@) — 
— U, (xl) << e + 1 Da x — ln IS e + NU Île. 
Donc 
lim Urm(z)=U(z) (xElP). 
Si U est un opérateur compact, la convergence UV, + Uet U,,, — 
—+ U est en norme dans l’espace des opérateurs linéaires. 


THEOREME 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opé- 


rateur U soit compact est que U, ——> U ou U,h — U, c'est-à- 
n, Mrœo 


.dire doit être satisfaite l’une des deux relations 
lim|U,—U||=0 ou lim [U;rm—U ||=0. (4) 
n — 00 ñn, M—00 
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DEMONSTRATION. La condition est suffisante. Les opérateurs U, 
et U,m sont compacts, car ils appliquent 1° dans un espace de di- 
mension n finie. Donc, d'après le théorème IX.2.3 l'opérateur 
ÙU = Jim U,, = lim Unm sera aussi compact. 

La condition est nécessaire. Désignons par T l’ensemble de valeurs 
de U (x) pour || x | 1. Comme U est compact, l'est relativement 
compact. Considérons maintenant les opérateurs V, : 


Vh ) = lyh YEF;:n—=1,2,...). 
On a 
limV;(y)=y (yer). (5) 


ñn—0 


Donc, d’après le théorème de Guelfand (théorème IX.1.3), la con- 
vergence (5) est uniforme sur l’ensemble relativement compact F, 
autrement dit pour tous les y € let les n assez grands (n > N) 


Ty — yI< e 
ou, ce qui revient au même 
Im @—-UV@l<e (NzI<1, r2 N). 
Or cela signifie que 
HU —UI<e (22 N). (6) 


Nous avons donc prouvé la première des relations (4). 
Pour établir la seconde nous partons de 


Ux (x) — (a (x), Îe (x), ._. În (x), 0, . .). 


Si l’on pose 
fim (= fs) = D 'anbx  (z={&} El), 


pour les m (m> M) assez grands on aura 


Ni fim = { D lan} (1,2, N). 


k=m+! 

Dans ce cas 

LU w (x) —U nm (x) || = 

= || (fs (x) — im (2), fa (2) — fam (2): +, fn (€) — farm (2), 0, ...) 1 
<Hlzl(, 1,...,1,0,...)l=- sl Ntr<elz|l. 


498 OPÉRATEURS INTEGRAUX [CH. XI 


Enfin, ceci et l'inégalité || VU, — UXx IIS 2e (n> N), qui découle 

de (6), entraînent 

Î U, (x) — Um (x) Il = || U, (x) — U, ([xlrn) I 

< Il U, (x) — U» (x) Il + Il Uh ([zlm) — U» ([xlm) Il + 
+ IUx (2) — Ux (cl) IS 2e Is 1 + 2e xl | + e [x IS 

< 9e || x || 

Comme, d'autre part || U, — U || e, on obtient 

 Urm — UNK6e (r>ZN, m> M), 
ce qui prouve le théorème. 


REMARQUE. On peut énoncer ce théorème sous une autre forme. 
Tout d’abord on peut se borner à l’opérateur U,, et remplacer la 
convergence vers Ü par une convergence en soi. Cela étant, pour qu'un 
opérateur ÜU soit compact, il faut et il suffit que pour tout e 0 


I Un — pp I] << € (r, p> Ni). 


Notons maintenant que 


HUnnli= sup | NO axtiti] 
[x 1 à, A1 
x 111 
(2={B}EP, 2 ={6}er, 2 +221). (7) 


En effet, soit X un B-espace. Désignons par F. la fonctionnelle 
définie dans X* parzEX (cf. V.7.3). Alors 


Izl=lF.l= sup |F:(Pl= sup |f(&)1 (FEX*). 
II AIS 


Si U est un opérateur de X dans Ÿ, alors 
NUE suplU (1 sup sup |g(U(x))| (zEX, gEY*). (8) 


xl <1 el 
Si l’on remplace X par IP, Y par | et ÜU par U,,, on aura 


eUG)=. à, Ginbiëx (r—=({(&:1}€El), (9) 
où la suite x’ — {E;} € I° définit la fonctionnelle g (|| g || = || x’|| ). 


En groupant (8) et (9), on obtient (7). 

En appliquant la formule (7) à la différence U,, — U,, (on 
admet que z > p), on peut mettre la condition précédente sous la 
forme | 


n p 
| D ont à ant |<e (p>N) 
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Le] © 
pour ÿ |E, P<1, DS |El"<1. Autrement dit on peut énoncer 
k=1 k=1 


le théorème comme suit: 

Pour qu'un opérateur Ü soit compact, il est nécessaire et suf- 
fisant que la suite de formes bilinéaires correspondant aux matrices 
« tronquées » [A],, soit une suite de Cauchy sur les boules unités 
des espaces IP et 1. 

Cette proposition a en fait été établie déjà par Hilbert. 

2.2. Plus haut, nous sommes partis d'un opérateur linéaire 
U et nous avons défini la matrice (2) correspondante. Il serait inté- 
ressant d'établir sous quelles conditions une matrice donnée (2) est 
associée à un opérateur continu ou compact. 

Grâce aux matrices « tronquées » on peut former les opérateurs 
Um en posant 


Y—=Unm(z) (z={R}El, y={mw}el), 


= à GinËr (i<n), 


0 (in). 


THÉOREME 2. Pour que la matrice (2) soit matrice d'un opérateur 
linéaire continu UÙ de IP dans |”, il est nécessaire et suffisant que les 
opérateurs U,h (ou U, ») définis à l’aide de cette matrice soient bornés en 
norme : 


I Unn IS m=1,2,...) lou | Unl<Æ( m=1,2,...) 
(10) 


Pour que l'opérateur U soit compact il est nécessaire et suffisant que la 
suite d'opérateurs U,,, soit une suite de Cauchy: 


lim Un —Upnll=0 *). (11) 


n, P-% 


DEMOXSTRATION. Les conditions sont nécessaires. Si l'opérateur 
U existe, nous avons montré que U,, — U sur lP. Les espaces |P et 
l" étant complets, les normes des opérateurs U/,, sont bornées dans 
leur ensemble (théorème de Banach-Steinhaus; VII.1.2). 

Si l'opérateur est compact, le théorème 1 nous dit que lim U,, = 


ne 00 
— U, d'où l'on déduit immédiatement (11). 
Les conditions sont suffisantes. Etudions d'abord le comportement 
des opérateurs U,, sur les éléments tronqués. Soit donné un élé- 


*) Ce théorème a été prouvé par Hilbert (cf. Hilbert) pour l’espace l°. 
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ment x € IP tel que [x], = x. En supposant quer>m,ona 
Urn (z) = (m1, M2. Mn 0, .… .) 
m 


(nu = 2 ans; z—=(E, E, ..., Em 0, ...); i= 1,2 ...,n). 


Ceci étant, en vertu de (10) 


Han GUSLZS InlTT KI z Il. 
Donc {n:}EÏ” et par suite il existe 


y=limU,, (x) = {n:}. 


La suite {U,,} est convergente dans l’ensemble, dense dans PP, des 
éléments tronqués, donc dans |? tout entier, puisque la suite des 
normes de ces opérateurs est bornée. Supposons que 
U(z)=limUQ,,(z) (zxEP). 
fn —-œ0 
Comme pour tout xE I? 
U ([z]m) = lim Unn (tm) = (nf, 99, ..., 077, ...), 


ne = à ainËr (x = {x} ; i—1, 2, . 


.…), 
1 
pour m—> oo on obtient 
U (x) = Jim U([z}m) = (Mis Mes, Mis ...), 
où 
m= limn = D autx (i=1,2,...), 
M — 00 h=1i 


c'est-à-dire l'opérateur U est associé à la matrice (2). 
Si (11) est réalisée, alors de toute évidence 


U=]limU,, 


n +0 
et comme les opérateurs U,, sont compacts, l'opérateur U le sera aussi, 
C.q.f.d. 


Voici quelques corollaires. 


COROLLAIRE 4. Si À est une matrice symétrique, une condition né- 


cessaire et suffisante pour qu'il lui soit associé un opérateur linéaire 
continu de l? dans l* est que 


sup|AŸ|< co, (12) 
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où À" est la valeur propre de plus grand module de la matrice 
dyy 2... din 
Qzy pa -.. Ain 
An An2... Ann 


En effet, l'opérateur U,, est en fait un opérateur dans un espace: 
de dimension n formé avec les éléments dont toutes les coordonnées. 
sont nulles à partir de la (n + 1)-ième. Par suite, 


NUnn = 11. 
Donc (12) exprime que sup || U,, ||-< oo, ce qui est confondu avec 
(10). | 


COROLLAIRE 2. Si la matrice (2) vérifie la condition 
A T< Fair 1 
B-{3 1 lent] <æ (5+3=1), (43) 


l'opérateur U qui lui est associé est compact et 
I US B. 


En effet, majorons la norme de l'opérateur U,,. On obtient 


ANONYME à | 2 an | 


n 


n n 
< à CS LT [2 Ex PI/P<B7 || z1. 
i. = = 


Donc || U,, || 2, c'est-à-dire on a (10). Par suite, à la matrice À 
est associé un opérateur linéaire VU, et de plus [| U || < B. 

Appliquons la majoration établie pour la norme de Ù à la diffé- 
rence U — U,, où U, est l'opérateur défini dans 2.1: 


[eo 


© 
HU—U,IS{ CS lan (917), 


i=n+ 
d’où il est clair que lim[|U—U,||—0, et par suite U est com- 
n+00 
pact. 
REMARQUE 1Â. Si p—r—2, la condition (13) devient 


B= (2 À |&ir pe} "2< O0. 
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REMARQUE 2. Si p = 1, la condition (13) doit être remplacée par 
B=IŸ sup [aix 7 < 0. (14) 
{= 
La démonstration est analogue. 


$ 3. Opérateurs intégraux dans les espaces fonctionnels 


Dans ce paragraphe on indique les conditions sous lesquelles 
un opérateur intégral U 


y=U(s), y(5)= | K(s,Hz(#)dt (sED') (1) 


D 


est un opérateur continu (ou compact) d'un espace fonctionnel X 
dans un espace fonctionnel Y. La majeure partie des résultats se 
rapportent au cas X — LP? (D), = L1(D) (1<Lp, q< co), où 
D et D’ sont des domaines bornés d'espaces euclidiens respective- 
ment de dimension u et v *). Sans perdre en généralité on admettra 
dans la suite que mes D = 1. 

La fonction X (s, f), noyau de l'opérateur U, sera toujours sup- 
posée mesurable dans le domaine D” X D d’un espace de dimension 
u + v, donc elle sera mesurable par rapport à { pour presque tous 
les s € D’ et par rapport à s pour presque tous les ? € D. 

Les faits établis dans ce paragraphe trouvent une importante 
application au $ 4 dans l'exposé des théorèmes d'immersion de S. 
Sobolev, théorèmes qui occupent une place importante en théorie 
des équations différentielles de physique mathématique. 

La plupart des résultats de ce paragraphe sont une généralisation 
des théorèmes de Sobolev des intégrales de type potentiel. Ici et 
au $ 4, l'exposé suit un article de Kantorovitch [11]. 


3.1. THÉOREME 1. Soient réalisées les conditions suivantes: 


1/r 
L [fire pral"<c 6>0 (2) 
D 
pour presque tous les SE D'; 
° [{IkG APT" <c (6>0) (3) 
à, 


*) En raison du grand nombre d'indices, dans les $$ 3, 4, nous désignons un 


espace de dimension finie, par R4 ou R° et non par R"t et R? comme nous l'a- 
vons fait tout au long de cet ouvrage. 
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pour presque tous les t E D’: 
3  g>r, g>0, (1—<)p<&r*) (p,a>1) (4 
Alors l'opérateur intégral (1) est un opérateur linéaire continu de 
LP (D) dans LT(D'), et de plus *®) 
NU ISCI CE. (5) 
DEMONSTRATION. Transformons la majoration évidente pour 
| y (s) |: 
IS IE (1120 12= 
D 
= [ok 2112 PA (PAP UO LE (6, 9 f SA 0e. 
D 


En appliquant à la dernière intégrale l'inégalité généralisée de 
Hôlder (1V.2.4) avec les exposants 


1 


, 4 . 1 1 +++ 
À: =9, À = 1 1 3 =D = Pau (+r+xe=1) ). 
P 9 
on obtient 
Ey(s) 1 


<[ [ke oz@ pe] (Ts Pa x 
D D 


CIE 1—1/ , 
k[1K(, 9p4-0 17. 6) 
D 
En posant 


er (1-5), 


on obtient, en vertu de (2), et compte tenu de ce que mes D = 1 et 
que À r d'après (4), 


Al LK (s, al al” =| Î LK (s, arr Ne 
D D 


| 
|” <Ci A, 


<[JiKe ar 


*) Ici et dans la suite, le symbole prime désigne l'indice « conjugué » qui 
se déduit à partir de 1/p + 1/p° = 1. 
*+*) Ce théorème a été généralisé par Smolitski [1]. 
***) Nous supposons que g >p>1.Le cas q = pest laissé au soin du 
lecteur. Le cas p = 1 est traité dans la remarque 3. 


28—0996 


434 OPERATEURS INTEGRAUX [CH XI 


En utilisant ceci dans (6), on a pour |y(s) | 


OISE (6, 01120 Pal" 
D 


LE, 4 


+ qji-P/#ci-0/ (7) 


En majorant || y || au moyen de cette inégalité, on trouve 
1/q 
lyl=[ Siytotes] 
D’ 


<{{ [ikG D lIsHPads)"1 PAIN 
D' D 


= {ls OP((IKG, Das) a} "sl < 
D D 


1— 
<Ci- "CI |, 
ce qui prouve le théorème. 


REMARQUE 1. La conclusion essentielle de ce théorème, savoir 
que (1) est un opérateur continu de LP? dans L?, subsiste même si 
g> © dans la condition 3). En effet, si qg << ©, les inégalités (4) 
restent vraies si l’on remplace g par qg, = ©. Donc, U est un opé- 
rateur linéaire de LP dans Lf1 et a fortiori dans L' (puisque q << q). 

Si la condition g> p n’est pas remplie, l’opérateur Ü est con- 
tinu de L? dans L' si seulement 


p'(1—+)<r, (8) 


inégalité qui se déduit à partir de (4) en remplaçant q par q = D. 
Remarquons que (8) a lieu pour o>1,r> 1. 


REMARQUE 2. La restriction mes D = 1 n'est visiblement pas 
essentielle. On peut toujours s'arranger pour que mes D = 1 moyen- 
nant une similitude sur le domaine D. Cela étant, il peut apparaître 
dans certaines majorations un facteur À dépendant uniquement de 
mes D et des exposants. 


REMARQUE 3. Signalons le cas limite du théorème, correspondant 

à p = 1, c’est-à-dire il est question d’un opérateur de L! (D) dans 

L? (D'). -Dans ce cas, les hypothèses du théorème se simplifient. 

Plus exactement, pour qu’un opérateur U soit continu de L'! (D) dans 
L° (D”) il suffit que soit réalisée la condition 


[fize oras]"<c (3) 
è) 
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pour presque tous les # € D ; et de plus 
FUI Ce. 


Donc, les conditions 1) et 3) sont écartées et la condition 2) doit 
être remplie pour 6 = q. 

La démonstration du théorème est plus simple dans ce cas aussi, 
car le dernier facteur est éliminé dans (6), et il suffit d'utiliser l’iné. 
galité ordinaire de Hôlder. 


REMARQUE 4. Signalons aussi le cas particulier important où 
q = oc. Le théorème s’énonce alors: l'opérateur intégral (1) applique 
LP (D) dans L” (D’) si est remplie la condition (2) pour un r > p’. 
La norme de l’opérateur U est majorée par 
IR AE AT 


La démonstration s'effectue par une application directe de l’iné- 
galité de Hôlder à (1). 


REMARQUE 5. Le théorème reste en vigueur dans le cas où le se- 
cond membre de l'inégalité (2) dépend de s, plus exactement si les 
inégalités (2) et (3) sont remplacées par les suivantes : 


[ [Æ (s, #) Fat] FC (s), (2a) 
D 
{ur nor à)" <cs. (2) 
D’ 


En particulier, l'inégalité (5) subsiste. 
3.2. Passons à la description des opérateurs compacts. Nous 
commençons par prouver un théorème simple. 


THÉOREME 2. L’ opérateur intégral (1) est un opérateur compact 
de LP (D) dans L'? (D”) si son noyau est de puissance r'-ième sommable 
dans le domaine D X D”, où r° = min (p, g'), c’est-à-dire si 


BAIE t)( dt ds 
D' D 


4/r 
M &C<o. (9) 
De plus 

I U IIS AC, (10) 
où l'on peut prendre 
1 


A=fmes D'] (9) 


_ 
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DEMONSTRATION. Commençons par prouver que la norme de l’opé- 
rateur ÜU admet la majoration indiquée. L’inégalité de Hôlder donne 


We < [ike.or &] "TT iewraef"< 
<[fire 1 &|" [ 24) 1Pat |" = 
=Iz1[fIke. 97" æ&]", 
D 


d’où 


gl = [] ur as|"< 


"ya/r° 1/q 
<Izl{| [| IK(s, #17 dt |" &}". 
D’ | 
Appliquons l'inégalité de Hôlder avec les exposants L et (=) 
à l'intégrale extérieure. Comme r< gq’, donc r’> q, on obtient 


I y << 


<a Î[TIx 6 naar [6 7) as} ))" < ACI|z ||, 


d'où résulte (10). 
Le noyau Æ étant un élément de l’espace L”’(D’ X D), il existe 


une suite de noyaux continus K,, telle que 


[Tiken nl] <e (@=12.., 0 (0 
D’ D 


où e, +0. En désignant par U, l'opérateur intégral de noyau 
K, (s, t), on obtient que U, est compact (cf. IX.2.1) et en vertu de 
(10) et (11) 

NU, — US Ae (n =1, 2, ...), 
C'est-à-dire la suite {U,} converge vers U. Donc, l'opérateur U 
est compact (théorème IX.2.3). 


REMARQUE. Si le noyau X (s, t) est tel que 


B=— {( [f LÆ (s, ©) Pal ds} <oo, (12) 
D’ D 
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l'opérateur U est un opérateur compact de L? (D) dans L® (D') et 
de plus [| U || 2. 
La démonstration est analogue à celle du théorème. 


THPEOREME 3. Si l’on se place dans les hypothèses 1) et 2) du théorème 
4 et que la condition 3) soit remplie dans sa forme stricte 


g>p, 9>6, (1—-T)p<r, (13) 
alors l'opérateur intégral (1) est un opérateur compact de LP (D) dans 
L? (D). 

DEMONSTRATION. Choisissons p << r tel que l'on ait (4) 


(1-2) r <o 


et considérons les noyaux X, (s, t) 


—n (—n>x K(s,t)) 
Kn(s, t)= K(s,t) (—nr<K(s,t)<n), 
n (Æ (s, {)> n). 
Majorons la quantité 


C4 = vrai sup { LE(S, D) —Kh (5, 9 Pat)" 
s€D° D 


< vrai sup { | |Æ (s, &) ? a}®, 
scD° AU) 
où À, (s) représente l’ensemble de tous les points de D tels que 
|Æ(s,t)1> n. SitE À, (s), alors du fait que | K(s, {) [> nr l'on 
a 


[A (s, PSI (5, t)/", 


n'TP 
et par suite 


1 r 
cf" < vrai sup { AT —— |A (5, t) |” dt}r < ni-r/C7P. 


On désigne toujours par ü l'opérateur de noyau K, (s, t). En appli- 
quant la majoration (5) du théorème 1 à l'opérateur U — U, (en 
remplaçant C, par C!" << n'-"/PCr/b), on obtient 


HU—U, 1I&(nt-7/c7?) 79/2 çC5/, 
d'où lim || U_— U, | = 0. 


n— 00 
Le noyau de l'opérateur U, étant borné, il est de. puissance quel- 
conque sommable, donc U, est compact d’après le théorème 2. 
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Etant limite d'une suite d'opérateurs compacts, l'opérateur U est 
compact (théorème IX.2.3). 


REMARQUE 1. Le théorème reste en vigueur même si l'égalité 
est réalisée dans la troisième des conditions (13) mais existe une 
fonction croissante ® (À) (À > 0) telle que le rapport ® (A)/À tende 
vers l'infini avec À; de plus est réalisée l'inégalité forte (2) 


pe 1/r 
{Tiock(s. 9 Dr à)" <cs. 
D . \ 
REMARQUE 2. Les théorèmes 1, 2 et 3 sont valables dans le cas 
où D et D” sont des espaces quelconques de mesures finies (des mo- 
difications insignifiantes sont apportées aux démonstrations). On 
peut même les généraliser à de plus larges classes d'espaces idéaux. 


3.3. Introduisons l’espace Lip B de toutes les fonctions définies dans 
un domaine D’ et vérifiant sur D’ une condition de Lipchitz dans le rapport 
B(0O—<B<1); y € Lip B exprime donc l'existence d'une constante B telle que 


[y(s+ A —y(1<BI As (Is s+ As] € D'), 
où | As | désigne la longueur du vecteur As dans un espace de dimension w. 
Il est évident que toute fonction y € Lip B est prolongeable en continuité de 
façon unique à l'adhérence D’. En effet, si sn —s, sn € D’,s € D’, alors 


y (Sn) —Y (Ssm)l < B | Sn —Sm Le —_—— 0. 
n, M—00 


Donc, {y (sh) } est une suite de Cauchy, ce qui entraîne l'existence de y (s) = 
= lim y (sh). En se servant encore de la condition de Lipchitz, on vérifie que 
ÿ.(s) ne dépend pas du choix de sh — s. Comme la fonction prolongée y vérifie 
manifestement la condition de Lipchitz sur D’ dans le même rapport f, elle 
est continue sur le compact D’. On a donc défini l'injection naturelle de Lip 
dans C (D') (cf. IV.4.4.). Dans Lip B la norme est définie par 


ly]= sup Ly(s+8s)=v (sl + sup ly(s)1=Ce(y)+ 1 Île 
[s, s+4s]CD’ POL sED’ 


On laisse au lecteur le soin de vérifier que Lip B devient ainsi un B-espace. 

Etudions plus en détail l'opérateur intégral (1) dans le cas où les ensembles 
D et D’ sont contenus dans le même espace et tous les points singuliers du noyau 
K (s, t) sont concentrés sur la « diagonale » de l’ensemble D’ X D, c’est-à-dire 
pour s = t. Pour s £ t on admettra que le noyau est dérivable par rapport aux 
coordonnées du point s. Dans la suite on désignera par | s —t| la distance 
entre les points s et t, autrement dit la longueur du vecteur s — 4. 

Dans le cas considéré on a le 


THÉ£ÉOREME 4. Soit K'(s, t) un noyau tel que 


1/r 
) {| [grads K(s9l-le—tlt-pre) "GE, (14) 
où grad, est Le gradient calculé par rapport à s; 
LK(s, 4) 7 , tr _ 
2 {\ PT a} "<r. (15) 


D 
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A lors l'opérateur intégral (1) applique l'espace L’’ (D) (et tout espace L? (D) 
pour p >r') dans l'espace Lip B et de plus 


Ce (y) LE + (2 + À) FI z IL. : (16) 


DÉMONSTRATION. Prenons un intervalle quelconque fs, s + ‘As] entière- 
ment contenu dans D’. Pour la fonction y= U(r) on a 


1 (+ A9) — y (9) || ue+as DK (912 (0 de] < 


<| | [X (s+ As, ok Gotrér]” [x | rr . (17) 


Pour majorer le premier facteur, partageons le domaine d’ intégration en 
deux parties : D,, intersection de D avec la boule | t — s| < 2| As], et D, = 
= D N D;. On a 


[ire pra]" =[( (TE) tee ira |" < ei as Pr. 


Où obtient la même majoration pour l'intégrale de | Æ (s<+ As,t)|7 
en remplaçant 28 par 38, puisque 
|s+ As—t|<ls—t|+|As|<3I As]. 
Ceci nous donne 


ne [ | 1x ea pkoi] <|| LX (s+ 45, pra | "+ 
D 
; 1/r 
+ LkGoira]" <ef+sFIasIf. (18) 
D'autre part ! 


I:= [ | LK(sAs,t)—K (s, pra |" <{ | [ T grad, X (A, t)| a Jæ}"" 
De 


Ceci étant, comme 1€ D,,ona [À—t|>|s—t|—|jA—s|>]s—1t]— 
—iAsI>S-Is—t| et par suite 


s+As 


BEA PTT À Olga ka otiaet-sa] UT 
| s—t 17 —$) 
Da s 
s-+As 

SU-BÉTT À Gras KA D11A—e 1-67 a] x 
De s 
s+àAs 

*) L'expression | (À) dÀ doit être comprise comme une intégrale 

: 


étendue à l'intervalle [s, s+ As]. 
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s+As ’ e 4 
r/r° t r 
LS 2 in) < 
s 


21-84 As" pe 1-8 fr 
STE \ dÀ Î [I grad, X (4, t)1 1A—t] Ir &} < 
8 Da 


1 1 
—+B-1+— 
<|As|” T E=]lAsIPE. (19) 


En groupant (18) et (19), on trouve 


[| |Æ(s+As,t)—K (s, pra] <n+n<iE ++ F]| 4s |P 


et en vertu de (17) 


| y(s+ As) — y (s) 
| As [P 
ce qui nous amène à (16). 
On peut majorer max | y (s) | en utilisant le fait qu’en vertu de la condi- 


tion (15) l’opérateur U est un opérateur continu de L’ (D) dans L°® (D') (cf. 
remarque 4 suivant le théorème 1), donc 


max |y(s)|< À | z ||. 


Ce résultat joint à (16) prouve la continuité de l'opérateur U. 

REMARQUE 1. Les fonctions de norme bornée dans Lip B étant équiconti- 
nues et uniformément bornées, le théorème prouvé nous dit que si le noyau 
K (s, t) vérifie les conditions (14) et (15) pour un B = 0, l’opérateur (1) consi- 
déré comme un opérateur de L’” (D) dans C (D’) est compact. 

REMARQUE 2. Le théorème reste en vigueur pour p= co. Plus exactement, 
si les conditions (14) et (15) sont remplies pour r — 1 et un B = 0, l'opérateur 
U est un opérateur continu de L” (D) dans Lip B, et de plus 


Ce (y) SIE + (CP + SP) FIN z 1. 
Considéré comme un opérateur de L” (D) dans C (D’), U est compact. 


Signalons qu’une généralisation du théorème 4 à un e.f. de Banach est 
accessible dans le travail de Berkolaïko et Routitski [1]. 


<IE+(2+S)F]Izf, 


3.4. Traitons maintenant le cas où le noyau de l'opérateur U 
dépend d’un paramètre. 

On dira qu’une fonction K, (s, {) pour t = 7—, est presque unifor- 
mément continue en + relativement à s et £ si quels que soient & >> O, 
h>0ets il existe Ô > 0 et un ensemble À (s) tels que | X, (s, t) — 
— K..(s, t)|<<e dès que |T—T|<Ô6, 1€ À (s), et de plus 
mes À (s) << h *). 


*) Les valeurs du paramètre + sont les points d'un espace euclidien. Cepen- 
dant par + on peut sous-entendre les éléments d’un espace métrique quelconque. 
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La notion de continuité presque uniforme est utilisée dans le- 
théorème suivant. 


TH£OREME 5. Si le noyau d’un opérateur intégral est presque uni- 
formément continu en t pour t = T, et vérifie pour tout + les hypothèses 
du théorème 3, les constantes C;, C:, ©, etc., participant à l'énoncé 
du théorème étant indépendantes de vx, alors l'opérateur intégral U. 


pe Ua). ye(s)= | Ki(s, 1 x (0) dt 
D 


(GELP(D), y-ELt(D”)) (20) 
dépend continüment du paramètre + en ce sens que 
lim [| U;—Ux, || = 0. 


T—To 


DEMONSTRATION. On a 
Yro (8) — vx (5) = À LKxo (5, 2) — Kr(s, #)1 (+) dt. 
D 


On se sert des notations de la démonstration du théorème 3 pour- 
majorer la constante 


CP?= vraisup[ [| Kx(s, —K.(s, 9 Pat]"?. 
seD’ D 


Supposons que e > 0, hk >> 0 et s sont donnés et cherchons le. 
ô > 0 et l'ensemble À (s)C D correspondants de la définition de- 
la continuité presque uniforme. En posant pour simplifier p> 1 *}), 
on obtient 


[T1E&sts 9—K(s, 9 P à] < 
D 
<| Î | Ærxo(s, t)—K.(s, t) l° at|"” + 
D’'XA(s) 
+ [ | | Kro (ss t) — Æ4(s, t) Le at|"” < 
A(s) 


<eimes DJ +T À |kx(s, DK, 9177 &]" x 


A(s) 
1/(2Y _ 
x | \ dt | (5) P&Ke[mes Dj +2C,h1/? dr 
A{s) 
*) Si p <1 il faut se servir de l'inégalité 
(a+b) 2101 (al BUPT (a, b>0). 
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Donc, C?<e[mes Dj'P +2C,h' PT. c'est-à-dire cette _quan- 
tité peut être rendue arbitrairement petite. Comme 


I ro — Ur RICP 7212.17, 


d’après le théorème 1 (cf. (5)), la quantité || U,, — U., || est aussi 
arbitrairement petite, ce qui prouve le théorème. 

REMARQUE. Le théorème s'applique immédiatement au cas où 
q = © (cf. remarque 4 suivant le théorème 1). De façon plus pré- 
cise, sir > pet (2) est remplie (pour chaque t) et que le noyau 
K, (s, t) soit presque uniformément continu en T pour T = %,, alors 
l'opérateur (20) est continu en +. Cette circonstance signifie ici que 
de toute évidence pour n >> 0 on peut trouver À => 0, tel que 


lUro(s)—yr(s)l <n (ITo—TI<A, sED'). 


3.9. Nous concluons par l'étude d’un noyau de type spécial. 
Plus exactement, nous admettons que les ensembles D et D’ ap- 
partiennent à un même espace et nous considérons les noyaux de la 
forme 

B(s, t) 
K (s,t)=— Toi (21) 
-où B (s, t) est une fonction bornée, continue pour s tt. Ces noyaux 
s'appellent noyaux de type potentiel. 

Pour qu'un tel noyau soit de puissance r-ième sommable en #, 
de façon plus précise, pour que (2) soit réalisée, il suffit que mr < y; 
Ja condition (3) sera satisfaite si mo << v. Donc, pour r et o on peut 

. ’ LU V . 
prendre des nombres aussi proches que l’on veut de — et —respecti- 


“vement. Les conditions (4) s'écrivent alors 
>, a>>, (1-2 pet. 


La remarque 1 qui suit le théorème 1 nous permet donc d'affirmer 
que les conditions 


QE n : V>œH—(U—m)p (22) 


assurent la continuité d'un opérateur (1) avec un noyau (21), con- 
sidéré comme un opérateur de LP (D) dans L?(D'). Les conditions 
du théorème 3 (compte tenu de la remarque analogue) étant alors 
réunies, il résulte de (22) que l’opérateur U est compact *). En 


*) En effet, la première relation (22) équivaut à l'inégalité ( 1 — ma =) p'< 


<< _ . Si, de plus, q << p, la deuxième condition (22) assure la réalisation de 
l'inégalité (8). 
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particulier pour m = u — 1, les conditions (22) deviennent 


_— 9 
g< + D? V>U—p. (23) 


Le théorème 4 s'applique au cas envisagé sous les conditions suivantes. 
Comme de toute évidence 


, | grad, B (s, t)| | B(s, t)| 
| grad,s X (s,t)l ppm TM Ts ma 


les conditions (14) et (15) sont remplies si 


_Igrad, B(s,t)17 B(s,t)|" 1/r , 
SCD [\ | s—t se [m8 Dr ê <É C4) 


(m + f)r <y. (25) 


Sous ces conditions, l'opérateur (1) est un opérateur continu de L? (D) 
dans Lip $. 

Considérons le noyau Æ (s + As, t) comme une fonction du pa- 
ramètre As. L’élimination d’un voisinage aussi petit que l’on veut 
du point s rendant Æ (s + As, t) uniformément continu en As pour 
As = 0, le théorème 5 nous dit que 


A:—0 


où U, est un opérateur intégral de noyau XÆ (s + As, t). En parti- 
culier 

| |y(s+As)—y(s)[f ds + 0 pour As —+ 0 *). 

D 

De façon analogue, soit D’ une variété de dimension v, continue 

et dépendant différentiablement d’un paramètre t, D° = D:, c'est- 
à-dire la variété composée des points s + œ (s, t), où s parcourt le 
domaine D,, et (s, 00 pour T—>0, uniformément en s, et 
de plus [@{(s, T)—m(s, T)I<aæls—s | (« <1). Alors la fonc- 
tion y considérée sur la variété D: 


pe ()=y(s+p(s, = À K(s+p(s, 7), dx (6 de, 
D 


est continue en t pour la métrique de l'espace L1 (D;), c'est-à-dire 
1/q 
I Yo — Yx I={( [Yo (s)— y: (s)F ds} > 0. 
Do 
Ce qui vient d'être dit se résume dans les deux théorèmes sui- 
vants. 


1 Ici et dans la suite y est l’image de z € LP(D) par l'opérateur U : y = 
AU (2). 
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THÉOREME 6. Si les conditions (22) sont réunies, tout opérateur 
intégral à noyau de type (21 )est un opérateur compact de LP (D) dans 
L9 (D), où D est un domaine de dimension 1 d'un espace euclidien, 
D” une variété de dimension v du même espace. En outre, si cette variété 
dépend continüment d'un paramètre, alors y = U (x) sera aussi continu 
en le paramètre. En particulier 


im [ Î lv (+49) () ras |" =0. (26} 


REMARQUE. Le théorème est valable pour qg = co, les conditions 
(22) étant remplacées par (cf. remarque 4 suivant le théorème 1): 


U—mp>p. (27) 
La relation (26) devient 
sup|y(s+As)—y(s)] = 0, 


ce qui exprime la continuité de la fonction y, c’est-à-dire l’opérateur 
U applique en fait L? (D) dans C (D). 

La condition (27) peut encore s’écrire : mp” << y. La remarque qui 
suit le théorème 2 nous dit alors que Ü est un opérateur compact de 


LP (D) dans L” (D') (donc, comme nous l'avons indiqué, dans 
C (D')). D'où le 


THÉOREME 7. Sous la condition (27) tout opérateur intégral à noyau 
de type potentiel est un opérateur compact de LP (D) dans C (D'). 


$ 4. Théorèmes d’immersion de Sobolev 


Les relations qui existent entre les propriétés différentielles des 
fonctions jouent un grand rôle dans les divers problèmes de physi- 
que mathématique et d’autres domaines de l'analyse. Aïnsi, la con- 
naissance des majorations intégrales des dérivées partielles d’une 
fonction permet d'établir si cette dernière est bornée, voire conti- 
nue. Souvent, le comportement d’une fonction dans l’espace tout 
entier nous renseigne sur sa différentiabilité sur une surface, etc. 

Au chapitre VI, nous avons déjà exploité l’idée qu'une fonction 
peut être considérée comme un élément de plusieurs espaces fonction- 
nels. C’est cette idée que nous allons développer de façon plus systé- 
matique. Les espaces envisagés dans ce paragraphe sont caracté- 
risés par les diverses propriétés des dérivées des fonctions qui les 
composent, de sorte que si l’un de ces espaces est une partie d’un 
autre (au sens ensembliste), les propriétés caractéristiques du pre- 
mier entraînent celles du second. En associant alors à une fonction, 
considérée comme élément du premier espace, cette même fonction, 
considérée comme élément du second espace, on obtient un opérateur 
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d'immersion dont l'étude permet non seulement de préciser les re- 
lations qualitatives déjà établies entre les diverses propriétés des 
fonctions, mais encore de caractériser quantitativement ces relations. 

Les résultats de ce paragraphe sont dus essentiellement à S. So- 
bolev (cf. Sobolev [I]; [II]) et occupent une place fondamentale 
dans les applications à la physique mathématique. 

4.1. Nous commençons par prouver un lemme sur la représen- 
tation intégrale d'une fonction dérivable (les notations utilisées ici 


et plus bas sont celles du paragraphe précédent). Par D on désigne 
un domaine borné de R#, de frontière assez lisse. 


LEMME 1. Soit x (s) une fonction continüment dérivable, définie 
dans un domaine convexe DE RH. On a l'identité 


u 
___1 BR(s, t)  ôx 


où By (s, t) (k = 1, 2, ..., ) sont des fonctions bornées, i.e. 


su 
BSD sn Œ=1,2,...,1), (2) 


continues pour S =Æt; ti, te, . . ., t, désignent les coordonnées du 
point t, Ô le diamètre du domaine D. 


DEMONSTRATION. Soient sun point fixe du domaine D, L le vecteur 
unitaire. Tout point £ € D de la demi-droite issue du point s parallèle- 


ment à / peut être représenté sous la forme t — s + RI, où R — 


= |s—+t|est la distance de £ à s. Soit d = d (1) la longueur du 
segment découpé par le domaine D sur la demi-droite indiquée. Posons 


d 
F(h=z( [ptdr (QE (t=5+Rb. 
R 


De toute évidence, 
u 
F()=F (Dr = r (5) ©, F(t)|r=a = 0. 


Donc 
dh Fe ô0F è 
x(s) = FR 2R= | 2 (9 A dR 


d 
ôz 6ô"—RH RH! 
5 5 pré. 
0 


446 OPÉRATEURS INTEGRAUX [CH XI 


Multiplions les deux membres de cette égalité par l’élément de sur- 
face de la sphère unité dans un espace de dimension pu et intégrons 
sur cette sphère en utilisant la formule 

d 


— n—1 
\ z(t) dt | do z(t) R4TŸ AR, 


où w désigne la surface de la sphère unité centrée en s. 
On obtient 


h_ RH 
om?) cd | 
D 


Comme 70) ÿ . Te 7 cos (L, t:), en divisant les deux membres 
ki 


par mes D et en posant 


_ h_ pu 
Bis, 1)=B(s,t)cos(f, ) (B(s, DT : k=—1,2,...,u), 
on obtient la relation (1). La majoration (2) et la continuité de la 
fonction se déduisent aussi à partir de là. 

REMARQUE 1. Le résultat du lemme est valable sous une forme 
plus générale. Plus exactement, le domaine D peut ne pas être convexe, 
mais contenir simplement un sous-domaine convexe D, tel que D 
renferme le cône D, engendré par les segments des demi-droites 
issues d’un point arbitraire s de D et coupant D,, compris entre s 
et le plus proche point d’intersection *). En outre, la formule (1} 
est remplacée par l'une des formules 


LU 


BR(s,t) Oz 
x (s) = D | zx (t) dt— > | sent dt, (3} 
Di k==i DU Do 


LU . 
1 BR(s, t) 9x , 
z()=— 5 | z(t)dt— Ÿ À er due (3) 
Di k=i D 

On fait la démonstration en raisonnant comme plus haut. 
REMARQUE 2. Dans les conditions du lemme, la convexité du 
domaine D n'intervient que pour garantir qu'une demi-droite issue 
d'un point intérieur quelconque du domaine D coupe la 
frontière du domaine en un seul point. Si donc, l’on n’admet pas 
que le domaine est convexe, la représentation (1) peut avoir lieu 
pour tous les s € D par rapport auxquels D est étoilé, en particulier, 

pour tous les s € Di, où D, est le domaine de la remarque 1. 


*) Un domaine D de cette forme est dit étoilé par rapport à D.. 
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REMARQUE 3. Le lemme 1 peut être généralisé. Plus exactement : 
Si x (2) possède dans un domaine convexe D des dérivées continues 
jusqu’à l'ordre / compris, on a l'identité 


x (s) = _ D \ z(t) L(s,t)dt+ 
D 
+(—1) S | ist) _g. (s, g) — À (4) 
ins, igst D ob 7 dt, l |s—t jH—! 
où *) 
l—1 | 
L(6,9=D b(1—-2) 7 (5), (5) 
i=0 


b; sont des constantes dépendant seulement de / et ui, 


Li, (s, L) — 


1 
1— 1)! dh Pyme 


d 
œy= cos (4, ti) (i=1 y 2e. M). 
La démonstration de la formule (4) se fait par analogie à celle de la 


formule (1). Dans ce cas seulement on définit F (t) de la manière sui- 
vante: 


FO=r(0 | pr vR, à |- 


__ ôx(t) al” R11 
—5R 0RIS ar p(R, d) ]+ 


: 4 Ôôl-iz(t) R!-1 - 
+ HO SE GR à |, 


où 


& (ER, o= | @- pt put ap = anti À (1 u)-t uni du. 


ee 


*) Nous utilisons les notations de la démonstration du ‘lemme 1. 
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Il est aisé de voir que 
F(s)=F(t)Iro=z(s)p(0, d)=z(s) EDIT Qt 


(u+i—1)1 
_9F ol 
R =) TVR, De 
1-1 ôlz (t) Rt-1 
+ COTE rt Re, à |: 


En poursuivant comme pour la démonstration du lemme 1, et en 
utilisant la relation 


M 
l . 
oz (t) _ S a; ôlz (t) 


OR! hoc Mig TT , Œ—=CoS(L, ti), 


LEE …. ip=i 
on obtient l'identité (4). 
Supposons comme précédemment que D est un domaine convexe 


dans R#, limité par une surface S assez lisse. Soient B, (s, t) les 
fonctions construites dans la démonstration du lemme 1 


LEMME 2. Les fonctions BP; (s, t) sont telles que l'intégrale 


Î grad, B; (s, t) Le 
| s—t j(H—2+ Br dt (6) 


est bornée indépendamment de s, si seulement r< 7 et B>O0 
assez petit pour que (u—1+B)r<u. 
DEMONSTRATION. Comme 


B; (s, t) = B (s, t) cos (E, th) 
alors 
| grad, B, (s, t) 1 


< |grad,B (s, t) [|cos (1, t:) | +|B (s, t) IIgrad, cos (l, 4) | & 
< |grad, B (s, t)|+ K/R (R=1]|s—t|), 


où X est une constante. 

Le lemme est vrai pour le terme X/R, car (u — 1 + Bjr < p. 
Vérifions qu’il l’est pour le premier terme aussi. Comme B (s, t) = 
1 
— u mes D Ci | 

RY, il reste à le prouver seulement pour la fonction dr. 
Désignons par u le point d'intersection de la demi-droite définie 


par le vecteur / avec la frontière du domaine D, parn = (4,,..., À) 
Je vecteur unitaire de la normale à la surface S au point u (4:;, 


— RH) et que le lemme est manifestement vrai pour 
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1< i< pu, sont les projections du vecteur nr sur les axes de coordon- 
nées), et enfin par œ l’angle de { et n. 

Soient $s = s + he;, où e; est le vecteur unitaire du j-ième axe 
de coordonnée, un point proche de s; u le point d’intersection de la 
demi-droite issue de s dans la direction de t avec la frontière du do- 


maine D ; @ l'angle de cette demi-droite et du vecteur n; et enfin 


v le pied de la perpendiculaire abaissée du point u sur l'hyperplan 
tangent en u à S. 


Mettons les coordonnées des points u — (u, -... Uy) et u — 
—(u, .. u,) sous la forme 
m=sit(h—s)r(s), W=s+(i—-s)r(s) (1<i<u). 
Alors 
d(s)=lu—s| =r(s)1t—s] =r(s) R(s), 
d(s)=lu—s|=r(s)|t—s| =r(s)R (s). 


Calculons la dérivée de la fonction d (s) par rapport à s;. On a 


, . d(s+he)—d (s) . r(s) R(s)—r(s) R(s) … 
à, 6) 1e EE tin LRO OR 
= lin [OS 2 +R 6]. 


De toute évidence 


R (s)— R (s) —!j 
Re nee” Pa(s)= 5 (s) * (8) 


h— 
Pour trouver la limite du premier rapport du second membre de (1), 
mettons r (s) et r (s) sous la forme 


[TI 
N Alu —si) 
d(s) __lu—s]coso (u—s, R) i=i 


PS) = = D 2 = ——— (9) 
R | t— cos _ ms ’ 
e FISRR  G—s, ») N Ar (ti—si) 

ii 

r(s) = d(s)___[u—s|cosp __ (u—s, n) _ 

R(s) It—s cos (t—s,n) 
r 
_  u—vl+ NS Ai(u—s)—Ajh 
_ (u—v, n)+(v—u, n)+(u—s, n) _ i=!1 


à Ag (ti—si)—Ajh 
i= 


(10) 


29—0996 
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puisque le vecteur u — v est colinéaire au vecteur n, v — x ortho 


gonal à n et de plus s=s+ he, — (S1, - .., Sj+h, ..., Sn). 
On remarquera qu'en vertu des hypothèses faites sur la suriace 
limitant D, 


LL 0°). (11) 


En utilisant les relations (9), (10) et (11), et en posant 


M H 
P— 2 Ai(u—s;)=d(s)cose, Q—= à Ait —s;)= R (s) cos p, 


on obtient 
r(s)—r(s) __Iu—v| P—Aÿh _p Aj(P—Q) 
Ch FORT "Q—Ajh 7. h—0 QE 


Aj(d(s)—R (s)) 
—Rgjosg : (12) 
Donc, en vertu de (7), (8) et (12), il vient 


Aj (a (s)—R (s)) 


da (= Fes + Fu = a (s). 
» | Sy— ty | 

D'où, puisque | A; | <1 et Ko <! 

, d—R d 

LAORRS Atos | + e 
et 
d 
|grad, d'<2p 


*) Prouvons cette relation. Tout d'abord les hypothèses assujettissant la 
surface entraînent 
[u—v|<Alv—ul?< Alu—ul?, (+) 
où À est une constante dépendant des propriétés de la surface. Le e segment üuu 
est situé dans le plan des droites stu et ‘situ. Prenons sur la droite us des points 
wetn tels que la droite uw soit parallèle à ss s et la droite un perpendiculaire 
à us. Soit 4 (s) l'angle des droites uu et us. Alors 


ACT EE LL Lt 2 RS JR |s—s|= IR _,, (+) 
sin  (s) sinp(s) RsinwŸ(s) R sin Y(s) 


D'après (*) et (**), on obtient 
d—R _ } hi 
Rsin w (s) 
d'où résulte (11), car, le domaine D étant convexe, sin +} (s) est séparé de zéro 
pour s — 5. 


E—oi< 4 ( 
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Donc 
u 
H 3/2 2 
Par suite 
| grad, dh Li r(3/29r dr 
Tran SAR gr 


Pour majorer l'intégrale de cette expression, on remarquera que 
ut 


dt= À 


ah! 


cos dS dR, 


où dS est l’élément de la surface S limitant D. On notera par ailleurs 
qu'en vertu des hypothèses du lemme, 


ur — u—1+p)r+1>xœur—-p+1>0. 


De ce qui précède il suit 
d 


dhr dt cos aur-(h—1) jui 
| Rtu-!+B)r [cos |” = | cos @ |” (| Rtu-1+Bir dR)dS< 
0 
gur-(h—1+B)r+1 + dS 
 p—(u—1+8)" | | cos 1771 * 


Comme r < eur < 2, donc r — 1<1, en tenant compte des 
hypothèses imposées à la surface, on obtient 


[mors Ski 


| cos p 17° 


ce qui avec le résultat précédent nous donne ce que nous voulions. 
REMARQUE. De ce qui a été dit dans 3.5 il résulte que si l’on se pla- 


ce dans les conditions du lemme, le noyau PTT satisfait 
S$— 
aux hypothèses du théorème 3.4. 

4.2. En se basant sur les théorèmes des opérateurs intégraux, 
établis dans le paragraphe précédent on peut prouver le théorème 
fondamental suivant. 


THÉOREME 1 (inégalité de Sobolev). Soient x(s) une fonction 
continüment différentiable dans un domaine convexe D et 


up 
<<: (13) 
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On a l'inégalité 


Lx —m (2) lin = {| [2()—m() la} < 


la 


<A|| grad x | Ilrçn = À {| rs (£ RE } "T a”, (14) 


={ 


n 


où 


m(z)=—— | z(s)ds (15) 
b 


est la valeur moyenne de la fonction x dans le domaine D, À, 
une constante. 


DÉMOXSTRATION. Le lemme 1 (compte tenu de l'expression pour 
B, (s,t)) nous donne 


u 
… BR (s, t) 0x | B(s, t) | 
[x (s) m(x)|< Ÿ | Tor OR Sfr PET | grad z | dt. 
k=1 D D 
Or, sous la condition (13) l'opérateur intégral U de noyau Pen 


est un opérateur continu de L? (D) dans L' (D) (cf. 3.5, condition 
(23)). Donc 


x—m (x) IL SI U TI] grad z | ||», 


d'où (14) si pour À on prend la norme de l'opérateur intégral indi- 
qué U. 

REMARQUE 1. L’inégalité (14) est parfois d’un usage plus commode 
sous la forme équivalente 


zx lle A [I grad z1llL+1m(xz) 1]. (16) 


REMARQUE 2. Si p —2 et > 2, l'inégalité (13) sera réalisée 
pour qg = 2. L’inégalité (16) s'écrit alors 


[ | (s) pas] <m{|{2@æl+[( ÿ (2) a\"*) un 
? D D kæ!i 


ou encore 
| | x (s) Pds< A, { | [ x) dtf+ ( S (5) &} (18) 
D D D k=1 


qui n'est autre que l'inégalité classique de Poincaré. 
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REMARQUE 3. La valeur de la constante À de (14) peut jouer un 
rôle dans les applications. On peut majorer la norme de l'opérateur 


intégral U de noyau PET grâce au théorème 3.1. En prenant 


= r et en déterminant la valeur minimale de r à partir de l’iné- 


galité (1 — —)r'< r, on trouve que pour À on peut prendre la 
quantité 


dt 1/r 
A=Ci=C,<max]B (s, pimax[ |"; ] < 
s "D — 


RW 


5!t+u/r urk/2 \/r 
PS, Ps 
D e 
pres erer nr(£+1} ; 


REMARQUE 4. L'hypothèse de la convexité du domaine D est 
essentielle dans la démonstration de l’inégalité de Sobolev. Cepen- 
dant, cette inégalité peut être établie pour des domaines de forme 
bien plus générale. Notons d’abord que si cette inégalité est réalisée 
pour l’image d’un domaine par une transformation univoque con- 
tinüment différentiable de jacobien égal à un, elle le sera pour le 
domaine de départ. La possibilité de généraliser l’inégalité de So- 
bolev à des domaines de forme plus générale est affirmée par le 
théorème suivant. 


THÉOREME 2. Soit D la réunion de deux domaines D, et D, dont 
l'intersection est de mesure positive. Si l'inégalité (14) est réalisée pour 
D, et D, elle l’est pour D tout entier. 

DEMONSTRATION. Soit D = D, |) D.. Posons 

D;=D;n D, D;=D:\Ds- 
Désignons par m (x), m, (x), m, (x), m, (x) et m, (x) les valeurs moyen- 
nes de x sur les domaines D, D,, D,, D, et D, respectivement. En 
vertu de (14), on a pour D, et D, 


ô 
<a {] de | gr an)" < 


[x — m4 (x) lan < Bi Î Z— Ma (x) ÎlLecoy < Bad (19) 
où J désigne ||| gradx || pçpy B, et B, des constantes. 
Ensuite, 
[mm (z)—m(z) 1 
1 


S mes D) A [zx mi (2) han + TM (x) Ilan) < 


Ses DJ [z—mixlhian, + 1z— m2 (2) lan) <B37, 
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rs (a) me (= | | 12 9) — me (a) ds|< 
4 Ms mes D, À 2 S 


A 
< es D, I z— me (x) Ilan, < Bad . 


Or, d’après la signification des valeurs moyennes 
min {m, (x), m, (x)]< m (x) << max [m, (x), m, (x)l. 

Par conséquent, 
Pme (x) — ma (x) 1 lru (x) — mu (2) 1 

< [mi (x) — me (x) | + | (me (x) — mu (x) | BJ, 
d'où 
fm (x) — me (x) 1< 1m (x) — mu (2) | + | ma (x) — 

— M (x) 1 BeJ. 
Enfin 
fm (2) lien SU 2m (2) lan +1l2—m (2) lan 
<|| T— M: (x) Ilan, +|| T— Mo (x) ÎlLaçD,) + 

+ | m(x)— ms (x) | (mes D,)'* + | m (x) —m; (x) | (mes D)" LB, 


ce qui exprime que l'inégalité de type (14) est valable pour le do- 
maine D 

La remarque suivant le lemme 1 nous permet d'obtenir une autre 
extension de la classe des domaines justiciables de l'inégalité de 
Sobolev. De façon plus précise, soit un domaine D étoilé par rap- 
port à un domaine convexe D,C D; désignons par m, (x) la valeur 
moyenne de la fonction x sur le domaine D,. En utilisant la repré- 
sentation (3) on obtient 


Îlz— m4 (x) Iluan < 417 (J'=|| | grad x | ÎlLPçD) 


Mais d’après la remarque 2 suivant le lemme 1, la représentation 
(1) est valable pour tous les s € D,, c’est-à-dire 


et dt (ED). 


[ 
z(3=m(a+ > | 


Rai D 


Le second membre de la dernière formule définissant de toute évi- 
dence un opérateur continu de L? (D) dans L?(D,),ona 


Il TI—m (x) ÎlLacn, = A27 


—__ —— 
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D'où 
[me (x) —m (x) -|-&5 | [z(s) — 7 (x)] ds |< 


1 1 
<-xes D, | z—m (x) Île) Se D, Ad. 


Et en définitive 
I z — m (x) \< 457, 
c.q.f.d. 

4.3. Etudions maintenant quelques espaces fonctionnels dont 
les éléments sont les fonctions continûment différentiables dans le 
domaine D. Donc, ces espaces ne se distingueront que par la norme 
dont nous les munirons. 


Commençons par l'espace W‘ — W4 (D). Posons 


1 | z@as|+[ | |gradz|Pdt |" _ 


mes D 
D D 


=|m(z)|+lllgradz| lime (20) 
Il est immédiat de voir que cette norme satisfait à tous les axiomes 
d'un espace normé ‘avec une linéarisation naturelle). 
S l'on traite l'élément x € W{ comme une fonction de Lt? (D), 
l'inégalité de Sobolev (dans sa forme (16)) peut s'écrire: 


MZ Îian SM zik. (21) 


Donc l'opérateur d'immersion, c’est-à-dire l’opé ateur associant 
à l'élément x € W5' cet élément lui-même mais considéré comme 
LE 4 a . PP Q LE 
élément de L? (D) est un opérateur linéaire continu. Montrons q''il 
est compact. 


Soit {z,} une suite bornée dans l'espace W£. D'après le lemme 1 


lez 1 = 


M 
TIn(s)=m(xz,) + » TES 9n dt. 


s—t'h—1 OR 
Rzæmi 


; ù . 
Mais l'opérateur de noyau TT est compact sous la condi- 
$— 


tion (13) (théorème 3.6). La suite 5) (k=1, 2,..., u) étant 
2 

bornée dans l’espace LP (D), on peut choisir une suite d'indices 

{n;} telle que USE 


. BR(s, t)  9Zn; 
CR fs 


dt A(k=1, 2, ..., u; ii, 2...) 
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soit convergente dans L? (D). On peut de même admettre que la suite 
numérique {m (x,.)} est convergente, elle aussi. Donc, la suite 


{zr,} est convergente dans L? (D) et l'opérateur d'immersion est 
compact. On a donc le 


THÉOR£ME 3 (Sobolev-Kondrachev) *). Sous la condition (13), 


l’opérateur d'immersion associant à une fonction de W}} cette même 
fonction considérée comme élément de L' (D) est compact. 


La classe de domaines D pour lesquels est valable le théorème 3 
est confondue avec celle des domaines pour lesquels est réalisée 
l'inégalité de Sobolev. En particulier, pour les domaines étoilés par 
rapport à un sous-domaine convexe, ou à une réunion finie de tels 
domaines (théorème 2). 

Comme pour le théorème 3, en utilisant le théorème 3.6 on peut 
établir un résultat plus général. 


THÉOREME 4. L'opérateur d'immersion de W4’ dans L' (D') (D' 
est une surface de dimension v contenue dans D) est compact sous les 
conditions 


QE V>H—P. (22) 


De plus, tout élément x dépend continüment du vecteur translation par 
une translation de la surface D”, c'est-à-dire 


lim { [iz(s+As)—2(s) (tds) " =0. (23) 
As—0 D’ 
Dans le cas où u << p, le théorème 3.7 entraîne le 
THÉORÈME 5. Si u << p, l'opérateu d'immersion considéré comme 
un opérateur de W5' (D) dans C (D)es rontinu et compact. 


REMARQUE. On peut renforcer le théorème 5 en se servant du théorème 3.4 
H 


et de la remarque qui suit le lemme 2 Plus exactement, si p<? n , l'opé- 


rateur d'immersion de W:1 dans Lip B sera continu (cf. aussi Sobolev [I], S 11). 
4.4. De même que nous avons introduit les espaces wc (D), 


de même nous pouvons envisager des espaces dont les normes sont 
définies par les dérivées supérieures. Plus exactement, désignons 


par W— WP (D) l’espace des fonctions ! fois continûment 


*) S. Sobolev a prouvé la continuité de l'opérateur d'immersion, V#Kond- 
rachev en a établi la compacité. 
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différentiables dans le domaine D, muni de la norme 


: ôlz (t) 
ARCS IE: ÎlLP + ; [ Eee ôtiy ee. dy - ôtt 


Üo ee. i,= 
Le théorème 4 (donc le hécrème 3 en tant que cas particulier 
du théorème 4) se généralise au cas de dérivées d'ordre supérieur. 
c'est-à-dire on a le 
THEORBME 6. L'opérateur d'immersion de l’espace W! (D) (D étant 
convexe) dans l'espace L'?(D')(D' étant une surface de dimension \ 
dans D) est compact si 


q € 


p . 7i/p 
24 


dt | . (24) 


vp _ 
pr Y>h—ip. (29) 


Si, de plus, la surface D’ subit une déformation dépendant continiment 
d'un paramètre, l'opérateur d'immersion dépend continäiment de ce 
paramètre. 

DEMONSTRATION. D'après la représentation intégrale (4), pour 


toute fonction zx E WP (D) et tout point s€ED’'ona 
z (s)— TS —— [r()£ (s,0) dt+ 
D 


LL 
dlz(t) Li, +. (s, t) 
y Ÿ (0 uno e 
+{ ) | D | ti, --- Otiy |s—t14"! 
Île. ty D 


où les fonctions £ (s, t) et £;s… i (s, t) sont définies par les formules 
(5) et (57). 
e y. Le Liens t) 

Sous les conditions (25) l'opérateur intégral de noyau PRIT 
est, en vertu du théorème 3.6, un opérateur compact de L? (D) dans 
LT (D”) (les conditions (28) de ce théorème coïncident avec les con- 
ditions (25) pour m = u — |); d'après le même théorème, l'opérateur 
envisagé dépend continüment du paramètre de translation de la 
surface D’. 

L'opérateur intégral défini par le premier terme de la représen- 
tation possède visiblement les mêmes propriétés. D'où le théorème 
énoncé. 

Enfin, le résultat suivant généralise le théorème 5 pour les dé- 
rivées supérieures: l'opérateur d'immersion est un opérateur com- 
pact de W°‘! (D) dans C (D) si u < Ip. 

4.5. Les espaces W:! ne sont manifestement pas complets. Mais 
si on leur ajoute des fonctions différentiables au sens des distributions, 
on en fait des B-espaces. 

On dira qu’une fonction xt) (s) sommable dans D est la dérivée 
distributionnelle d'une fonction z dans le domaine D si existe une 
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suite {xz.} de fonctions continüment dérivables dans D telle que 
pour tout domaine D, dont l’adhérence est contenue dans D,ona 


( | za (4) —z(t)] dt —— 0, { 

Ds Di 

Soit @ une fonction continüment dérivable dans un domaine D, 
nulle sur et au voisinage de la frontière du domaine D, c’est-à-dire 
non nulle uniquement dans un domaine D, dont l’adhérence est 
contenue dans D. On a alors 


à . 
ne a (4) dt—0. (26) 


{ z(t) di = _ | p(t) rt (1) di. (27) 
D D 
En effet, si l'on remplace la fonction x par z,, et 2(°) par — 


la relation (27) n’est autre que la formule classique de Green. Un 
passage à la limite nous conduit au résultat voulu. 

L'égalité (27) entraîne, entre autres, l’unicité de la dérivée 
distributionnelle. En effet, si existaient deux telles dérivées 2) 
et 2°), on aurait pour la différence xt) — xt) 


À pe (9 — 20 (9 dt = 0. (28) 
D 


où œ est une fonction de la forme indiquée plus haut. D'où il est 
aisé de déduire à l’aide du théorème de Lusin que 25 (4) = x (+) 
presque partout. 

Dans la suite, les fonctions approximantes ne seront pas arbitrai- 
res mais choisies suivant le procédé de moyennisation de Steklov. 

Outre les conditions imposées au noyau moyennisant dans 
IX.1.1, nous admettrons encore que pour tout k = 0 la fonction 
©, est continûment dérivable dans [0, co]. 

Dans IX.1.1, nous avons établi les propriétés suivantes pour 
les fonctions moyennes: 


a) Î Th ÎlLo D SM I ZT ÎlLPçp (R > 0) ’ (29) 


b) si zELP(D) (p>1), alors ||z—z|lpçp 70 pour k—+0; 
C) Si [zm—2|lLpçp 70, alors [(zm)a— zh ÎlLrçp) + 0. 


De plus, d’après le choix spécial de la fonction w},, on a 
d) si z admet dans D une dérivée distributionnelle z{), pour 
tout domaine D, D l'égalité 


an = (rh (80) 


est réalisée dans D, pour k >> 0 assez petit. 
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Prouvons dj). Prenons {x,} telle que soit réalisée (26). Pour z;, 
l'égalité (30) est visiblement satisfaite, car on peut alors dériver 
sous le signe somme. Mais, d’après c) 


0 
( ee), + (x )a dans LP(D), 


_ —— [(zx)x] = | + ET on ([S—t])z(t) d + 


ô à 
ne | Ga (1 S—t|)z(t)dt= an. 


Le passage à la limite est licite, puisque s € D, et le domaine d’in- 
tégration, boule X'} (s) de rayon R et de centre s, est entièrement con- 
tenu dans D pour h assez petit. 

Notons que (30) et b) entraînent que les fonctions moyennes Th 
peuvent tenir le rôle des fonctions x, dans la définition des dérivées 
distributionnelles. 

Toutes ces considérations permettent de généraliser l'inégalité 
de Sobolev (16) aux fonctions ne possédant que des dérivées distri- 
butionnelles. En effet, supposons que le gradient généralisé est de 
puissance p-ième sommable. Alors, d'après b) 

ÔZh 


— CD = nr ID Hi 
115 | En — 201 de ——> 0, 
Di D1 


— 2 |? 


une relation identique a lieu pour le gradient; donc, en appliquant 
l'inégalité de Sobolev à la fonction continüment dérivable x,, on trou- 
ve 


[\ ETL d|"<M; (5 | | Zn (t) dt| + [\ | grad x} Pal} 
1 1 1 


et en faisant tendre À —+ 0 on obtient l'inégalité de Sobolev pour x 
[fisrae]"em {| 20 @|+ ff 1greas ra]. 
Di D1 D1 


Cela étant, on peut considérer que la constante M, ne dépend pas 
de D, (remarque 3 suivant le théorème 1). En prenant une suite de 
domaines D, dont la réunion est D, nous obtiendrons à la limite la 
même inégalité, mais cette fois pour D. Nous établirons incidemment 
la sommabilité de la fonction | x |?, c'est-à-dire x € L1 (D). Et en 
définitive 


[ { era] "<em {| eo de]+[] | gradz1P& |}. 
D D 


En ajoutant à l’espace W‘! les fonctions dont les dérivées distri- 
butionnelles sont de puissance p-ième sommable, on obtiendra un 
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espace, noté W#), qui sera complet. En effet, soit ||z, — zh|| LT 
P 
. ô 
—+ 0. La suite (3) est alors convergente dans LP (D) vers des 
fonctions z( et en vertu de l'inégalité de Sobolev la suite {x,} est 
convergente vers une fonction x € LP? (D). Reste à prouver que xt? 
sont les dérivées distributionnelles de x, auquel cas, de toute évidence 
z, + z dans Wi!. Soit {D} une suite de sous-domaines intérieurs 


de D qui en s'’élargissant couvrent D. D'après (26), pour chaque 


n — 1, 2,... il existe des fonctions continûment dérivables 7,, 
telles que 


med 


— 1 (i) ôx 1 . 
| [rn—2nld<—+, | nm elder (G=1,2,...,p) 
D{(n) p'n) 
D'où il est clair que les suites {z,} et {=} ont pour limites res- 


pectives x et xt) dans tout sous-domaine intérieur de D, c.q.f.d. 

L'espace Wii!’ est séparable. En effet, les points b) et d) nous 
disent qu'il est possible d’approcher (dans W}'”') toute fonction de 
W;} par des fonctions continüment dérivables, qui, à leur tour. peu- 
vent l’être par des polynômes à coefficients rationnels. 

On peut également partir de l'égalité (27) pour définir la dérivée 
distributionnelle. Plus exactement, si existe une fonction 2!" telle 
que (27) ait lieu pour toute fonction @ de la forme indiquée. alors 
2x0 est dérivée distributionnelle de x. En effet, pour tout domaine 
intérieur D, D,ona 
LEZ | 9 


Jon (Ls—2 12 = — | Lori s—5 11 z (0 à = 


= Con (1s—21) 20 (0 = (eŸ)à + 


pour À assez petit, d’où il est clair que 2{° est dérivée distribution- 
nelle de x. 

On introduit de façon analogue les dérivées distributionnelles 
d'ordres supérieurs. On établit de même par récurrence la complé- 


tude et la séparabilité des espaces W£!” obtenus à partir de W} 
par adjonction des fonctions dont les dérivées distributionnelles 
d'ordre / sont de puissance p-ième sommable. Ces espaces sont ap- 
pelés espaces de Sobolev. 

S'agissant des espaces W‘”, l'immersion de l’un d'eux dans un 
autre (W{’< W£9) n'exprime pas seulement une inégalité inté- 
grale mais aussi le fait que toute fonction, élément de p,, Sera aussi 
élément de W:m (ce sera le cas si q € 5) ), La der- 


*) Dans l'espace W£’ la norme est définie par la formule (20) sauf qu'il 
faut y remplacer les dérivées ordinaires par les dérivées distributionnelles. 
**) A cette condition l’immersion de W£! dans Wf{7? est compacte. 
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nière circonstance est loin d’être aussi triviale que pour les espaces 
wW:0 
P : . . . J . J 
Notons enfin le fait important que l’on peut munir l'espace 
W!! d'une norme par d’autres procédés équivalents au précédent. 
Soit fi, fes + - +, fn Un Système de fonctionnelles linéaires con- 
tinues dans W{}, tel que les égalités 


f(x) =f2(x) =... = f(x) =0, 


h …. 
([ 2 arr] }j”æ=0 (31) 


D ils Î2, si] 


entraînent que z = 0. Un tel système est dit déterminant. 
Etablissons l'inégalité 


el yo B {1 GI + Le + ee +1 fe I + 
+[] [ > a) TT" al. 32 
ils. ] 


où B est une constante. En effet, si une telle constante n'existait 
pas. il existerait une suite {z,} telle que {| z, || — 1 et 


fa (an) +. +] fa (&n)| + 


+QL > re) Ja) er +0. (33) 
Foi, 


Les valeurs moyennes de la fonction x, et de ses dérivées distribu- 
tionnelles jusqu’à l’ordre ! — Â étant inférieures ou égales à || x, || — 
— 1, de la suite {r,} on peut extraire une suite partielle {x,,} telle 
que les valeurs moyennes des fonctions x,,'et de leurs dérivées for- 
meront des suites convergentes. Compte tenu de (33) on trouve 
tn, — Zn; ll 0. L'espace W: étant complet, il existe y = 
= limz,, € W}. En appliquant encore (33), on trouve que z 
vérifie les conditions (31), de sorte que z = 0, ce qui est impossible. 

Nous avons donc établi l'inégalité (32). L'inégalité inverse dé- 
coule de la continuité des fonctionnelles f,, f., . . ., f,. Donc, pour 
norme dans W‘ on peut prendre l'expression 


Hzll=1fi@)l+ th) +... + fa) + 
ôlz 


2 12 1/p 
|” at} su 
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On peut aussi prendre d’autres expressions. Par exemple 


l h 
0Rz 27P/2 1/P 
lzl={] [> D | êtijôtio +. Otiy | ] dt} ° 


k=0 î1, ... ir =1 


Signalons que muni d’une telle norme l'espace We” est un hil- 
bertien, le produit scalaire y étant défini par 


l 
GE 0hy 
D Rk=1 i3, DEL 


Indiquons encore le fait important suivant. Soit donnée l'im- 
mersion des espaces W£ (S) = W£{ (D), où S est une variété de 
dimension v, contenue dans le domaine D. On peut envisager les 
valeurs des dérivées m-ièmes d’une fonction de W£° (D) sur la 
surface S, qui sont définies comme des fonctions de puissance g-ième 
sommable sur S. Si les théorèmes d'immersion assurent la continuité 
des dérivées distributionnelles d’un certain ordre, il est aisé d’éta- 
blir l’existence de ces dérivées au sens ordinaire *). 

Enfin, il est utile de noter que, siles fonctions de W!° (D) sont 
assujetties à des conditions linéaires, portant sur la valeur des dérivées 
m-ièmes sur la surface S, W{ (D)= W°" (S), alors ces conditions 
définissent un ensemble fermé (et linéaire) dans l'espace W£” (D). 

4.6. En conclusion, à titre d'application nous démontrons 
l'existence d’une solution du problème de Dirichlet par la méthode 
variationnelle. 

Soit le problème aux limites 


Az =0, zls= 9. (34) 


On cherchera la solution parmi les fonctions dont est finie l’intégrale 
de Dirichlet 


H@= {5 (2) dt < 00 (35) 
D k=1 


c'est-à-dire on admettra que x € W,” (D). D'où, en vertu du théo- 
rème 4, il résulte que x € L° (S). En effet, la variété S est de dimen- 
sion u — 1 et 


— 1 2 
g=2< ri 2+ 12 ? v=u—1>œu—2— HU — D. 


Ceci étant, 
| [z(s+ As)—x (s)1?d5— 0, 
S 


*) Plus exactement, l'une des fonctions équivalentes correspondant à x 
jouira de cette propriété. 
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c'est-à-dire les valeurs de la fonction zx sur la surface frontière sont 
les limites (moyennes) de ses valeurs à l’intérieur (sur la surface 
translatée). 

Donc, une fonction à intégrale de Dirichlet finie doit avoir des 
valeurs frontière, de carré sommable sur la surface. 

Cependant toute fonction œ définie sur $ et de carré sommable 
ne peut être prise pour valeur frontière. Nous dirons que œ est permise 
si existe une fonction z € W°'" (D) telle que @ = zx |s. 

Dans le problème aux limites (34), on admet que est permise. 

Désignons par W'' (œ) l’ensemble des fonctions de W°° (D} 
dont les valeurs frontière sur S sont égales à ®. Pour x € W {œ) on 
a OS H (x) < ©, donc 


inf {H (x): zEW(p)}}=4 


existe et est fini. Construisons la suite {z,}€ W,° (q) qui mini- 
mise la fonctionnelle FH, c'est-à-dire telle que 


d= lim }H (z,). 


ñ—00 


THÉOREME 7. La suite minimisante {x, } est convergente dans W‘ 
la fonction limite appartient à l'ensemble W}” (œ) et réalise le minimum 
de la fonctionnelle H. 


DÉMONSTRATION. Si l’on munit W,” du produit scalaire 
u 
ôz Ô 
(&y)= | z(s)y (5) ds+ | 3 dt (2yEW:), 
S Dh= 


on fait de lui un espace hilbertion. Ceci étant, la norme de tout 
élément x € W;,'” (@) et la valeur de la fonctionnelle H sur cet élé- 
ment sont liées par la relation 


IzlE= | 1p(5)12d5+ Æ (x). (86) 


Désignons par W:2 l'ensemble de tous les € W°'° nuls sur $. 


Comme indiqué à la fin de 4.5, W°” est un sous-espace fermé 
de W.'. 
Soit un élément zx, E W: ”(p). On peut admettre que x, est 


orthogonal au sous-espace W!°. En effet, dans le cas contraire 
on peut mettre z, sous la forme z,=20+27,, où zxo est orthogo- 


e e 
nal à W!!, et z5E€WS". Comme 
LA — æ _— 
Lols= Lols— Lols = P; 


alors x, € W,} (œ) et au lieu de x, on peut considérer 2z,. 
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Prouvons que H (x,) = d. Soit x un élément quelconque de 


W.'" (+). Comme la différence z — x € W, elle est orthogonale 
à x. Donc, en vertu de (36) 


H(z)— H(z) = Hz —- xl =z—-zl*>0, (37) 
c'est-à-dire 
d< H (xo)< inf H (x) = d, 


ou encore d = H (x). 
En faisant zx = x, dans (37), on obtient 


H (tn) — H (zo) = tn — to lF (n—=1, 2,...). 


Or H (xo) = d, donc H (x,) — H (x) — 0. Et par suite x, — x. 
C.q.f.d 

Remarque. La relation (37) exprime que l'élément x, € W:’ (œ) 
réalisant le minimum de la fonctionnelle H est unique. 

Nous ne nous attarderons pas sur la démonstration du fait que 
la fonction x, qui minimise la fonctionnelle F est la solution unique 
du problème aux limites (34). Pour ce point et pour d’autres appli- 
cations des théorèmes d'immersion à la physique mathématique 
nous renvoyons le lecteur à la monographie de S. Sobolev (cf. Sobo- 
lev [I1) qui les traite méthodiquement. 

D'autres détails sur les théorèmes d'immersion sont accessibles 
dans Sobolev [I], [II]: Bessov, Ilyne et Nikolski. 
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CHAPITRES SUPPLÉMENTAIRES DE LA THÉORIE 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


par V. Arnold 


Cet ouvrage de V. Arnold, docteur ès sciences physi- 
ques et mathématiques, prix d'Etat, vient compléter les 
« Equations différentielles ordinaires » qui sont parues en 
français aux Editions Mir en 1978. L'auteur y examine 
les méthodes analytiques et qualitatives d'étude des 
équations différentielles. Une grande attention est 
portée aux applications des équations différentielles à Ja 
mécanique. Les principaux chapitres traités sont les 
variétés invariantes, les formes normales, la stabilité 
structurelle, la théorie de la bifurcation, le calcul des 
moyennes, la discussion des singularités. L'exposé fait 
une large part aux mathématiques modernes. Cet 
ouvrage s'adresse aux élèves du second et du troisième 
cycle des universités et des écoles techniques supérieures 
ainsi qu'aux personnes désireuses de parfaire leurs con- 
naissances en mathématiques. 


LEÇONS DE GÉOMÉTRIE 
er semestre. Géométrie analytique 


par M. Postnikov 


L'auteur de cet ouvrage M. Postnikov, docteur es 
sciences physiques et mathématiques, prix Lénine, appuie 
l'exposé du matériel sur l’axiomatique vectorielle de la 
géométrie et attache une attention particulière à la 
rigueur logique de la présentation des principales notions 
de la géométrie. 

Le cours comporte un certain nombre de nouvelles 
notions: bivecteurs, espaces réels et complexes, etc., 
introduites afin de relier la matière des leçons au contenu 
des leçons développées dans les semestres suivants. 

L'ouvrage s'adresse aux étudiants en mathématiques 
des universités. Il couvre le programme de géométrie 
analytique du 1° semestre universitaire. 


LEÇONS DE GÉOMÉTRIE 
2e semestre. Algèbre linéaire et géométrie différentielle 


par M. Postnikov 


Ce livre fait suite au cours du même auteur « Leçons 
de géométrie, 1° semestre. Géométrie analytique ». Une 
attention particulière y est accordée à l’algèbre multili- 
néaire (fonctionnelles symétriques gauches) constituant 
la base de la théorie moderne de l'intégration sur les 
variétés lisses. En outre, sont exposés dans le cours les 
éléments de géométrie différentielle classique de courbes 
et de surfaces dans l’espace, jusqu'au théorème de Gauss 
sur l’invariance de la courbure totale compris. 

Le livre s’adresse aux étudiants en mathématiques des 
universités. 


PREMIER COURS DE TOPOLOGIE. 
CHAPITRES GÉOMÉTRIQUES 


Par V. Rohlin et D. Fuchs 


Développement d’un cours de topologie générale fait 
par V. Rohlin, docteur ès sciences physiques et mathé- 
matiques, et D. Fuchs, candidat ès sciences physiques et 
mathématiques, à l'Université de Léningrad et à celui de 
Moscou, l'ouvrage expose les bases de la topologie moder- 
ne. Les principaux sujets traités sont : espaces topologi- 
ques, espaces cellulaires et simpliciaux, éléments de 
topologie différentielle, espaces fibrés et groupes d’homo- 
topie. L'exposé allie à une grande rigueur scientifique 
un souci de clarté, de minutie, du détail. De nombreux 
exemples et applications viennent illustrer la théorie. 

Le livre peut être abordé par tout lecteur ayant les 
connaissances usuelles en théorie des ensembles, en 
algèbre et en analvse. Plus particulièrement il s'adresse 
aux étudiants des premières années des facultés de 
mathématiques et de physique des universités ou des 
instituts pédagogiques, ainsi qu'aux chercheurs dans le 
domaine des mathématiques et de leurs applications. 


